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ПРИМЕЧАНТЕ ТГ. 
(Первая эпоха п" 5). 


О улиткообразныхъ лимяхъ Персея. Место изъ Герона 
Александрийскаго, относящееся” къ этимъ кривымъ. 


Имя геометра Персея упоминается только однимъ писателемъ. 
именно Прокломъ въ его комментари на первую книгу Евклида. 
Но не въ одномъ только этомъ памятник древней науки говорит- 
сея о улиткообразныхь лишяхь (Пдпез зртщиез, спиричесмя лни- 
ни), какъ думали, кажется, до сихъ поръ. Въ одномъ весьма 
древнемъ сочинени Герона Александр!йскаго, которое было вос- 
произведено въ 1571 и 1579 годахъь Конрадомъ Дасипомемъ ') 
подъ заглавемъ: «Мотепсеита госабшогит деотевчсогтит», мы 
находимъ весьма точное опредфлен1е спиры (зриге), т. е. кольце- 
образной поверхности, и различных видовъ этой иноверхности, 
съченя которой суть кривыя, обладаюция особыми свойствами. 

Это мфсто изъ Герона слЗдующее: брела [Ё диап40 сегсшиз 
аби сеттит йабепз т саге о еЕ етеф из ераяет5, аа рапит 1ря1- 
из стсий Гиегй стситдисия, её тезетщцит Цегит ип4е соерега! 
товетт; Ши 4 зрзит руитае депиз потиииг хрухос 0тб15. Огсоп- 
Ппиа ашет-зрета еб, диае 50а е5ё, аиё @5зоиотет йабег. 


- 


1) Ес йа Еетемогит [ег рутиз. Цет Негоп/5 Мехапагии оосабща 
дчаедат беотейчса, имеа питдиат е4йа; стаесе её Папе рег Сопгадит 
Разурофит. АгсепИпае 1571, 1а 8. 

Отаёо С. Базуройи а4е Ост тойетайсв. Елазет Негот8 4ехат- 
тт: Мотепеиитае Уосафщотит деотегсотит (тала о; едазает Гелсоп 
тайетай сит, ех ет соЦеЧит ати зстфриз. Агбепагае 1579, ш 8. 
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Сопётиа ето, диае ипо т рипсю сопо4и. Эищтийопет йабепз 
её, фиатдо стешиз дир сатеит4исцит, арзетеЁ зетрзить зесаи. 
Пит ашет @ йатит зесвопез, йпеае диаедат ргорчещет зиат 
йафещез. 

М%сто объ улиткообразныхъ липяхъ у Прокла нЪфеколько под- 
робнЪфе и имфетъ еще то преимущество, что въ пемъ названо имя 
изобртателя этихъ кривыхъ. Гречесый текстъ этого м$ста, воспро- 
изведенъ Кетле (@ие{е]е{) и помфщенъ вм$ет$ съ переводомъ въ 
весьма любопытной и достойной вниман1я замЪтк$ его о спири- 
ческихь лимять (Попез зри14иез). Эта замфтка напечатана въ видЪ 
предислов1я къ увфничанному Брюссельскою академлею въ 1824 
году мемуару Пагани объ этихъ ливяхъ и также въ Соггезроп- 
апсе тайетайдие рэг /ифее, +. П, р. 237. 

Эти спирическая линии ввели въ заблуждене почти всзхъ писа- 
телей, говорившихъ объ нихъ: одни смфшивали ихъ со спиралями; 
друге относили изобр$тателя ихъ кь позднЪйшему, чфмъ сл$- 
дуетъ, времени. 

Рамусъ (Вашиз) въ 961005 таШфетайс1 помфщаетъ этого гео- 
метра послЪ Гербна и Гемина. 

Дешаль (Эесва!ез) помфщаеть его также послф Гемина и при- 
писываетъ этому посл$днему спирическя линзи,. а Персея дЪлаетъ 
изобр$тателемъ спиралей °). 

У Бланкана (В\апсапиз) встр®чаемъ странное противорз че. Онъ 
говоритъ, что Персей родился послЪ Гемина, ему приписываетъ 
открыт1е спирическихъ лин, и, не смотря на это, говорить, что 
Геминъ писалъ объ этихъ же линяхъ 3). 

Воссй (6. 7. У0558) помщаеть Персея между Оалесомъ и 
Циеагоромъ и приписываетъ ему спирали *). 

Бернардинъ Бальди (Ва!!) относить Персея ко времени рожде- 
н1я Архимеда и Аполловшя (250 до Р. Х.) и, по Проклу, совер- 


2) Сигзиз тофетайсиз, 1. 1, 4е ргостеззи тае$ео$, р. 8. 

3) ре пита пиетайсатит зсепёатит (лас ао, идие сдатотит тоййета- 
Исогит ейгопоофа. Вопошае 1615, ш 4. 

® Ре ипоегзае таезеоз пита еЁ сот йиоте ПФег; сш зиуитайиг срто- 
зоюфа тайетайсогит. Атзеодатл 1660, ш 4. 
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шенно точно опред$ляетъ открытыя Персеемъ улиткообразныя ли- 
ни $5). 

Геильброннеръ (НеЙБгоппег) впадаетъ въ ту же ошибку, какъ 
Восе1й и Лешаль, относительно кривыхъ Персея, но, какъ кажет- 
ся, указываетъ настоящее время существован1я этого геометра °). 
Онъ помфщаетъ его между Аристеемъь и Менехмомъ. Ему, по на- 
шему мнЪн1ю, слЗдуетъ приписать именно эту древность. 

Монтукла относитъ его къ боле позднему времени. Онъ по- 
м&щаетъ его въ двухъ первыхъ стол$тяхъ христ1анскаго л$тоис- 
числен1я. Нельзя, кажется, сомнфваться, что это ошибочно, если 
принять въ соображен1е вышеприведенное м$сто изъ Герона и м$сто 
у Прокла, гл% сказано. что Геминъ писалъ объ улиткообразныхъ. 

Монтукла думалъ, что до него вс см$шивали спирическая ли 
ни со спиралями Архимеда, и что онъ первый показалъ значение 
этихъ кривыхъ 7). Но изъ предыдущаго видно, что Дешаль, Вос- 
ой и Геильброннеръ дЪйствительно впали въ эту ошибку, но Баль- 
ди и Бланканъ не сд$лали ея. Два друпе писателя также опре- 
дЪлили совершенно точно значен1е улиткообразныхъ. Первый— Да- 
сипод!й, который въ своемъ сочинени Дейийоптез её филяотез 
Сеотейчае *) нЪсколько разъ говоритъ объ этихъ кривыхъ. Дру- 
гой — это ученый Савилй, который въ Ргаеесйопез агедесип т 
рутефиип @етепютит Рис 4:5 (хоп 1621, т 4) перечисляетъ 
извзетныя древнимъ кривыя и приводить слово въ слово то м}ето 
Прокла, гдЪ показывается образованте улиткообразныхъ лин. 


—— 


5) Стопса 4’ Мищетайс? охего Ерйоте 4е Ш’ гот 4еЦе ъИе 1ото. ш Огы- 
по, 1707, ш &. «Регзео, поп & за бепе @ диа рйтза $ [Гиаззе. Ри се, со- 
те 5’№а аа Ртосю, зпоетщоте аеЦе Итее зуётасйе, (е ди пазсопо ааЦе хате 
зе готё 4еЦе зрётга.» (р 95). 

6) Изота таезеоз итетзае. [лруае 1742, 11 4. 

7) Нёзозте 4ез тайвтайдиез, 1. 1, р. 316. 

$) Гелёсоп тийетайсит, еж 4етя 8 соНецит ати зстёрИз; это часть 
вышеупоманутаго сочинен!я, изданнаго въ 15'9 году. 

эречсае зесПопез Ца зе Пабетр, ш аЦета $ атеитоща, атрйса ти 
саидас едштае. АИега сего т тео диет езё 1о3от; ех читадие оето раме 
дейсй. Ез{ ейат айа, диае оМопда сит зй, п тефо, имегоаЦо шит пм- 
поге; зе4 ех штадие рае дйми“. 
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ПРИМВЧАНТЕ П. 


(Первая эпоха т 8) 
О м%8отахъ на поверхности Евклида. 


Мснтукла на 172 страниц перваго тома АЯзюге 425 тадетайциее 
говоритъ, что мьста на поверхности (тотои прбб ётифауеиау) Евклида 
суть поверхности, а, на страниц 215 того же тома,—что это кривыя 
двоякой кривизны, образуемыя на кривыхъ поверхностяхъ, какъ 
напримфръ винтовая лин!я на кругломъ цилиндрЪ. Очень мо- 
жетъ быть, что древые обозначали этимъ словомъ вообще поверх- 
ности и проводимыя на нахъ кривыя. Но что же такое были 
именно [0са а4 зире"йсет Евклида? Для р$шен1я этого вопроса 
мы не имфемъ другихъ указан1й, кромЪ четырехъ леммъ Паппа, 
относящихся къ этому сочинен!ю; такъ какъ въ этихъ леммахъ 
говорится только о коническихь сЪчен1яхъ, то мы думаемъ, что 
Евклидъ разсматривалъ исключительно поверхности, называемых 
теперь поверхностямь зтораю порядка. Мы думаемъ даже, что 
здесь должно разумфть только яоверхности вращешя. Цотомучто 
съ одной стороны извфетно, что поверхности вращен!я втораго 
порядка изучались древними еше до Архимеда: это видно изъ 
сл$дующихъ словъ, сказанныхъ въ концз 12-й теоремы книги о 
сфероидать и коноидажё при выводЪ свойствъ ихъ плоскихъ с%- 
ченй: «доказательства все$хъ этихъ предложен! извЪстны»: съ 
другой стороны мы замфчаемъ, что посл$дняя лемма Паппа выра- 
жаетъ главное свойство фокусовъ и директрисъ коническаго с*Ъ- 
чентя. По всей вфроятности эта теорема служила для доказатель- 
ства, что мЪето точекъ, разстоян1я которыхъ онъ неподвижной 
точки и отъ данной плоскости находятся въ постоянномъ отно- 
шен!и, есть сфхероидъ или коноидъ; или же для доказательства, 
что сЪченте этого м$Ъета плоскостшю, проходящею чрезъ неподвиж- 
ную точку, есть коническое сфчеше, для котораго эта точка есть 
фокусъ, а прямая пересЪчен1я плоскости кривой съ данною пло- 
скостью—директриса. 


‘ 
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На ’основан!и этого мы полагаемъ, что Соса а@ зирегйсет Ев- 
клида были поверхности вращен1я втораго порядка и также кри- 
выя, получаемыя. оть перес$чен1я плоскостю какъ этихъ поверх- 
ностей, такъ и конуса. 


ПРИМЕЧАНТЕ Ш. 
(Первая эпоха п 5). 


О поризмахъ Евклида. 


Мы обязаны Р. Симсону возстановленемъ особой формы, свой- 
ственной предложен1ямъ, называвшимея у древнихъ Рота, 
и разъяснешемъ н$которыхъ изъ нихъ но неполнымъ указанямъ 
Паппа. Въ разныхъ м$фстахъ своего сочинен1я Симсонъ воспроиз- 
водить также и 38 леммъ, заключающихея въ СоЙесйотез тайе- 
тайсае и относящихся къ Рог5таа. съ доказательствами очень 
часто упрощенными и пополненными; здФсь же онъ приводитъ до- 
казательства пяти теоремъ, превращенныхъ Ферматомъ въ пориз- 
мы, и еще многихъ весьма общихъ предложенй о вкруг, найден- 
ныхъ Стевартомъ и представляющихъь настоящая поризмы. 

Но намъ кажется, что Симсонъ не затронулъ еще многихъ дру- 
гихъ вопросовъ, рёшевше которыхъ необходимо для полнаго разъяс- 
нен1я учен1я о поризмахъ. У него не объяснено наприм$ръ, ка- 
кою мыслю руководствовался Евклидъ, представляя свое сочине- 
не вт такой необычной формЪ; вь какомъ отношении это сочинене 
заслуживало того. предпочтен!я, которое даетъ ему Паппъ; какими 
способами и дЪйств!ями замфнилось` учене о поризмахъ въ новой 
наукЗ; и наконецъ, какъ удовлетворительно объяснить нЪкоторыя 
мЪста о поризмахъ у Наппа и опредЗлене ихъ у Прокла. Однимъ 
словомъ. мы хотимъ сказать, что ученше о поризмахъ, ихъ проис- 
хожден1е, т. е. разумная цЪль, вызвавшая ихъ, ихь опред$лене, 
употреблене, приложеня и то, что замФнило ихъ въ новЪфшихъ 
ученяхъ, —все это—тайны, нисколько не разгаданныя въ трудЪ 
Симеона. Къ этому нужно прибавить, что имъ возстановлено 
только шесть изъ тридцати поризмъ, приводимыхъ Паппомъ. 
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По нашему мнфн!ю, нЪкоторая тьма еще лежить на этомъ во- 
просф, доставшемся намъ въ наслЗ де отъ древняго м!ра, если 
только для разъяснен1я его несуществуетъь другихъ неизвЪетныхъ 
намъ сочиненй, и если мы вираз№ счесть себя достаточно про- 
ницательными. чтобы понимать сочинене Симсона. 

Размышлен1я объ этомъ предметЪ долгое время занимали насъ 
исключительно и часто отвлекали отъ занятий, которымъ мы хотЪли 
себя посвятить: интересъ быль сильнфе воли. Такимъ образомъ мы 
составили себЪ нфкоторыя представленя объ учении о поризмахъ 
и возстановили 24 выражен1я Чаппа, не затронутыя Симсономъ. 
ЗдЗеь мы предлагаемъ кратк1й разборъ нашей работы, разсчитн- 
вая при этомъ на снисхожден!е читателей; понятно, что къ подоб- 
ному изслЪдован!ю, составлаявшему ‘предметъь живыхъ стремлений 
величайшихъ геометровъ, мы приступаемъ съ чувствомъ страха и 
недовЪ рая, возбуждаемымъ въ насъ сознанемъ нашей слабости. 

При недостаткЪ документовъ, помош!ю которыхъ было бы воз- 
можно вполнф возстановить учен!е о поризмахъ аналитическимъ 
путемъ, мы принуждены, такъ сказать, составить вновь это уче- 
не а рг!07т1, путемъ чистаго синтеза, При этомъ оно должно быть 
построено на всЪхъ данныхъ и должно быть подвергнуто ве мъ 
испытан1ямъ, которыя только могутъ быть извлечены изъ сохра- 
нившихся до нашего времени отрывковъ. 

Поняте о Ро’ч5таа сл$дуетъ производить, какъ намъ кажется, 
изъ поняття о Даа, и, по нашему мнфн!ю, таково было его проис- 
хождене въ сознан1и самого Евклида. 

Рота5ятаю были то же самое по отношеню къ мостам, что 
были Даа по отношеню къ простымъ теоремамъ элементов»; такъ 
что поризмы и данныя составляли дополнен1я къ элементамъ гео- 
метр!и, служивиия для облегчен1я примфненй ихъ къ рфшен!ю 
задачъ °). | 


3) ЗдЪсь позволяемъ себЪ сд$лать одно зам$чане, на которое мы не рфша- 
лись, когда говорили о Даа Евклида. 

Хотя и трудно разгадать смыслъ поризмъ, оставленныхъ Паппомъ, но тот- 
часъ видно, что въ этихъ предложеняхъ иЪчто отыскивается. Паппъ, по- 
добно тому, какъ и Евклидъ въ книгф Аебоизуя, означаетъ это искомое сло- 
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Съ этой точки зр$н!я главное назначен!е поризмё заключается 
въ томъ, что онЪ ведутъ къ нознан!ю мстз, доставляя средство 
изъ условШй, опредфляющихь искомое м%ето, выводить друмя, 
яснфе указываюцщя его видъ и положеше. 

Если, наприм$ръ, мы ищемъ мЪ%ето точки, для которой квадра- 
ты. ея разстоянй отъ двухъ неподвижныхъ точекъ, умноженные 
соотвЪтственно на два постоянныя количества, им$ютъ постоян- 
ную сумму; то мы докажемъ, что существуетъь неподвижная точ- 
ка, разстоян1е которой отъь вс$хъ точекъ, удовлетворяющихь во- 
просу, постоянно; потомъ изъ данныхъ вопроса опредЪлимъ по- 
ложен1е этой неподвижной точки и величину постояннаго раз- 
стояня. 

Такимъ образомъ получится поризма, которая показываетъ, что 
место искомой точки есть окружность. 

Этоть примф$ръ показываеть, въ чемъ состояло употреблене 
поризмъ. Собране поризмъ заключало въ себф рядъ, различныхъь 
признаковъ и опред$лен1й кривыхъ лин!й (въ книг% Евклида толь- 
ко прямой лими и круга); это былъ сводъ преобразован1й ихъ 
различныхъ свойствъ; поэтому поризмы въ смысл Евклида были 
въ нЪкоторомъ родЪ уравнензями кривыхъ линй. Ими достигалась 
простота и удобство сиособовъ координатъ, (разум я подъ этимъ 
словомъ всевозможные способы выражать кривую посредствомъ 
двухъ или многихъ перемЪнныхЪъ). й 

Учене о поризмахъ было такимъ образомъ аналитическогю 1ео- 
мепциею древнихъ; и если бы оно дошло до насъ. мы можетъ 
быть усмотрфли бы въ немъ зачатки Декартова ученая. Мы ду- 
маемъ по крайней мЪрЪ, что уравнен1е- прямой лини заключалось 
въ поризмахъ Евклида, конечно не въ алгебраической форм, въ 


вомъ Оебощеуоу и прилагаетъ его же ко всему, что дЪйствительно должно 
считать даннымъ на основани услов вопроса. Выражен1я Паппа сдЪлались 
бы понятн%е, еслибы только въ посл$днемъ случа употреблать слово дан- 
ныя, а величины, которыя нужно еще майти, называть опред ленными. 

Это зам$чане прилагается также и къ сочинен!ю «данныя» Евклида, но 
только занимаясь разъясненемъ поризмъ а почувствовалъ неудобство 0обоз- 
вачен!я однимъ и тфмъ же словомъ двухъ различныхъ понят. 
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которой мы пользуемся ипмъ теперь. Для прим$ра нами приведена 
въ текстЪ одна изъ такихъ поризмъ. Въ другой разъ мы подтвер- 
димъ это инфн!е многими доказательствами. И если эти первыя 
соображен1я наши не покажутся лишенными всякой вфроятности, 
то мы можеть прибавить, что Евклиду недоставало только упо- 
требленя алгебры, чтобы создать систему координалъ, появляю- 
щуюся только со времени Декарта. 

Вотъ общая задача, для которой, какъ намъ кажется, Евклидъ 
назначалъ свои поризмы: 

«Геометрическое м%сто дано посредствомъ общаго построеня 
всЪхъ его точекъ, или посредствомъ извЪстной системы коорди- 
натъ; требуется найти другое построеше, или другую систему 
координатъ, которымъ удовлетворяли бы вс точки этого м$ета 
и изъ которыхъ можно бы было узнать его видъ и положене». 

Согласно съ содержан1емъ этой общей задачи, цфль поризмъ 
заключалась въ томъ, чтобы облегчить преобразован1я построен1й 
или координатъ, принадлежащихь всфмЪ точкамъ кривой; и со- 
чинен!е Евклида было собрамемъ формулъ, служившихь для до- 
стижен1я этой изли. 

Поэтому Прокль справедливо говоритъ, что въ поризмахъ дфло 
идеть о нахождеи нъкоторазо искомазо, которое ищется и раз- 
сматривается не само для себя. Въ самомъ дЪлЪ, въ нихъ ищут- 
ся новые способы построен1я, или новыя координаты, только какъ 
вспомогательныя средства для главной задачи, т. е. для изучен1я 
и изелЗдован!я кривыхъ. 

Поризмы, заключавийяся въ трехъ внигахъ Евклида. представ- 
ляли собране формуль, служившихъь для построен!я мЪстъ, имен- 
но для прямой лини, точки и круга. Это были извЪетные въ то 
время, или найденные Евклидомъ, способы выражать различныя 
построен!я этихъ трехъ м%сть помошаю двухъ, извёстнымъ обра- 
зомъ связанныхъ, координатъ и переходить отъ одного изъ построе- 
НЙ къ другому. 

ОнЪ имли также цфлю приводить къ одному и тому же по- 
строен1ю, или къ одной и той же систем$ координатъ, различныя 
части фигуры, образуемыя, вслфдетве условйй задачи, различными 
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построен1ями, или координатами. — дЪйств1е, которое въ н%®кото- 
рыхъ отношеняхъ сходно съ приведенемъ многихъ численныхъ 
или буквенныхъ дробей къ общему знаменателю; дЪйстве, польза 
котораго признана въ современной геометр!и и которое мы по- 
стоянно прилатаемъ во вс$хъ отдфлахъ математики, когда упо- 
требляемъ разнаго рода вспомогательныя координаты и, смотря 
по требованямъ задачи, преобразуемъ ихъ одни въ друг. 

Польза поризмъ будетъ видна, можетъ быть, еще яснЪе, если 
мы ихъ сравнимъ также съ другими новфйшими пр!емами, 

Древн!е для сравнентя различныхъ м$етъ между собою не имЪли 
общаго средства, которое могло бы руководить ихъ въ геомет- 
рическихъ изысканяхъ и которымъ мы пользуемся со времени 
Декарта. Для насъ достаточно выразить место въ обыкновенныхъ 
координатахъ, чтобы прямо видЪть его главный характеръ. За- 
тЪмъ изел$дован1е уравнен1я показываетъь намъ частныя свойства 
и особенности кривой и мЪсто, которое она, какъ видъ, занимаетъ 
въ своемъ семействф. Такимъ образомъ вахождене уравнен!я 
геометрическаго м$ста по спестемВ Декарта есть единственный 
опытъ, который нужно произвести, чтобы узнать обшай характеръ 
мфета, его положене, и отношен1е его къ другимъ извБетнымь 
геометрическимъ мЪстамъ. Древн!е не обладали такимъ общимъ 
и однообразнымъ пруемомъ изсл$довамя. Не имфя постояннаго 
образца для сравнен1я, они принуждены были изобр$тать разлиз- 
ныя средства для распознаван!я, въ какихъ отношевяхъь нахо- 
дится новое, въ первый разъ встртившееся, геометрическое м$ето 
къ другимъ уже извЪстнымъ м$етамъ. Эти средства могли со- 
стоять только въ преобразован!и построен!й и координатъ съ на- 
мфрешемъ открыть простфйш!я соотношен1я, или даже тождество, 
даннаго м$Ъста съ извЪетными прежде. 

Таково происхождене поризмъ. ЦЪль ихъ заключалась въ за- 
мБнен!и одного геометрическаго или аналитическаго выражен1я 
вривой`лини другимъ. 

Эти соображен1я объясняютъ связь учен1я о поризмахъ съ со- 
временными намъ методами и въ то же время показываютъ, какая 
польза должна была въ нихъ заключаться. Разсматриваемыя съ 
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такой точки зрЪня, поризмы представляли дфйствительно анали- 
тическую зеометрию, отъ которой наша отличается только алге- 
браическими пр1емами и обозначенлемъ, честь введеня которыхъ 
принадлежитъ Декарту. Поризмы у древнихъ замняли нашъ те- 
перешнйй анализъ, который сталъ теперь на ихъ мЪсто помимо 
нашей воли. Весьма замЪчательно, что въ сущности перем нилось 
только назвате. Потомучто анализъ Декарта представляетъ въ 
евоихъ приложеняхъ ничто иное, какъ непрерывную поризму, 
имфющую всегда одни и т же свойства и постоянную форму, 
въ высшей степени приспособленную къ тому употреблен!ю, для 
котораго она назначается. Нашъ анализъ, точно также, какъ и 
поризмы Евклида, имфетъ цзмю вывести изъ данныхь свойствъ 
м$ста другое выражен1е его, намъ уже извЪстное и показывающее 
намъ какъ соотношен1е его съ изв$стными м$етами, такъ и его 
видъ и положене. 

Положимъ напримръ, что ищется точка, квадратъ разстоян!я 
которой отъ неподвижной точки находится въ данномъ отношения 
къ разстоянтю ея отъ неподвижной прямой. 

Взявъ въ плоскости чертежа двЪ прямоугольныя оси и означивъ 
черезъь ф и у разстоян1я оть нихъ искомой точки, мы получимъ 
между этими перем нными соотношене такого вида: 


22 -- у? ах + бу==с”, 


гд$ а, 6, с суть постоянные коэффищенты, зависяще отъ данныхъ 
вопроса. Этимъ уравненемъ выражается слфдующая поризма: 

«Можно найти двф тавмя лини аи 6 и такой квадратъ с*, ччо, 
если къ квадратамъ: разстоян1й искомой точки отъ двухъ, прове- 
денныхъ въ плоскости чертежа, осей прибавимъ эти разстоявя, 
умноженныя соотвфтетвенно на лини а и 6, то получимъ сумму, 
равную квадрату с.» 

Эта поризма показываеть, на основан началь аналитической 
геометр!и, что искомое м$сто есть кругъ. 

Но если бы эти начала и не были извфстны, или еслибы мы ими 
не захот$ли пользоваться, то мы упростили бы предыдущее урав- 
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нен1е, перенеся начало координатъ, и получили бы уравнене вида, 


которое выражаетъ другую поризму: 

«Въ плоскости чертежа, существуетъ точка, которую можно опре- 
дфлить и которая’ находится отъ искомой точки на постоянномъ 
разстояни, которое также можно опред$зит.>. 

Эта вторая поризма показываетъ, что м$ето искомой точки есть 
кругъ, извфстный по величин и положеню. 

Результаты эти, полученные нами по способу координатъ Де- 
карта, мы могли бы найти безъ вычисленя, путемъ чисто геоме- 
трическимъ. Но каковъ бы ни былъ путь. мы видимъ, что эти резуль- 
таты можно разсматривать какъ поризмы. Отсюда же видно, по наше- 
му мнфн!ю, что способъ Декарта замЪнилъ собою поризмы, доста- 
вивъ намъ при помощи вычисленя вмфсто различнаго рода по- 
ризмъ, употреблявшихся древними, одну общую формулу. прила- 
гаемую съ удивительнымъ удобствомъ къ всевозможнымъ задачамъ. 

Высказавь наши мнЪн1я о теор!и поризмъ, мы должны бы были 
повфрить ихъ помош1ю текста, оставленнаго намъь Паппомъ объ 
этомъ предмет; но ПримЪчане это выходитъ и безъ того слиш- 
комъ длинно, такъ что мы не будемъ входить въ дальнфйпия по- 
дробности и ограничимся слЗдующими зам$чанями. Усвоивъ себЪ 
эту точку зрфя на учете о поризмахъ и руководствуясь ею, мы. 
пришли къ достаточно простому объяснен1ю 24 поризмъ, не воз- 
становленныхъ Симсономъ. При этомъ мы основывались какъ на 
38 леммахъ Папиа къ поризмамъ, такъ и на теоремахъ его, отно- 
сящихся къ [0а рапа Аполловя. Такъ какъ поризмы Евклида 
суть предложен1я о прямолинейныхъ и круговыхъ м$стахъ, то мы 
имфли основан!е думать, что Аполлонй долженъ былъ ими поль- 
зоваться при составлени своихъ /0с@ р/апа, изъ которыхъ можно бы 
‚ составить также цфлую книгу поризмъ. 

Границы сочинен1я не позволяютъ намь привести здЪфеь веЪ тЪ 
поризмы, которыя мы нашли и считаемъ соотв$тствующими тексту 
Паппа. ВмЪето этого мы укажемъ на два весьма обиля предложе- 
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н1я, которыя въ своихъ многочисленныхъ слЪдетаяхъ заключаютъ 
15 теоремъ Паппа, относящихся къ первой книг поризмъ Евкли- 
да и изъ которыхъ слЗдовательно можно вывести эти посл дея. 

Изъ этихъ же двухъ предложеюшй проистекаютъ мног!я системы 
координать и, между прочимъ, система Декарта. Отсюда видна 
уже несомнзнная связь между поризмами Евклида и нашими си- 
стемами координатъ—связь, служащая первымъ подтвержденемъ 
идей, высказанныхъ нами по поводу учения о поризмахъ. 

Два предложенля, о которыхъ мы говоримъ и которыя мы пред- 
ставляемъ въ Форм поризмъ, суть слфдуюпия. 

Первая поризма. Возьмемь на плоскости дв% точки Ри Р,, 
двь съкушая, встрьчаюцияся с5 прямою РР, вё тоикахь Еч В, 
и на этитё съкущить двь постоянныя точки Ои 0.; если из 
-каждой тоики какой-нибудь данной прямой будем» проводить кь 
точкам Ри Р, прямыя, пересъкающияся сё съкущими ЕО и 
Е, О, в5 точкагь а и аа, то можно опредълить два такая коли- 
чества ^ изъ, чтобы постоянно существовало соотношеще: 


(1) 


Вторая поризма. На плоскости проведены дв неподвижныя пря- 
мыя, переспваюийяся в5 точкъ 5; на этить двухз прямых5 взяти 
двъ неподвижныя точки О и 0О/; если около какой-нибудь данной 
точки будемь обращать съкущую, пересъкающую двь неподвиж- 
ныя прямыя в точках а и а,, то’ можно найти два тавя ко- 
личества № и в, что постоянно будеть5 существовать соотношеве: 


- бои 
ба А а, =51%.. (2) 


Обратныя предложен!я также справедливы, т. е. - 

1. Если между отрЪзками, образуемыми двумя перем$нными 
точками аи а, на двухъ неподвижныхь прямыхъ ЁОи Ё, О, 
существуеть соотношеше (1), то геометрическое мЗето точки пе- 
рес$ченля прямыхъ Ра и Р;:а, будеть прямая, положене которой, 
вполнф опредФляется двумя постоянными А и ци. 


ПРИМЬЧАНТЯ. 13 


2. Если между отр$зками, образуемыми двумя перемфнными 
точками чи а, на лвухъ неподвижныхь прямыхъ 50 и 90,, 
существуетъ соотношеше (2), то прямая аа, проходитъ постоянно 
черезъ одну и ту же точку, положен1е которой вполнЪ опред$ляется 
постоянными Л и ы. 

Изъ первой поризмы и ея обратной легко выводится сллую- 
щая весьма общая поризма, относящаяся ко всфмъ геометриче- 
скимъ кривымъ. 

Общая поризма. Если предположим тоже, что в5 первой 
поризмтъ, и изз каждой точки данной кривой лиши будемз про- 
водить кх точкам Р и Р, прямыя, встрьчающяся сз съкущими 
в5 точкатз а и а,, то существуют таке коэффищиенты а, в, 1, 5 


и т. д., при которых будетз удовлетворено общее уравнеше 


Оа О а. 
т-ой степени между отношениями "т, Ио: 
11 


Отсюда проистекаетъ безчисленное множество системъ коорди- 
натъ, которыя могуть служить для выражен!я всфхъ точекъ кри- 
вой; систему Декарта получимъ, если возьмемъ точку Р на пря- 
мой О,Ё и на безконечномь разстоянш, а точку Р на прямой 
ОЕ и также въ безконечности, и сверхъ того возьмемъ точки О 
и О, въ точкВ пересЁченя сЗкущихь ОР и О. Ё,. 

Вторая поризма и ея обратная ведуть также къ одной весьма 
общей поризмЪ, относящейся ко всЪмъ геометрическимъ кривымъ. 

Общая поризма. Гроведемз вв плоскости кривой двъ съкуция, 
переськаюиияся вё точкь 5, и возьмем на нить соотвьтственно 
деъ точки О и О,. Каждая касательная пересъиетё эти прямыя 
в двуть точкать а и а,. Если обийй характерз кривой состоить 
в5 томё, что кз ней из внъшней тоики можно провесть не 60- 
лье т касательных, то существуют таке коэффищенты а, В, 


т...› при которые будетё удовлетворено общее уравнеме т-ой 


Оа и 0401. 
степени между отношенями < 
5а Па. 
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Возвращаемся къ нашимъ первымъ общимъ предложенямъ. 

Каждое изъ уравнений (1) и (2) можетъ быть различнымъ об- 
разомъ преобразовано въ другое, содержащее два, три, или четыре 
члена. Мног1я изъ этихъ преобразован1й необходимы для изъясне- 
н!я поризмъ первой книги Евклида. Въ этому мы должны приба- 
вить, что каждое изъ получаемыхъ при этомъ уравненйй предста- 
вляетъ нЪсколько различныхъ поризмъ. потомучто мы можемъ за 
неизв стныя въ поризм$ принимать не только постоянные коэф- 
фищенты, какъ мы это дЪлали выше, но и различныя составныя 
части чертежа, напримЪръ точки О и 0О,, или направленя с%- 
КуУщихъ. 

Такимъ образомъ изь нашихъ двухъ общихъ предложений мож- 
но получить множество поризмъ и мы, кажется, не преувеличимъ, 
если скажемъ, что число ихъ простирается отъ двухъ до трехъ 
сотенъ. Такое обиме вполнф согласуется съ тфмъ, что сказалъь 
Паппь о богатствЪ поризмъ Евклида: «Рег опииа Роптиа поп 
п рта ритейла, её хетта тит тиЙатгит @ тадпатит 
гегит зрату155е игЧефит» (Епе165). 

Изъ всевозможныхъ тождественныхъ уравнен!й мы избрали для 
примЪра уравнен!я (1) и (2) потому. что они обнимаютъ собою 
наиболЪе важныя изъ безчисленныхъ предложенй, относящихся 
къ этому предмету, и въ особенности потому, что имъ существу- 
ютъ соотвЪтственныяя въ пространствЪ, служания для распро- 
странен1я Евклидова ученля о поризмахъ на геометрию трехъ из- 
мфренийй. 

Воть дв обшля теоремы, которыя могутъ служить для этой 
пли и которыя мы выразимъ въ формЪ поризмъ. 

Первая поризма. Вз пространствъ даны: треуюльникь АВС, 
три каюя нибудь съкушщая, встръчающияся сз плоскостью тре- 
уюльника в5 точкать Е. `Е., Е. и на этить съкущихь три не- 
подвижныя точки О, О;, Оз. Если черезь каждую точку какой 
нибудь данной плоскости будемё проводить три плоскости, про- 


ПРИМЪЧАНТЯ. 15 


ходяийя черезь стороны треуюльника АВ, ВС, СА и пересткаю- 
ийяся с5 съкущими соотвътственно в точках а, а,, а», то 
можно вседа опредълить три такая количества Х, в, *, чтобы 
постоянно существовало уравнене: 


О Озаз 


т «+ и Е 1а Ра 


И обратно, если даны коэффищенты ^, в, у, то имъ всегда со- 
отв тствуеть плоскость, положен1е которой можно опредЗлить. 

Вторая поризма. Возьмем вё пространствъ треранный уолз, 
вершина котораю натодится в точкь 5, и на ребрать ео три 
неподвижныя точки О, О!, О.. Если около какой нибудь данной 
точки будем вращать плоскость, которая будетзь пересъкать 
ребра треграннаю ла в5 точкатз а, а,, а, то можно найти 
три таюя количества ^, в, у, что постоянно будеть имъть 
мъсто уравнеше: 


И обратно, если даны три коэффищента ^, и, у этого урав- 
нен!я, то ими вполнз опредЗляется соотв$тствующая точка про- 
странства. 

Эти двЪ обшля теоремы ведуть къ безчисленному множеству 
сл$детвй, въ которыхъ между прочимъ заключается начало пре- 
образоватя фигуръ и двойственности свойствъ протяжен!я. Впро- 
чемъ мы не можемъ входить здесь въ подробности относительно 
этихъ предметовъ. 

Прибавлене. Дв® поризмы плоской геомотри, приложенныя 
' нами къ геометрии трехъ измёренй, имфютъ также себф соотвфт- 
ствующ!я на сфФер%. Вотъ онЪ: 
1-я поризма. Возьмемь на сфер: двь неподвижныя точки 
Р, Р’; деъ дузи, переспкаюцияся сз дуюю РР’ вё Е, Е. и 
на этить двутё дуат5 соотеътственно двъ неподвижныя 
точки 0, 0’. | 
Если изз каждой точки какой нибудь данной дуги будемь 
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провоЗить душ вё точки Р, Р’, которыя пересъкутся св 
двумя дуами ЕО, Е'О’ в точкате а. а’, то можно найти 
два тамя количества ^, №, что вседа будетз имъть мъ- 
сто соотношене: | 


п. Ода $1. 0’д’ 
т. Ва т. Ра № 


2-я поризма. //роведемз на сферь двъ дуги большихь кру- 
1065, переськающияся в 5 и возьмемь на нить соотвътствен- 
но дв неподвижныя точки О. 0’. 

Если около какой нибудь данной точки сферы будем» 
вращать дузу, которая будет» встульчать деъ неподвиж- 
ныя 0узи в5 точках а, 9’, то вседа можно найти таня 
два количества ^, в, что постоянно будет существоват- 
соотношеше: 


5т. да ЧА $1. О’ __ 
$1, ма т. би № 


Прибавимъ еще одно замфчане. Хотя мы прилагали учене о 
поризмахъ только къ теоремамъ о еометрическихь мостатв, 
т$мь не мене мы распространяемъ его, согласно съ общимъ оп- 
редфленемъ Симсона, и на всф друге роды геометрическахъь п 
алгебраическихъ предложенй, лить бы въ нихъ заключались н%- 
которыя перем$нныя величины. 

Въ заключен!е этого прим$чан!я Предлагаемъ перечень авторовъ, 
которые писали о поризмахъ, или только употребляли это слово. 
не указывая въ точности, какой смыслъ они ему прилаютъ. 

Прежде всего припомнимъ, что у Грековъ слово помора въ са- 
момъ употребительномъ и общемъ смыслЪ означало согоЙйатили. Въ 
этомъ значени ово часто употребляется Евклидомъ въ элемен- 
тахъ. Но въ его сочинени о поризматё оно имфетъ другое 
значене. 

Длофантъ въ сочиненш Ргойета@а атийтейса н%еколько разъ 
употребилъ слово поризма для обозначенмя н$Зкоторыхъ предло- 
женй теори чиселъ, на которыхъ он’ь основыватъ свои доказа- 
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тельства и которыя вФроятно составляли предметъ особаго, не 
дошедшаго до насъ, сочиненя (См. напр. теоремы 3, 5 н 19 
книги У.) 

`‘Паппъ и Проклъ оставили намъ. какъ уже было сказано, раз- 
личныя объяснен1я поризмъ Евклида. ‘ 

Только у этихъ трехъ древнихъ писателей слово поризма упо- 
требляется не въ обыкновенномъ значени королларя, а въ 0со- 
бомъ смысл$. | 

У писателей новаго времени слово это встр$чаетея въ первый 
разъ въ Созшо!афиии Бессона (Веззот. Раг18 1567, шт 4), гдЪ оно, 
также какъ и слово короллар1й, служить названемъ предложений, 
проистекающихъ изъ главной теоремы (стр. 203, 207 и 910). 

Около того же времени Дасинодй далъ опредФлен!е поризмъ 
въ смыслЪ Прокла въ сочиненш: Уойийеп ПИ таФетайсит, сот- 
рес!2п5 ртаесера тийетайся, абгопо‘тлса, юрзНси. (Атгоето- 
гай 1570 18, стр. 243 и проч.). . 

Вьетъ употребилъ слово поризма, говоря о королларши, слФдую- 
щемь нпослЪ 16-й теоремы третьей книги элементовьъ Евклида 
(Уалогит Че гефиз пафетиийся тезропзогит Шег УПТ, сар. ХПИ. 

Неперъ въ своемъ безсмертномъ сочинении: 1“ /4сё ГодагиЙилто- 
гит гапоп5 Чезстрио, Лизфие изиз т штадие вдопотейта ес. 
(ЕФа. 1614, 14) называетъ поризмою особаго рода общее. предло- 
жене, обнимающее данныя имъ правила для рЪъшен!н сфериче- 
скихъ треугольниковъ, въ которыхъ стороны или углы равны 90°. 

Александръ Андерсонъ назвалъ поризмою задачу о геометри- 
ческомъ мет вершины треугольника, въ которомъ основане ос- 
тается одно и тоже, а двВ друмя стороны сохраняютъ постоянное 
отношене. Си. Атафоетяютах т Егапезсит Теат а Сететв 
Сут1асо пирег ефйае, "ел Абжочк, рег Аетипагит Апдетзопит- 
(Рамз 1617, ш 4., Т) 8). 


С 

10 Андерсонъ написалъ много другихъ сочинен!й о геометрическомъ ана- 
лиз® древнихъ, но они не были издавы, Мерсевяъ въ своей книг$ 4е {а Уе- 
гие 4ез зс1етсез {162%, т 19., стр. , 752) произноситъ большую похвальную 
р%»чь этому геометру, заслуги котораго, по его словамъ, не были достаточво 
опфнены при жизни, хотя онъ Приближался къ Архимеду и Аполлон!ю. Посл 
этого авторь говоритъ, что Анядерсонъ приготовил: мвогя сочинена въ замфнъ 

Вып. 1У. Отд. П. 


< 


\ 
18 ПРИМЪЧАНТЯ 


ра 


‚ Васлез 4е Межиас, подобно Длофанту, употреблялъ слово по- 
ризма для означен!я ц\лаго ряда предложений теор! чиселъ, прех- 
ложен!й, предпосланныхь введен!ю и комментар1ятъ къ шести арие- 
метическимъ книгамъ греческихъ математиковъ. Эти поризмы со- 
ставляли три книги подъ заглайемъ: С/аи@и Счзрата) Васйей 
берияати т Глорйатит, Ротзташт бт тез (Рамз. 1621, 1 101.) 

Савил:й даль опредФлене поризмъ въ’ смыслЪ Прокла въ Ргае- 
[еснопез в'ефрстт т рттерлит ертетогит. Е исх (Охоп 1621, 
ш 4. ТГесё. ргипа, р. 18). 

Альберть Жирарь (С/гага) въ своей тригонометр!и (Наб 1626, 
шп 16) и въ комментар!В къ сочинен!ямъ Стевина (1еу4е1’1634, 18 
1. р. 459) заявилъ, что имъ возстановлены поризмы Евклида. Но 
трудъ этотъ не явился въ свзтъ. Можетъ быть еще есть надеж- 
да. что онъ не окончательно потерянъ. 

Кирхерь (К тейег) въ той части своего сочиненя А таута 
Гис еЁ Отфгае (Кошае 1646, и 101.) гдЪ говорится о коничес- 
кихъ сфченяхъ, употребляеть три слова: сотоЦалит, сопзеатгиит 
и р07ё5та для означеня слфдетвй главной. теоремы. Но по боль- 
тей части послфднее слово прилагается не къ слЪдетвямъ дока- 
занной теоремы, а къ такимъ предложенямъ, которыя, наоборотъ, 
СУТЬ обобщения ея или которыя относятся къ ней какъ отдЪль- 
ныя части той же теорши. Такъ наприм$ръ, послЪ’ доказательства 
свойства параболы, озаглавленнаго словомъ Ргороз’Но, находимъ 
съ надписью Ротг/зта@а изложен1е соотвфтствующихь свойствъ 
эллипса и гиперболы (см. стр. 237 и 238. 242 и 243). 

Шутенъ (ЗеВооёет) въ бесйопез плота тазсеЙапеае '(Етегсйл- 
попезх тафетайсае. 1. У. Теудеп 1657, ш 4., р. 484) даетъ 
24-му отдфлу своего сочинен1я заглаве Рогл5та; °здЪеь, чтобы 
показать примЪфрь того. какъ сл$дуетъ поступать въ геометрия 
для открыт!я свойствь фигуръ, онъ предлагаетъь себЪ вывести 
свойства фигуры, образуемой различными прямыми, проведенными 
въ плоскости круга. 


Четыре слфдующие геометра имфли въ виду прямо разъяснене 
поризмь: 


утраченныхъ творен!й древнихъ, и предлагастъ владЗющимъ ими лицамъ не 
отнимать ихъ у науки, 
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Магю СВеа!7?, Де гозомНоте её сотрояпопе таФфетайса, № \; 
ориз розШитии. Вошае 1640. 

ВшНана, Ёхегс(айоптех деотетчсае {'е5: 1) сиса 4етопзганопез 
рег апястуаз её стеитяст 5 Пдитаз; 2) стса сотсатгит зесю- 
пит диаздат ргорояНопез; 3) 4е Ронзтайфиз. РагзИ8 1657 1 4. 

Вепани. Де гезоийопе её сотрояйопе тафетайса, тт див. 
Райауй 1668, 1п 101-- 

_Регта, Тата орега таФетайса. То]озае 1679, ш №01. Ропзта- 
ит ЕисПааеотит тепооща 4осичпта её зиб рютта 15а904ез гтесеп- 
потафиз деотей“тс1$ оыфиа. Это сочинеме въ четыре страницы 
было за нфеколько лЪтъ сообщено Ферматомъ многимъ геометрамъ 
и между прочимъ ВиШац@, который упоминаетъь объ немъ въ 
своемъ вышеназванномъ сочинении. 

ПослЪ этого прошло столе. не доставившее намъ ни одного 
сочинен1я о поризмахъ; потомъ мы находимъ: 

Гамзоп, Ттеайзе сопсегиту Ротз5т5, 1717, ш 4.— Этоть гео- 
мегръ издаль еще другое сочинене о геометрии древнихъ: 9е0- 
тей апайу515 оГ Фе апсет $, 1775, 11 8. 

УаПасе, деотейчса! Рог15ту, 1796, ш 4 

Рауат, Оп Ше оптут ат@ зтоезйдайшот ог Ротзт5 (Тгап- 
гаспопз о] Фе Поуай зослеу ор Ейтбито, ют, Ш, 1794 и Оешогез 
4ае РауГаихг въ 4 томахъ, 1829, ш 4, +, Ш, стр. 179). 

Гу Шег, Е ететз фапаухе двотейцие её Фапайузе адебтцие. 
1809, ш 4. . | 

3. ГезПе, аеотейчса! апайуз5, АБ. Ш, т 8. Ешь. 1809 и 1821. 
Это сочинеше переведено на французекй языкъ Контомъ (Аигц$е 
Соше) и присоединено къ 5есоп4 зириётем & (а дёотейле 4ез- 
спрйше раг Насвейе, 1818, ш 4. 

Въ послЗднее время Вронсый, предложилъь об’ъяснен1е поризмъ 
и пользовался этимъ словомъ въ его сочинени: //оЗисйоп а я 
риЦоворме 4ез тафетайциез. Ратз, 1811, ш 4 (стр. 217). 

Езепшапа, профессоръ въ 6с0{е 4ез рот! её спаиззёез 4е Ёгапсе, 
занимающийся переводомъ сочинешй, Паппа съ греческаго текста, 
обратилъ особое вниман1е на учене о поризмахъ, которому онъ 
объщаетъ дать новое объясневе (См. Тгайе 4ез ргортее$ рто- 
уеситез, стр. 37 введен1я). ВмЪстЪ съ Понселе мы искренно же- 
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лаемъ, ЧТооы иъявлен1е этого сочинен!я, которое должно прине- 
сти существенную пользу геометрии, не замедлилось на, очень долгое 
время. 

СазИШоп, известный геометръ прошлаго столт1я и знатокъ древ- 
ней геометр1и, думалъ, что сочинеше о поризмахть существовало 
на воетокЪ еще въ ХЩ столбт!и и что комментар!й къ книгЪ Ев- 
клида знаменитаго астронома и геометра, Нассиръ Эддинъ-аль-Тузи, 
упоминаемый НегЬе]06 въ В ойбдие Ф ОпнептЁ относится именно 
къ сочиненю о поризмахъ, которое одно только могло служить 
достойнымъ предметомъ для комментар!я знаменитому персидско- 
му геометру. «Счастливы, восклицаетъ Кастильонъ. счастливы т% 
геометры, которые обладаютъ этими удивительными книгами и 
умзютъ цзнить ихъ!» (461. 4е ГАса4. Че Ветйт, 1186—1787). 

Драгоц®нныя. открытия - могутъ еще быть слфланы въ библ!о- 
текахъ востока’ ), если только ихъ пересмотрфть внимательно, 
‚пользуясь расположенемъ правительства, благосклоннаго наукамъ 


и ревнующаго о славЪ распространен!я ихъ, какъ во времена 
Птоломеевъ, Медичи ‘и Луловика ХТУ. 


———_д 


ПРИМВЧАНТЕ ТУ. 
(Первая эпоха, п® 19). 


) 
0 способз построен1я фокусовъ и доказательства ихъ свойствъ 
на косомъ конус. 


Аполлон1й` называетъь фокусы коническато сЪчен!я точками 
приложеня (Рипа ет аррисайопе-юаса) и опредЪляетъ ихъ 
слБдующимъ образомъ: каждая изъ этихъ точекъ дфлитъ большую 
ось эллипса, или дЪйствительную ось гиперболы, на два отрЪзка, 
произведете которыхъ равно квадрату другой сопряженной полуоси; 
`® или, по выраженю Аполлон1я.— равна четвертой части фФмуры. 
Словомъ Ффизура онъ означаетъ. прямоугольникъ, построепный изъ 
большой оси п изъ [445 гесит. 


11) Персы утверждаютъ, что ‘у нихъ есть греческя сочиненя, не дошелиия 

до нзсъ; и дЪйствительно, у Арабовъь мы ваходимъ цитаты изъ многихъ ве- 
Га . . >. 

извЪствыхъ намъ сочинений (Мопше]а. Яз(оё”е 4ез тает. 1. Г, р. 313, 39%. 


ПРИМВЧАНИЯ. 1 


. Построенше это, какъ мы видимъ, имфегь только весьма отда- 
ленное соотношене съ самымъ конусомъ; и я не знаю, было ли` 
до сихъ поръ предложено*“общее и прямое построеше фокусовъ на 
конусВ въ род того какое далъ Яковъ Бернулли для (4145 гефит, 
за исключенемъ впрочемъ частнаго случая, когда конусъ рдрямой, 
какъ мы увидимъ изъ этого ПримЪ чая. 

Мы пришли къ слфдующему построеню въ случаЪ косаго ко’ 
нуса: | 

Если предположимь, что съкущая плоскость, какь в5 кони- 
ческил5 съчешять Аполлоная, перпендикулярна кз плоскости осе-. 
во треуюльника, и проведемь черезь одну изь вершинь кривой 
двъ плоскости, одну параллельную, друую антипараллельную. 65 
основамемь ‘конуса, то эти деъ плоскости переськуть конусв 
по двумз кру’амз; черезь центры этижё двутё круювь. проведемь 
в5 плоскости осгвало трелюольника круз, который касался бы 
д:аметра кривой: точка прикосновешя будет одинь изь 
Ффокусовё кривой. 

Это построен1е не распространяется натотъ случай, когда ламетръ 
кривой проходить между центрами двухъ круговъ, нотомучто тогда 
онъ не будетъ болыпою осью (кривая при этомъ есть необходимо 
эллипсъ). которая въ этомъ случа$ перпендикулярна къ плоскости 
осеваго треугольника. Построеше фокусовъ для этого случая будетъ 
другое, но оно еще проще, чЗмъ для общаго случая. На прямой, 
соединяющей центры круговъ, должно описать, какъ на д1аметрЪ, 
кругъ, въ плоскости перпендикулярной къ плоскости осеваго тре- 
угольника: точки, вв которых этоть круз пересьчется св 
большою осью кривой, будутё искомые Фокусы ея. 

Оба эти построен!я ведутъ къ одинаковому общему выражен!ю 
эксцентрицитета, коническихъ сЪчен!й, разсматриваемыхъ на конусВ. 
Именно: эксцентрицитеть есть средняя пропо› цтональная меду 
разстояиями центра кривой отз центровг двухь крузовыхь съ- 
чеши, проведенныхь ирезг одну из5 вершинь, лежащихь въ плос- 
кости осевио треугольника. | 

Когда конусъ прямой, то выражен!е эксцентрицитета будетъ 
необыкновенно просто: из5 центра кривой сьченая проведемь 00 
9еи конуса наклонную линию паралломную одной изь образующих 
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конуса, находящихся в5 плоскости осеваго треуюльника; эта наг 
клонная будеть равна экцентрицитету кривой съчевя. 

Построеше фокусовъ на косомъ конусВ показываетъ, что 90- 
катьныя тиши Кетле и Фанъ-Раса (уап Вве$) (кривыя третьей 
степени, представляюция геометрическое мВето фокусовъ кониче- 
скихъ счешй, образуемыхъ различными плоскостями, проводимыми 
чрезъ касательныя къ конусу перпендикулярно къ одной изъ глав- 
ныхъ плоскостей его), разсматриваемыя въ плоскости, представ- 
ляють геометрическое м$сто точекъ прикосновеня касательныхъ, 
проводимыхъ изъ неподвижной точки къ разлачнымъ кругамъ, 
имфющимъ двВ обиая точки, или, обще. имфющимъ попарно одну 
и туже радикальную ось (ате 4е зутруозе). Это предложение выс-_ 
казано было нами безъ доказательства еще прежде. ( Согтезропаапсе 
тает. раг Чдаеееф, $. УТ, р. 207) 

Но вмфетЪ съ тъмъ мы видимъ, что эти фокальныя лини не 
всегда представляяютъ вполнь геометрическое м3Ъсто фокусовъ ко- 
ническихъь сЪчев!й; когда, напримЪръ, кривыя образуются плоскос- 
тями периендикулярными къ плоскости осевио треуюольника, то 
кромВ кривыть третьей степени получается еще кругъ, лежащий 
въ другой плоскости и дополняюлий собою геометрическое м$ето. 

Это замЪчане ускользнуло отъ анализа, употребленнаго Фанъ 
Рисомъ въ его интересномь мемуар о Фокальныхъ лавшяхъ 
(Согтезроп4апсе тай. 1. Ур. 361. 

Предложенное нами построеюе фокусовъ коническихъь сЪфченй 
на косомъ конус не ведеть къ доказательству свойствъ этихъ точекъ 
и не ‘можеть @ руют обнаружить ихъ существоване въ кони- 
ческихъ сЪчен1яхъ. Остается раземотрЪть, какимъ образомъ 
можно придти къ открытю свойствъ фокусовъ, изслЗдуя кривыя 
втораго порядка на самомъ конусз. 

Мнот1е геометры уже занимались этимъ вопросомъ. 

Гамильтонъ, авторъ очень хорошаго сочинен1я о коническихъ 
сЪченяхъ №) пытался вывести свойства директрисы на самомъ ко- 
нусЪ. Но онъ разсматривалъ только прямой конусъ и предполагалъ 
извёетными @ риют: фокувы каждаго сфченя (р. 100, 122) 


у— 


12) Де зеспотёфиз сотёсё$ (таса из деотечсиз, т дио ех.пиита #0888 „6014, 
зеснопит аТесНотез [ас те аедисии иг, тейодо пота; (Би т 1758; т—й . 
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ры 


Въ послзднее время Кетле и Данделевъ, изслФдуя коническая 
<Вчен!я на тФлВ, получили прекрасные новые результаты; изъ 
нихъ слЪдующий предетавляетъ, кажется, еще первое построене 
ФОКкусовъ коническаго сфчен!я на самомъ конус: 

‹ Прямой вонусь пересъчень плоскостио; представим себъ, илио 
в5 нео вписаны два шара, касагоийеся плоскости: точки прико- 
сповешя и будуть фокусы съиченая конуса плоскостью; прямыя же. 
по которымз пересъчется эта плоскость сё двумя плоскостями 
крузовз прикосновемя шаров и конуса, будутз соотвъ‘пствую- 
ийя этимь фокусом директрисы. 

_Данделенъ распространить эту теорему на коническая сЗчешя, 
разсматриваемыя, вмфсто конуса, на гиперболоидВ вращевя 1). 
Мы обобщили ее еще болЪе, выведя, какъ слЪдетв1е, изъ общаго 
свойства поверхностей втораго порядка. (Апла[ез; 4ез талетай- 
диез, 1. ХХ, р. 167): 

Другое слЗдств1е этого общато свойства выражаетъ собою свой- 
ство фокусовъ, разсматриваемыхъ на косомъ конусЪ, именно: 

Пусть косой конусь пересъчень какою-нибудь плоскостьк; впи-. 
ше.мз в5 конусз поверхность втора:о порядка, касательную кз пло- 
скости, такз, чтобы точка прикосновения была концомз 0дно1о изв 
дву даметровз, представляющих мъсто центровь круовыхь 
съиченщ этой поверхности; тогда точка прчкосновешя будет» фо- 
кусомь съчешя конуса плоскостью. 

Это весьма общая теорема; но понятно, что она не можеть ве- 
ети насъ къ опредЗлен!ю фокусовъ коническаго сЪченя и не мо- 
жетъ служить для изелЪдован!я свойствъ этихъ точекъ. Теорема 
Кетле и Данделена, напротивъ того, особенно улобна для этой 
цфли; но она относится только къ сфченмямъ на прямомъ конус$- 

Такимъ образомъ вопросъ о способЪ получать и изсл$довать фо- 
кусы, пользуясь для этого свойствами косаго конуса, остается 
еще не рёшеннымъ. 

`Мы предложили бы для этого два према. 

Вопервыхъ: брать сВкушую плоскость (предполагая ее перпен- 
дикулярною къ осевому треугольнику, какъ въ коническихъ с$че- 
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13) Метозгез Че [ Асаёете ав ВгитеИез, 1. Ш. 
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няхъ Аполлон1я) такъ, чтобы ось конуса дЪлала съ нею такой же 
уголъ, какъ и съ плоскостю основан!я конуса. Тогда Точка 
ветруъчи оси св впкущею плоскостлю будеть фокусомь съченя. 
Этотъ фокусъ будетъ соотвфтетвовать центру круга, служащаго 
конусу основанемъ, т. е, будетъ его перспективой; слЪдовательно . 
здЪеь свойства центра привелутъ къ характеристическимь свой- 
ствамъ фокуса. | 

Вовторыхъ: изучать сперва свойства конуса независимо отъ 
кривыхъ, получаемыхъ отъ перес$чен1я его плоскостями. Та- 
ковы прежде всего свойства 08.5 плоскостей, проведенныхъ че- 
резъ вершину конуса, изъ которыхъ `одва параллельна илоскости 
круглаго основатя, & другая плоскости обратнаго сфчемя. По- 
томъ различныя свойства, въ которыхъ подобную же роль игра- 
ютъ 06% пзямыя лиши, извЪстнымъ образомъ проводимыя черезъ 
вершину конуса и представляющая большую аналог!ю съ фокусами 
коническихъ сфченйй. " 

“Если конусё пересъиемз плоскостью; порпендикулярною кз одной 
изь этихь прямых, то полученчое коническое съчеме будетз 
имтъть фокусь вв точкъ пересъченя плоскости с5 этою пря- 
мою; нЪкотория свойства этой прямой булутъ примфняться къ $о- 
кусу, разсматриваемому по отношен!ю къ коническому сЪчев!ю. 

Въ этомъ заклю чается второй способъ изучать свойства фоку- 
совъ на самомъ конус$. | 

Что касается до свойствъ конуса относительно двухъ плоско- 
стей и двухъ прямыхъ, о которыхъ мы говорили, то они легко 
получаются при помощи самыхъ простыхъ геометрическихъ сообра- 
жешй. Этимъ путемъ мы получили нфсколько подобныхъ свойствъ, 
которыя помфщены въ шестомъ томЪ М№Моноеаих Метотгез 4е ЁАса- 
4етие 4е ВтижеЦез. 
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ПРИМЕЧАНТЕ \. 
(Первая эпога, п? 15) 


0бъ опред8лен1и геометрли. Соображен1я о двоЯственности, 
какъ о законВ природы. 


Различе, которое Аристотель и Декартъ находили между двумя 
вопросами, составляющими постоянный предметъ математическихъ 
наукъ, даетъ намъ смЪлость высказать критическое замфчан!е объ 
опредЪленти геометрли, встр$чаемомъ почти во всЪхъ элементар- 
ныхъ руководствахъ. Говорять, что это наука, имю'ощая предм”- 
томз измьреше пространства. Но измЪрене, собственно говоря, 
представляетъ только `весьма небольшую часть ТФхъЪ свойствъ 
пространства, которыя составляютъ предметъ изслЗдован1я геоме- 
тровъ. Мы не думаемъ, нанримЪръ, чтобы Жергонъ. Понселе, 
Штейнеръ. Плюкеръ и друге геометры, новфйние труды кото- 
рыхъ имЗютъ достаточно извЪстности, особенно много анимались 
и: мърешеме, какъ это слВдовало бы изъ вышеприведеннаго опре- 
дЪлемя. Начертательная згометруя Монжа относится суще- 
ственно къ наукЪ о свойствахъ пространства, и хотя она можеть 
стужить для нахожденя мьры тЪлъ, но несомнфнно, что это 
есть самое незначительное изъ ея приложевй. Изъ этого видно, 
что опредфлен1е, о которомъ мы говоримъ, неполно и недоста- 
точно. 

`Недостаточность эта не остается, можетъ-быть, безъ вредныхъ 
посл детв!Й; она, можетъ-быть, содфйствовала пренебрежен1ю къ 
нашей наукЪ. Математики, не сл$дивпие лфтъ тридцать за раз- 
витемъ геометфш, знакомы въ этой наукВ только со способами 
квадратуръ Кеплера, Кавальери, Паскаля, Григоря С. Винцента 
и др. и то потому. что эти способы ИМВЮТЬ твеную связь съ инте- 
гральнымь исчислентемъ, составляющимъ постоянный предметъ 
для ихъ глубокихъь соображешй. И нельзя не согласиться, что 
интегральное исчислен1е есть окончательное и высшее усовершен- 
ствован1е этихъ геометрическихь способовъ, зам няющее ихъ съ 
удивительною выгодою. Отсюда мысль, что изучене чистой геоме- 
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три есть нраздное занят!е, такъ какъ вся она заключается въ 
‘формулахъ интеграши и, другими словами, представляетъ не бо” 
ЛЪе какъ простой вопросъ анализа. 

Но если включить въ опредЪлен1е поняте о формь и положении 
фигуръ, то нельзя уже будетъ думать, чтобы одна аналитическая 
формула могла рьшальбезконечное разнообразие вопросовъ, представ- 
ляющихся тогда воображеню; при н%сколько внимательномъ 
взгляд$ на сущность этихь вопросовъ мн легко увидимъ, что они 
прелставляютъ весьма болышя затруднен!я для анализа Декарта, 
этого всеобщаго математическаго орудя, и найдемъ даже дЪлый 
отдфлъ вопросовъ, для воторыхъ этотъ анализъ, въ его настоя- 
щей форм$, оказывается недостаточнымъ; мы показываемъ это въ У 
главв (75). Мы думаемъ также, что результатомъ такого внима- 
тельнаго разсмотр& мя дЪла было бы убЪждеше. что чистая геоме- 
трия, разработываемая сама для себя и своими собственными сред- 
ствами, Необходима для полнаго познанйя свойствъ пространства, 
необходима для рЪшен!я множества весьма важныхъ вопросовъ, 
для уяснен!я аналитическихъ премовъ въ ихъ приложеняхъ какъ 
къ самой геометрии, такъ и къ явлетемъ природы. 

Замфчательно, въ историческомъ отношени, что Римляне, ко- 
торые были весьма слабыми геометрами, чувствовали однако не- 
достаточность стариннаго опредёлен!я геометрйи и ввели вмЪсто 
него другое, находящееся въ геометр!и Боэщя: беотейча езё @5с1- 
рита тадпии$ гттойз Гогтатитдие 4езстрио сощетуаа, 
рег диат итиз сшиздие те 4еттии ес 1ататт з0етё. Почти вь 
тЪхъ же словахъ это опредёлевне встрфчается у Касс1одора и) и 
какъ кажется, съ этого времени употреблялось писателями сред- 
нихъ вЪковъ: наприм®ръ писателемь ХЛ взкаА У1псетф 4е Веач- 
уа15 въ его Зресишт 4осичтее (5. ХУТ; саъ. хХХХУЧ 6). Въ эпо- 
ху возрожден!я оно также было въ улотреблени. Оно встр$чается 
въ Магдагиа рАозорса Вейзев”а 8); почти таково же опредвлене, 


— 


4) АигеЙЕ СаззоЧот, зепйот, ес. Орега оттёга Воотадё 1679, т [оЁ 
кн. П, стр. 583. 

15) ВЕБ го (песа Мипаё. Биасё, 1694, & 001. гп [01. ютиз зесипфиз, фи 
ЯЗреси{ ит ос кёпа[е тзстииг. 

16) Негдеега, 1186, т-&. Перепечатано въ СтразбургВ, Базелз и Фрейбург%. 
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данное Тарталеа въ третьей части его сочиненя о числахъ и мз- 
рахъ’ «Са беотейа 6 ипа эсепва, оцег Фвсрата, сйе сошетра. 
[а дезстйопт 4еЦе Пдиге, онег рогте 4еЙа уиап а сопаппа зттой- 
[е, соте дце в в Ртта, е айте сое ятйр: 

Надобно удивляться, почему не сохранилось это опредфлеше. 
Правда, съ давнахъ поръ были геометры, въ особенности Далам- 
бертъ, которые старались къ нему возвратиться, называя геометр1ю 
наукою о свойствахъ пространства, имфющаго извфстную форму 
(Че Гёепдие Пдигве). Мы видимъ дв} причины, почему не было при- 
нято всЪми геометрами это точное опредФление. 

Одни хотВли, безъ сомнзн!я, сохранить смыслъ греческаго слова 
шометруя, которое значитъ измьреше земли. Но очевидно, что это 
слово. если ограничиваться его точнымь эгимологическимь значе- 
в1емъ. могло годиться только въ самое первое время геометрии. По- 
сл первыхъ усп%ховъ этой науки уже со времени Фалеса, оно 
сдЪлалось недостаточнымъ. Поэтому уже Платонъ строго критико- 
валъ его и называль смюшнымь "). Впосл$детви, оставляя наукЪ 
прежнее назване 'е0.метуля, вставили въ ея опред$лен!е, вм%ето 
выражаемаго этимъ названземъ понят!я о землю. боле общее по- 
нят!е о пространствъ. СлЪдовало сдЪлать боле и замЪнить по- 
нят1е только о мьрь сложнымъпонятемъ 6 моръ и порядктъ (рас- 
положени), чтобы дать слову зеометия истинный и полный 
смыелъ. 

Друге геометры, вЗроятно съ философской точки зрЗн1я, желаютъ 
выразить въ опред$лени только одну цзль геометрии, измюрене 
пространства, имя въ виду подвести подъ одно абсолютное по- 
нят1е весь особый классъ явлен!й, представляемыхъ намъ про- 
странствомъ и составляющихь значительнзйшую часть нашихъ 


17) Нз содт 8 дие ретгзресй, ртомта ей Ша диат чсшо адтодит 
поте у=дотоу буова) беотейчат питсират. (Ла Ертотище. Рот орега 
отица; (тадис@от Че Леап 4е Зеттез, #. ИП, р. 990) 

Эта столь справедливая критика Платона была повторена. многими писате- 
лями ХУГ вфка. Знаменитый Филологъ и профессоръ математики ЛМхо4ети$ 
Рус И т выразился такъ: Атр [15 3 2та езрерри{ спегг:та зсгепёёа 
[д итгагит. АГ Чиат е$6 аперйе зоа потеп @воте!ггае! 
(7. Уоззиз, Ое итоегзае та йе зеоз паёита её сопзЕИиоте Гфег). 
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положительныхь знанй. Но, какъ ни полезны вообще всякаго ро- 
да обобщен!я въ понятяхъ., также какъ въ принципахъ и мето- 
дахъ, какъ ни велики и прекрасны идеи, внушенныя Пиеагору, и 
другимъ философамъ принципомъ одинетва, составляющимъь ха- 
рактеръ древней философ!и,--однако скор$е можно думать, что 
абсолютное единство ве составляетъ принципа природы. Напро- 
тивъ того, многочисленные дуализмы, замфчаемые какъ въ явле- 
няхъ природы такъ и въ различныхъ частяхъ челов ческихъ зна- 
нй. заставляють предполагать, что истинный принципъ природы 
заключается въ постоянной двойственности. въ двоякой единицф. 

Эту двойственность, какъ мы уже говорили, встр$чаемъ мы п 
вЪ самомъ предмет геометрли, и въ сущности вефхъ свойствъ 
пространства, въ которыхъ точка и плоскость играютъ тожде- 
ственныя роли (см. Прим. ХХХГ\), и въ двоякомъ движенш не- 
бесныхъ тЪлЪъ, гдЪ постоянная и признанная двойственность при- 
нимается какъ законъ 8) и въ тысяч другихъ явленйй. 

Итакъ, если будемъ въ высшихъ соображен1яхъ искать опредф- 
ления, свойственнаго геометр!и, то увидимъ, что, включая -въ не- 
го два обширныя подраздВлен1я. порядок5 и мъру, соотвЪтетвую- 
ия двоякой цзли этой науки, мы не будемъ противор$чить тре- 
бован1ямъ философи. 


ПРИМЕЧАНТЕ \1. 
(Первая эпота, т 93). 


`О теорем Птоломея относительно треугольника, пересеченна- 
го трансверсалью. | 


нии 


Эта теорема неправильно называется толомеевой, такъ какъ 
она встрЪчается еще въ Сферикь Менелая откуда ее и заим- 


18) Можетъ быть этотъ принпипъ служитъ возражещемъ противъ Ньютоновей 
теор распростравевя свЪта. Если свЪтовая’ частица одарева поступатель- 
вымъ движенемъ, то она, по всей вЪреятности, должна имЪть также и вра- 
шательное движене. Но этого нельзя допустить, потомучто отсюда происте- 
кало бы ложное слФдств1е, что при отражен луча свфта отъ какой нибудь 
поверхности уголъ отражен!я не равевь углу падения. 
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ствовалъ Птоломей. Но такъ какъ Альмагесть гораздо боле рас- 
пространенъ и извзстенъ, нежели Сферика, то ее всегла нахо- 
дили только въ первомъ изъ этихъ сочинен!й и потому ошибочно 
приписывали Птоломею. 


Паппъ доказалъ эту теорему и пользовался ею въ восьмой 
книгф Мите.матическаю Собрашя для доказательства любопытна- 
го предложен1я о центрЪ тяжести трехъ тФлъ, движущихся по 
тремъ сторонамъ треугольника: въ ХУ вЗкЪ Пурбахъ и Регомон- 
танъ помЪетили ее въ изданномъ ими сокращен!и Альмагеста 1) и 
потому она въ то время была извЪстна кажется вс$мъ геомет- 
рамъ; ее употребляли для геометрическаго доказательства прави- 
ла шести количества: Огопсе Ешь въ своей ариеметик*% 2) и ЗН Ёе]$ 
въ алгебрЪ *'). Въ то жевремя Саг4ап №), бешша Ея шз №). /. 
5спопег *) указывали ее въ АльмагестЪ для той же пфли, но не 
строили чертежа %); Маиго]усиз пользовался; ею какъ леммой, 


19) СИ, Реоетаеё Ав гапфви т тадпат соптисНопет, @. Ригас сиуиз- 
дис @зсрий 7. 4е Вефотоме азопотёсоп ерИота. Уепё$, 1496, ш Го. 

20) Атийтейса ргасёса, 16т$ димиот абзойиа, ес. 1535, ш ю., №. 4, 
сар. 4. | 

1) Агийтейса имедта. МогипЪегсае, 1544. ш-4, ПБ. 3, р. 294. 

22) Руасйса ат итейса, её тепзигап? тушат. Мефюо!ам, 1539, т-8, 
сар. АУТ. Ориз пофит 4е ргоротНотгби$ питеготит, ес. ВазЦеае, 1570, шп 
101., ргор 5. | 

2) АтИйтейнсае ртасйсае тойо4из [ас 1. АпГ\егртае, 1540, ш— 8%. 

2) АПогИийтиз аетопятгйиз. МогиаБегсае, 1534, п —40, 4е ргорогиопфоз 
арреп Их. 

2} Правило шести количествъ служитъ къ р шению" слф$дующаго во- 
проса: отяошен:е перваго количества ко второму дано, какъ со- 
ставное изъ отношен{й третьяго къ четвертому и.пятаго къ ше- 
стому; требуется опред лить отношен1е втораго, или третьяго, 
или патаго, къ одному изъ трехъ остальныхъ. Если а, 6, с, Фе, [ 


будутъ эти шесть количествъ, то 
ас е 


а г 
и требуется отсюда вывести отношене одного изъ трехъ количесть 6, с, 4 
къ одному изъ трехъ другихъ а, 4, |. ВЪ такой алгебраической ФхормЪ вопросъ 
этотъ безъ сомнфи!я такъ опростъ, какъ только можно себф представить, и 
трудно бы было повфрить, зто, наприм$ръ, Кардавъ могъ посвятить ему до- 
вольно много Страницъ въ вышеприведенныхъ двухъ сочиненяхъ, если бы мы 
не приняли во ввимав:е, что это правило есть обобщене правила пропорции 
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длн доказательства свойств асимптоть гиперболы %) и Вгезз 18 — 
для вывода различныхъ формулъ тригонометрии *'). 

Въ ХУП столЗти приложен!я теоремы были еще болБе много- 
численны и разнообразны. Мерсеннъ въ двухъ своихъ сочинен!- 
яхъ помЪстиль ее между главными предложен1ями сферики Ме- 
нелая 3). Стевинъ пользовался ею въ Практической ариеметик% при 
составлении сложныхъ отношенй, чтобы на этомъ примфрЪ по- 
казать, Что въ извфстныхъь вопросахъ геометрля можетъ до- 
ставлять болЪе быстрое рфёшене, нежели алгебра; Снеллй при 
помоши этой теоремы ршилъ 35-й вопросЪ сочинен!я Уап Сешеп: 
Деетаю Сеотейчса 2); Богранъ употреблялъ ее въ своей Геоста- 
тикь для составлев!н отношен!й между лимями; Дезаргъ поль- 
зовался ею лля доказательства прекраснаго геометрическаго свой- 
ства, треугольниковъ, которое находится въ продолжени его 17а- 
6 Це регзрес! о”, изданномъ Боссомъ (1648, ш— 89); Паскаль въ 
Еззаг рог 1е5 сотщиез помфетилъ ее въ число главныхЪ* теоремъ, 
на которыхъ долженъ былъ основываться его полный трактатъ 


четырехъ количествъ, которое изъ него получается наприм$ръ при (=4. Но 
это послзднее правило до изобр$тен!я алгебры, и даже поздн$е, представля- 
ло всегда самый трудный и, такъ сказать, трансцендентный оОтдфлъ въ кур- 
сахъ ариеметики, по причинЪ старинваго обозначена пропорцй, въ которомъ 
вм$сто одного знака, выражающаго равенство двухъ отношевй, употреблялось 
три знака. Это обозначен!е, несмотря ва очевидвыя невыгоды и неудобства, 
употребляется и въ наше время многими нисателяма. 

Карданъ приписываетъ правило шести количествъ арабскому геометру 
Алкивду (Х вЪка), котораго онъ Считаетъ вь числЪ величайшихъ гевевъ, 
существовавшихъ со времеви происхожден!я наукъ (См. Бези Ш е, ПЬ. ХУ|.) 
ДЪйствительно, ‘въ ВФИо!еса Агабсо — Нзрапа Казири мы ваходимъ весьма 
длинвый списокъ сочиненй, ваписанныхъ -Алкивдомъ по вс$иъ отдЪламъ на 
укъ математическихъ, ФилософФскихъ, правственныхъ и пр. Сочивен!я эти еще 
полвфка тому вазадъ существовали въ богатой библотекь Эскур!ала. ` 

23) Р. Маито!усг оризсша таетайса. Успел, 1575, вш—10, рах. 981. 

27) Метсез аз{топоткае тт дищиог. Рапз. 1581, ш 101, 1.4, ргор 13. 

28) бупорз5 тайетайса. Рагз, 1626, п-94. Опдетгзае деотейчае, пааедие 
тафетайсае 8101818, ес. Раг5, 1644, ш— 40 

29) Математическя сочиневя 1440]рБе Уап Сеш]еп, переведенныя съ гол- 
ландскаго на латинский языкъ и дополвевныя прим5чанями Свеллемъ. №еу- 
де. 1619, раб. 120. 
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‘объ этихъ кривыхъ: Шутенъ въ сочинени Де сопстпапа; а4е- 
топ5тавот виз ес. доказалъь ее синтетически и посредствомъ ана- 
хиза; около того же времени итальянскй писатель Гуарини упо- 
треблялъ ее также, какъ и Богранъ, для составленя отношенй 
между линями 3) НФеколько лфтъ спустя, другой итальянсый 
`теометръ, им$ющий нфкоторую извфстность въ наукЪ, маркизъ Чева 
(Леап Сеуа) нашель самъ, весьма остроумнымъ и оригинальнымъ 
способомъ, эту теорему и еще другую такого же рода, которая 
также есть одна изъ основныхъ въ теор1и трансверсалей и изо- 
брёталелемъ которой до сихъ поръ считали Ивана Бернулли. Со-_ 
чинен!е Чевы, въ которомъ находятся эти двЪф теоремы и еще н3- 
которыя другмя, заслуживаюн я вниман1я, носить заглав1е: Де 
Йпе15 5е атясет зесапйбиз, 5$айса сопхбгиспо. МПап, 1678 Ш— 45. 
Въ слфдующемъь ПримЗчани мы познакомимъ читателей съ мето- 
домъ, которымъ отличается это сочинене. 

ПослЪ этого времени мы не встр$чаемъ болфе даже слЪдовъ 
теоремы Птоломея. которая около двухъ столЪтй была въ боль- 
шомъ употреблен1и и извЪстна вс$мъ геометрамъ,^но потомъ бо- 
лЪе вЪка оставалась безплоднотю и, можетъ быть, даже совсфмъ 
неиззстною, до того времени, когда Карно, нашедиий самъ эту 
теорему вмЪстЪ съ многими другими подобными ей и относящи- 
мися къ плоскому четыреугольнику, не указалъ на нее, какъ на 
одну изъ самыхъ полезныхъь и богатыхъ теоремъ рацональной 
геометрии Мы однако должны замфтить что еще за несколько 
лЪтъ до этого Шубертъ привель эту теорему въ вид леммы къ 
сферической тригонометр!и Птоломея 3'), и что другой геометрь, 
на сфверЪ, Фуссъ3*), также пользовалея ею, вмЪстЪ съ соотвфтствую- 
щею теоремой на сфер, для доказательства НнЗкоторыхъ предло- 
женй, напримфръ для доказательства прекраснаго свойства круга, 
которое Фуссъ приписываеть Даламберту, именно, что «точки 


30) Вис 4ез а4аис из её тефо@гсиз, та{ветасаие ипмегзай$ Аио. Тап- 
погиш, 1671, п №01. раб. 949. 
8) Тихопотецяа зрваелса 6 Раетаео; Ма Аса Регороиата, апп. 179& 
$. ХИП, р. 165. 
33) Ма Аа Реторо ата, апп 1797 её 1798, 1. хиУ. 
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встрфчи общихъ касательныхъ къ тремъ кругамъ взятымъ попар- 
но, лежатъ на одной прямой». 

Изъ названныхъ нами авторовъ только Мерсеннъ показалъ, что 
теоремапринадлежитъ Менелаю; большею част!ю ее приписывали [1 то- 
ломею; нфкоторые же писатели не указывали вовсе ея происхож- 
ден1я, таковы: Мавроликъ, Дезаргъ, Паскаль и Чева; посл дний, 
по всей вФроятности, открылъ ее самъ. 

Флаути въ @еот”Ича @510 уже указалъ на употребление, ка, 
кое сдфлалъ Паппъ изъ этой теоремы въ восьмой книг$ Матема- 
тическаю Собрашя. Наши указан1я на Мавролика и Шуберта мы 
заимствовали изъ мемуара Бр1аншона 5" 125 Попез 4и 5есоп4 огаге, 
а указан!е на Дезарга —изъ 7Тгайе 4е; ргортеез ртодесйшез Понселе. 
Мы не сомнфваемся, что могутъ найтись еще мчогя указаня, 
кромЪ тЪхъ, которыя мы прибавили уже къ этимъ первоначаль- 
нымъ; потомучто теорема, о которой мы говоримъ, была вЗроят- 
но хорошо извЗетна Арабамъ, такъ какъ соотвЪтетвенная теоре- 
ма на сферЪ, доказываемая при ея помощи, была ими комменти- 
рована и проблавлена во многихъ сочинев1яхъ; для европейскихъ 
математиковъ, получившихъ эти теоремы отъ Мавровъ, онЪ сд- 
лались также предметовъ размышлен:й Таковъ, наприм$ръ, Си- 
монъ Бредонъ, англичанинъ ХГ\ вфка, мномя сочиненя котора-. 
го объ этомъ предметЪь хранятся въ Бодлейянской библотекЪ 
(Во в1еппе); объ этомъ говоритъ ученый Галлей въ своемъ пере- 
водф Сферики Менелая. | 

Что касается до происхожденя этихъ двухъ теоремъ, то оно 
вфроятно восходитъ до Гиппарха, который прежде Птоломея и 
Менелая занимался вычисленемъ хордъ и тригонометртей. Очень 
понятно. что этотъ знаменитый астрономъ выводилъ свойства сфе- 
рическаго треугольника изъ свойствъ треугольника на плоскости; 
но как1я геометрическля соображения могли вести его къ этимъ 
послЪднимъ? Мы склонны даже думать, что открыт1е теоремы о 
плоекомъ треугольникЪ восходить до Евклида и что она соста- 
вляла часть его поризмё, потомучто она совершенно въ томъ 
же родф, какь и вс№ разнообразныя леммы, къ поризмамъ оста- 
вленныя намъ Папиомъ; намъ кажется, что одна изъ этихъ леммЪ 
(137-я теорема седьмой книги Математическао Собранмя), отли 
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чающаяся отъ самой теоремы только тфмъ, что одно отношение 
отрфзковъ замВнено въ ней другимъ, назначалась для облегче- 
н1я доказательства этой теоремы. 

Мы см$ло высказываемъ такое предположене, потомучто тео- 
фрема эта самымъ естественнымъ образомъ помфщается Въ ряду 
другихъ однородныхъ съ нею предложен!й, которыя соединены 
нами въ группу, соотвЪтствующую, по нашему мн%Ън!ю, первой кни- 
г$ поризмь Евклида. 


ПРИМ ЧАНТЕ УП. 
(Продолжете Примъчавя УП. 


О сочинени Чевы, подъ заглавнемъ: Пе 111015 гесф1з ве 
1пу1 сет . весап{108, 86841са с0п86гиеё10 (Ш— 4, М: 
- ]ап. 1678). 


Основная мысль этого сочиненя заключается въ томЪ, чтобы 
пользоваться свойствами центра тяжести системы точекъ въ та- 
кихъ вопросахъ. гдЪ разсматриваются отношен1я отр%$зковъ; обра- 
зуемыхь нЪеколькими перес$кающимися прямыми, какъ, напри- 
мЪръ, во многихъ предложен!яхъ теор трансверсалей. Предпо- 
лагается, что въ точкахъ перес$чен!я прямыхъ пом $щены тяже- 
лыя массы, пропорщональння длинамъ отр$зковъ; законы равно- 
взоя рычага ведуть къ соотношевшямъ между этими массами, а 
отсюда дФлается заключене объ отношеняхъ между отр$зками. 

Чтобы доказать, наприм%ръ, этимъ путемъ теорему Птоломея, 
разсмотримъ треугольнйкъ АВС, стороны котораго АВ, ВС, СА 
перес$чены какою нибудь прямою соотвЪтственно въ точкахъ с, 
а, 9. Положимъ, что въ а, С, А помфщены три матеральныя 
точки, изъ которыхъ масса первой а’ произвольна, массы же (”, 
А’ двухъ другихъ опрел$лены такъ, чтобы точка В была центромъ 
тяжести массъ, помЪщенныхъ въ аи С, а точка 0—-центромъ тя- 
жести массь, находящихся въ Си А Центръ тяжести трехъ 
массъ будетъ находиться въ точкВ с пересБченя прямыхъ а6 


и АР. 
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На основании закона статики имфемъ: 


ав — б’ с А 
аб ас’, (—=А”. тк. 

ВЪсы а’.и С’ могутъь быть замфнены однимъ в%сомъ а’+(’, по- 
мфщеннымъ въ В; сравнивая его съ А’, получимъ: 


., Ас 
[ 7 д’ 
и потому 


пло. 6» или В. БС. сА=аС. сВ. ВА, 
что и имЗлось въ виду доказать. 

Перейдемъ къ другой теорем$. Надобно доказать, что если три 
прямыя, исходяиия изь вершинь треуюльника, проходятз черезь 
одну и туже точку, то отръьзки, образуемые ими на противо- 
положныхь сторонах, таковы, ито, произведение, трет, изы нить, 
не импющихь общих конечных точекъ, равно произведеню треть 
остальныхь. 

Пусть будеть АВС треуголь никъ, Аа, ВВ, Ст три прямыя, про- 
ходяшля черезъ точку О и встр8чаюцщияея съ противолежащими 
сторонами треугольника въ точкахъ а, В, 1. ПомЪстимъ въ А ма- 
теральную точку, масса которой 4’ произвольна, а въ Ви С дв 
друмя матеральныя точки, массы которыхь В’ и С’ тако- 
вы, что центръ тяжести массъ А’, В’ находится въ 1, а 
центръ тяжести массъ 4’, С’—въ В. Центръ тяжести трехъ массъ 
будетъ въ точеВ пересфчентя прямыхъ В8, Су, т. е. въ О. Отсюда 
слфдуетьъ, что точка ох будетъ центромъ тажести массъ В’, С’, 
такъ что | 


Ва _С 
Са В” 
Но 
А (8 А В 


ПРИМВЧАНТЯ ЗБ 


слздовательно 


что и требовалось доказать. 

Иванъ Бернулли Также доказалъь впосл6детвыи эту теорему 
(Оеиотез. 1. ПУ, рас. 33), но, кажется, не пользовался ею. 

Чева., доказавъ эту теорему при помощи статики, даетъ потомъ 
два друг!я, чисто геометрическя, доказательства ея, изъ кото- 
рыхъ одно, по его словамъ, принадлежить Караваджо (5. [, 
ргор. 10). 

Разсматривая вмЪсто треугольника четыреугольникъ, въ верши- 
нахъ котораго пом$щены матерлальныя точкп, Чева получилъ дру- 
гую теорему. которая также есть одна изъ важнЪйшихъ въ тео- 
р!и трансверсалей: плоскость, ветричающая четыре стороны ко- 
сазо четыреулольника, образуеть на нифз восемь такихь отрьз- 
ков, что произведеше четырехь изь нить, не имъющихх общить- 
коненныхё точек, равно произведевю четырель остальныхь (1. 
Г, ргор. 22). 

Первая книга оканчивается нфкоторыми свойствами трехгранной 
и четырехгранной пирамиды, выведенными посредствомъ того же 
способа. 

Во второй книгЪ находятся различныя свойства прямолинейныхъ 
фигуръ и кривыхъ втораго порядка, доказанныя при помощи 
тЪхъ же началь, какъ и въ первой книг. Приведемъ сл$дующее 
предложен1е, которое теперь разсматривается, какъ частный слу- 
чай боле общаго свойства коническихъ сВченй если коническое 
съчеше вписано вз треуольник, то прямыя, проведенныя чзз вер- 
шин в5 точки прикосновеня противоположныхь сторонё, пересв- 
каются в5 одной точкю. 

Наконецъ въ прибавлени (арреп@х), которое Чева предлагаетъ 
какъ отдЪльное сочинене съ содержашемъ независимымъ отъ пре- 
дылдущаго, рЪшены посредствомъ весьма глубокомысленныхъ гео- 
метрическихъ премовъ мноше вопросы о площадяхъ плоскихъ фи- 
гуръ, ограниченныхъ дугами различныхъ круговъ, и объ объе- 
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махъ и центрахъ тяжести разныхъ тЪлъ, каковы параболоидь и 
двухъ родовъ гиперболоиды вращеня. 

Немногихъ словъ достаточно, чтобы доказать по способу Чевы 
одно любопытное и полезное свойство четыреугольника. 

Изъ чертежа, которымъ мы только что нользовались, имЪемъ 


и но сы. и В’= Е. 
слВловательно 
АР 48 
а (83 1В 


Разематривая четыреугольникъ АЗДу, въ которомъ Си В суть 
точки пересЗчетя противоположныхь сторонъ, мы увидимъ, что 
это уравнене выражаетъь слЗдующую теорему: 

Во веякомь чепьреулюо-льникь Фоональ, выходящая изь какой- 
нибудь вершины, дьленная на свое продолжеше 00 прямой, соеди- 
няющей точки встрьчи противоположныхь сторон, равна сум- 
мь стороцё, выходящить изз той же вершины и раздьленныхь 
соотвьтственно на ить продолжешя 00 противоположныхь 
сторонз. 

Для этой теоремы существуетъь соотвЗтетвующая въ простран- 
ств, которую можно доказать подобнымъ же образомъ, разема- 
тривая вмВсто треугольника тетраэдръ и четыре прямыя, прове- 
денныя изь его: вершпинъ въ одну и ту же точку; фигура предета- 
вляеть тогда восьмйугольный шестигранникъ, противоположныя 
грани котораго перес$каютея попарно по тремъ прямымъ лежа- 
щимъ въ одной плоскости. 

Д'аюналь, выходящая изь какой-нибудь вершины, Оъленная 
на свое продолжеше 90 той плоскости, равна суммъ прилежа- 
щихь кь тов же вершинь феберё, дъленныхь соотвьтетвенно 
на ить продолжения 90 той же плоскости. 

Этою именно теоремою мы пользовались въ приложеняхъ #0в0й 
системы координат, изложенной въ Сотгезроп4атсе 4е М. Чиее- 
её, |. \Гр. 86, ап. 1830. 
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Шрибавлеие. Когда Примфчаше УП о еочинени Чевы Де йпе 
есйх зе зтеет зесапйфиз Дайса сопзйисйо было уже напеча- 
тано, вышла 24-я тетрадь Лоигла! 4е Ресфе Рошиесйпадие, въ 
которой помфщенъ мемуаёръ Королиса’ Зиг (а Тлеотче 4ез тотепу 
сопз4етге; сотте апщузе 45 г›псоттгез 45 йдпех 4го[ез, 
посвященный тому же предмету, какъ и сочинене Чевы. Корюлисъ 
доказываетъ здЪсь въ немногихъ словахъ и безъ вычислей, посред- 
ствомъ теор моментовЪъ, рядъ теоремъ въ родф твхъ, которыя 
находятся въ твори трансверсалей Карно, но гораздо боле общихъ. 
Особенно замфчательно доказательство двоякаго образовашя помощю 
прямой лини гипербохлоида съ одною полостью. 


ПРИМВЧАНТЕ УШ. 


(Первая эпоха, п* 99.) 


Образован1е спиралей и квадратриксъ при помощи винтовой 

поверхности. Аналогя этихъ кривыхъ 6ъ т№ии, которыя но- 

сять съ ними одинаковыя наименованя въ Декартовой си- 
стемВ координатъ. 


Построен!я спирали и квадратриксы, оставленння намъ Пап- 
помъ, представляютъ не боле, какъ простыя приложен1я двухъ 
общихъ способовъ получать, посредствомъ двухъ поверхностей, 
винтовой и еще другой надлежащимъ образомъ избранной, все- 
возможныя спирали и безконечное множество другихъ кривыхъ, 
которыя я буду называть квадратриксами, потомучто он выра-. 
жаются въ такихъ же координатахъ, какъ и квадратрикса Дино- 
страта.. 

Вторая поверхность, которую при этомъ нужно употреблять, 
будетъ для построен1я спиралей — поверхность вращен]я около 
оси винтовой поверхности; для построен1я же квадратрикс—пци- 
линдрическая поверхность, образующля которой перпендикулярны 
КЪ ОСИ ВИНТА. 

Наши построен1я ведутъ непосредственно къ касательнымё и 
къ крушмь кривизны разсматриваемыхъ кривыхъ. Но главная 
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выгода этихъ построенй заключается въ томъ, что они указы- 
ваютъ ностоянныя геометрическ1я соотношен!я между этими кри- 
выми и ТЪми, которыя нося:ъ тЪ же назван1я въ обыкновенной 
систем координатъ, наприм$ръ, между ситерболическою спи- 
ралью и зип’рболой, между лозариомическою спиралью и логарив- 
микой. Въ этой систем$ Архгимедова спираль соотвЪтствуетъ пря- 
мой лими = | 

До сихь поръ между этими кривыми было замфчено только 
одно сходство, именно одинаковая форма ихъ уравненй между 
разнородными перемнными; но это не указывало ни связи между 
ихъ постгоен1ями, ни другихъ геометрическихь соотношен1й ихъ 
между собою. Способъ же, въ которомъ одни изъ нихъ служатъ 
для построенмя другихъ, ведеть самымъ лучшимъ образомъ &ъ 
тфмъ свойствамъ, благодаря которымъ эти кривыя, особенно ло- 
гариемическая спираль, сдФлались извфстны, и указываетъь а ри10ч 
геометрическля основанйя этихъ прекрасныхт свойетвъ 

Построеше спиралей. Вообразимъ себЪ поверхность вращешя, 
происхолятую отъ обращеная какой-нибудь кривой около непо- 
движной оси, взятой въ ея плоскости; пусть эта ось будетъ вер- 
тикальна; перпендикуляры, -опущенные на нее изъ точекъ кри- 
вой, будутъ ординаты, а разстоян1я основанй этихъ перпенди- 
куляровъ отъ постоянной точки, взятой на оси, — абсциссы. 

Положимъ, что плоскость кривой вращается равномЪрно и что 
ВЪ То же время время точка М, взятая на вращающейся кривой, 
движется по ней такъ, что абециссы возрастаютъ также равно- 
мфрно. Это значитъ, другими словами, что движен1е точки по на- 
правлен!ю оси пропорщонально вращательному движеню. При 
этомъ точ‹а М опишемъ на поверхности вращеня н%которую 
кривую двоякой кривизны. 

Прямоугольное проложен!е этой кривой на плоскость, перпен- 
дикулярную къ оси вращен1я, будетъ спираль, уравиевне которой 
мы получимъ при помощи уравнен!я кривой, служащей для обра- 
вован1я поверхности вращеня. 


Пусть 
д==РУ 


будегь уравнене образующей кривой; разсмотримъ ее въ какомъ- 
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нибудь опредфленномъ положени; положимъ, что на ней въ М 
находится въ этомъ положен! движущаяся точка, абсцисса кото- 
рой 5 будетъ пропорщюональна вращен1ю плоскости кривой отъ 
начала движен!я; это вращенйе будетъ измфряться угломъ, обра- 
зуемымъ слфдомъ вращающейся плоскости на плоскости горизон- 
тальной сь неподвижною осью, обозначающею начало движеня; 
пусть будетъ и этотъ уголъ; мы будемъ имЗть: 


5=аи, и слфдовательно ац=ЁУ. 


Пусть будеть т проложене точки М на горизонтальную пло- 
скость, и О перес$чене оси вращен1я съ этою плоскостю. Радусъ 
От, который означимъ черезь тг, равенъ ординатВ у точки №; 
такимъ образомъ между этимъ рад1усомъ и угломъ его и съ не- 
полвижною осью, о которой мы говорили, получается соотношене 


аи—> РГ. 


Это соотношене есть ничто иное, кавъ полярное уравнене про- 
ложешя кривой двоякой кривизны, начерченной на поверхности 
вращевя. 

ЗамЪфтимъ теперь, что перпендикуляръ, опущенный изъ движу- 
щейся точки Л на ось вращеня, образуеть поверхность винта 
съ четыреугольною нар$зкою, или, какъ ее называютъ, винтовую 
поверхность (В61с014е гатраше); дЪйствительно, этотъ перпенди- 
куляръ остается постоянно горизонтальнымъ и поднимается рав- 
номфрно надъ горизонтальною плоскостю въ то время, кавъ за- 
ключающая его вертикальная плоскость вращается равномрно 
около оси. 

Итакъ, кривая, образуемая точкою ЛМ, есть перес$чене поверх- 
ноств вращен1я съ винтовою поверхностью. 

Отсюда проистекаетъ слдфющая теорема: 

1° Всякая спираль (мы называемъ спиралью всякую кривую, 
изображаемую уравненемъ между полярными координатами г и и) 
можетз быть разсиатриваема какё проложене пересьченя 
винтовой повертности с5 нъкоторою, надл?жащимь образомь 
опредъленною, повертностлю. вращеная; причемь общей осью этимё 
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< 


двумё повертностямь саужитз лишя, проведенная черезх начало 


спирали перпендикулярно кз ев плоскости. 
29. Если 


есть уравпеше спирели и вь немз а. представляет отношеше 
востодящаю движеюая образующей винтовой поверхности кз вра- 


щательному движеюю ея, то уравнеме поверхности вращевя 
будет 
й &==РУ, 


« 


10% абсциссы 5. считаются по направлению оси вращения, а орди- 
наты у—перпендикулярно кз ней. ` 


Такимъ образомъ въ случаЪ Архимедовой спирали, уравнене 
которой есть аи=: . 

Уравнен1е меридлана поверхности вращевая будетъ х=у; слФдо- 
вательно это будетъ прямая и поверхность вращен1я будетъ конусъ; 
въ этомъ заключается одна изъ двухъ теоремъ Паппа.” 

Въ случа гиперболической спирали, уравнен1е которой и/==пост.: 

Уравнеше мерид1ана поверхности вращен1я будетт зу==а. пост. 
=пост. Сл$довательно мерид1анъ есть равносторонняя гипербола, 
одна изъ асимптотъ которой направлена по оси винта. 

Въ случа логариемической спирали, выражаемой уравнен1емъ 
и=юдг, будемъ имЪть 

5==а [0401. 


Это уравнен1з логариемики, въ которой абециссы 5 пропорщональ- 
ны логариемамт ординатъ у. Сл$ловательно: 

Если представимь себъ повертность вращенея, образуемую 
движешемь обыкновенной лоариемики около ея асимптоты, и 
винтовую повержность, для которой эта асимптота служить 
осью, то в5 пересьчени этижь двухь поверхностей получимь 
кривую двоякой кривизны, прямозлольное проложеше которой 
на плоскость, перпендикулярную кз асимптоттъ, будетё лозарио- 
мическая спираль. — 

Касательныя кв спиратямь. Пусть М будетъ точка перес$ченя 
винтовой поверхности съ такою ` поверхностию вращения, при по- 
мощи которой получается, какъ мы уже говорили, данная спираль. 
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Касательная въ точк$ т спирали будетъ ничто иное, какь про- 
ложене лин перес$чен1я касательныхъ плоскостей къ этимъ 
двумъ поверхностямь въ точкф М. Касательная плоскость къ по- 
верхности вращен!я перес$четь ось вращен!я въ точкЪ О; допу- 
стимъ, что горизонтальная плоскость. на котброй начерчена спи- 
раль, проходитъ черезъ эту точку; прямая ОМ будетъь въ та- 
комъ случаЪ пролагаться по От, т.е. по радусу-вектору спирали. 

Касательная плоскость къ поверхности вращеня ветрЪтится съ 
горизонтальною плоскостью по прямой О, пернендикулярной къ От. 

Касательная плоскость къ винтовой поверхности въ точк$ М 
проходить черезь образующую этой поверхности, параллельную 
радлусу вектору От; слЗдъ ея на горизонтальной плоскости бу- 
деть сл$довательно параллелень От. Для нахождевя этого сл да, 
достаточно, поэтому, опредЪлить одну его точку. Но разсматри- 
ваемая касательная плоскость проходить черезъ касательную къ 
винтовой лини, проведенной зерезъ точку М по винтовой поверх- 
ности;. эта касательная линтя лежитъ въ вертикальной плоскости, 
перпендикулярной къ рад1усу вектору От. Пусть 0 будеть точка 
встрЪчи ея съ горизонтальною плоскостью и я уголъ ея съ осью 
винтовой поверхности Въ треугольник® Мтб уголъ при т будетъ 
прямой и мы получимъ т6=—=Мт.9а. Но изъ свойствъ винтовой 
поверхности извфстно, что тригонометричесяй тангенсъ угла а 
пропорцоналенъ разстояню точки М отъ оси поверхности, т. е. 
тда=От. Сопя. Постоянное это равно отношеню круговаго къ 
восходящему движен1ю образующей винтовой поверхности, —отно- 


. 1 
шен1ю, которое мы означили черезъ У поэтому 


От Мт.От 
(апфа= =, И Тб =. 
а й 
Прямая тб перпендикулярна къ рашусу вектору От; слЁдъ 
плоскости касательной къ винтовой поверхности параллеленъ От; 
слфдовательно, если на лиши (0 перпендикулярной къ От, отло- 
ЖИМЪ ЧАСТЬ 


О(=т0 и. бт 
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то точка { будеть находиться на вышеупомянутомъь слфдЪ. Но 
ОЕ есть также слЪдъ плоскости касательной къ поверхности вра- 
щен1я; поэтому точка { принадлежитъ пересЪчен1ю касательныхъ 
плоскостей къ обЪимъ поверхностямъ, слФдовательно она нахо- 
дится на касательной къ спирали, происходящей отъ проложен!я 
лин1и пересЗчен1я двухъ поверхностей. 

Линя (0 называется, какъ извфстно, субташенсомь спирали; 
отр%зокъ же Оп, на продолжени (0, между точкою О и нормалью 
въ кривой — есть субнормаль; она равна квадрату радуса век- 
тора, ‘разд$ленному на субтангенсъ; слЪдовательно 


__@.От 
— Мт у 


Оп 


Чтобы воспользоваться этими формулами, замфтимъ, что такъ 
какъ касательная плоскость въ М къ поверхности вращеня про- 
ходить чрезъ точку О, то лия Лт есть субтангенсъ кривой, 
образующей поверхность вращен1я, считаемый по направлевю оси 
вращения. 

Назовемь черезъ & длину этого субтангенса; припомнивъ, что 
рад1лусъ векторъ спирали От равенъ ординат у образующей по- 
верхности вращенляа, получимъ 


Таковы выражен!я субтангенса и субнормали спирали въ функ- 
щи субтангенса и ординаты образующей поверхности вращевя. 


Въ Архимедовой спирали образующая линия ебть прямая; —- == 
пост. слФдовательно Оп==пост. т. е. 

вз Аржимедовой спирали субнормаль постоянна. 

Въ гиперболической спирали образующая есть равносторонНяя 
гипербола, въ которой, какъ извЪстно, Зу=пост., ся$довательно 
О! =пост. т. е. 

вх зиперболической спирали субтавенсь имъеть постоянную 
величину. 
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Логариемика имфетъ постоянный субтангенсъ по направлено 
асимптоты, т. е. 5=пост., сл$довательно въ логариемической спи- 
рали будетъ 


0 0 
— = ПОСТ., ИЛИ —=>пост., 
к От 


9 . 
Нот представляетъ тангенсъ угла’ касательной къ спирали 


съ ралтусомь векторомъ и потому этотъ уголъ будеть постоян- 
ный, Т. е. 

Вз лаариомической спирали касательная дълаеть постоянный 
у1олз сь радусомь вектором. | 

Такъ какъ 0 пропорщональна От, то ясно, что, если отло- 
жимъ на рад1ус$ векторБ лин!ю равную субтангенсу, то копецъ 
этой лини будетъ лежать на логариемической спирали, подобной 
съ данною; если ловоротимъ эту спираль на четверть окружности 
около центра, то вс ея рад1лусы векторы совпадутъ съ соотв$т- 
ствующими субтангенсами данной спирали; слФдовательно оено- 
ван1я касательныхъ (точки #) логариемической спирали лежать на 
другой подобной ей спирали. Но двф подобныя логариеомическя 
спирали необходимо равны между собою, потомучто въ нихъ углы . 
касательныхъ съ радлусами векторами одинаковы. а каждому дан- 
ному углу соотвЪтствуетъ только одна спираль; такимъ образомъ 
мы можемъ высказать слфдующую теорему: 

Вё ловривмической спирали основашя касательныме лежать 
на совершенно такой же лозариомичцеской спирали. только иначе 
расположенной. 

Это же свойство принадлежитъ и основан1ямъ субнормалей. 

Радгусы кризизны спиралей. Разсматривая спираль, какъ сЪ- 
чеше прямаго пилиндра, проходящаго черезъ кривую пересЗчен1я 
поверхности вращен1я съ винтовою поверхностью, легко найти, 
при помощи теоремъ Эйлера и Менье, для каждой точки величи- 
ну радлуса кривизны въ функц рад1уса кривизны мериланнаго 
сЪченля поверхности вращешя. Чтобы сократить настоящее При- 
мВчане, мы опускаемъ здфсь это ностроеше, къ которому воз- 
вратимея въ другое время. 

До другаго сочинен1я откладываемъ также построене хква)драт- 
риксё, сходное съ построешемъ спирилей. 


АД ПРИМЪЧАШЯ. 


ЛРИМВЧАНТВ 1Х. 
(Первая эпоха. п Я0) 


Объ ангармонической функщи четырехъ точекъ, или четырехъ 
прямыхъ 


Когда четыре точки а, 6, с, 4 лежать на одной прямой, то 
функцю 


ас. 0 
аф 64 


мы назвали аармоническимь отношенлемь четырехъ точекъ. 

129-е предложене седьмой книги Паппа означаетъ, что если 
четыре прямия выходять из одной точки, то всякая съкущая 
встртчаеть ить в5 четырехь точкат5, аиармоническое отношете 
‚оторыгь имет» всода одну и ту же величину, каково бы ни бы- 
` ло положеше спкущей. 

Это свойство анармонической функцли отличаетъ се отъ вофхъ 
пругихъ функщй, которыя можно составить изъ отр$зковъ между 
четырьмя точками. 

Но ангармоническая хунктя обладаетъ другимъ, еще болфе 
важнымъ ствойствомъ, изъ котораго первое можетъ быть выведено, 
какъ слЗдетве, именно: 

Если изз произвольной точки проведемь прямыя къ четырем 
точкамз, расположенным» на одной прямой, то аармоническая 
функия этих четырех точекз будет» равна результату подста 
новки в» Ту же Ффункщю емтето четырежё отртьзковз, ее состав- 
ляющихь, синусов 911085 М”Жду прямыми заключающими эти 
отртьзки. 

Мы представили ангармоническое отношен1е четырехъ точекъ 
а, 0, с, 4 въ видЪ функции 


а ° ва’ 
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но можно взять также двЪ друмя функщи 


ие, Че аб, 0 
аб ` 4” а4 ° са` 


Для четырехъ точекъ а, 60, с, 4 нельзя составить четвертой по- 
добней же функщи. Сл$довательно, анармоническое отношене 
нетырехз точекь можеть выражаться вх треть видагб. 

Если одна изъ точекъ находитея въ безконечности, то ангар- 
моническое отношен1е упрощается и содержитъ только два отр»Ъз- 
ка. Если, напримЪръ, точка 4 удалена въ безконечность, То ан- 
гармоническое отношен1е четырехъ точекъ а, 9, си точки безко- 
нечно удаленной выразится слЗдующими тремя способами: 


ас с4 Ва 
66’ аб’ | 


Пусть а, 6, с, 4, будутъ четыре точки на одной прямой и д". 
у, с’, 4 четыре соотвфтствующия имъ точки на другой прямой; 
положимъ, что ангармоническое отношен1е однфхъ равно ангар- 
моническому отношенпо другихъ, т. е имфеть м\Ъсто одно изъ 
трехъ слЗлующихъ уравнений: 


ас, бе_ ас’. 0’ 
а4° 04 в’ ` Ба’ 


а, ше „Че 
66 Ча (4) 


ар. СЪ аб’ с’ 
ай `с@ аа‘ 


Говорю, что тода два друпя уравношя будуть уже слъд- 
стеями этоо. Такимъ образомъ одно изг трежь уравнений (А). 
заключаеть в5 себь два друия. ПовЪрить это можно посредствомъ 
вычисленя. Но гораздо легче воспользоваться для доказательства 
этого свойства ангармонической функц геометрическими сообра- 
_ женями. 
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Помфстимъ дв прямыя, на которыхъ находятся двз разсма- 
триваемыя системы точекъ, такимъ образомъ, чтобы двф соотвзт- 
ственныя Точки 4, 4’ слились въ одну точку 0; проведемъ пря- 
мыя 04’, 09’, сс’; эти три прямыя пройдутъ черезъ одну и ту же 
точку. ДЪйствительно, положимъ, что 5’, есть точка пересЗчения 
двухъ первыхъ аа’и 65’. Проведемь 5Р и 5; положимъ; что %, 
встр®чаетъ прямую а’’с’ въ: на основани вышеприведеннаго 
предложеная Паппа будемъ имЪть 


ве, бе аа. 0. 
050 ар` Ув’ 


допустимъ, что имЗетъ м$Зето первое изъ уравнений (4); встав- 
ляя въ него О вмЪсто 4 и сравнивая съ послднимъ уравнен1емъ, 
увидимъ, что точка у совпадаеть съ с“. Откуда слБдуетъ, что 
три прямыя аа’, 66’, сс’ проходятъ черезъ одну и туже точку 5. . 

Разсматривая четыре прямыя 5аа’”, 550’, и 50), перес$ченныя 
двумя трансверсалями абс), а’5’с0), мы на основан1и предложеня 
Паппа заключимъ, что два послБдея изъ уравнений (4) также 
справедливы. 

Такимъ образомъ каждое изъ уравненй (А) ведетъ за собою 
два друмя. 

Поэтому равенство ангармоническихъ отношен!й въ двухъ си- 
стемахъ четырехъ точекъ, соотв$тетвующихъ другъ другу попар- 
но, можетъ быть выражено тремя способами, изъ которыхъ каж- 
дый завлючаетъ въ себЪ остальные. 

На этомъ важномъ свойств ангармонической функц!и будетъ 
основано много полезныхъ приложений. 

Такъ, напримЪръ, изъ него прямо слЪдуетъ, что каждое изъ се- 
ми уравнен!й, выражающихъь инволюц!онное соотношене между 
шестью точками, заключаетъ въ себф шесть остальныхъ. 

Равенство ангармоническихъ отношенй двухъ системъ четы- 
рехъ точекъ можеть быть также выражено посредствомъ трехчлен- 
ныхъ уравнен1й, которыя часто бываютъ полезны. 

Такъ, кромВ трехъ уравнений (4), имемъ еще сл$дуюшия: 


7 
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а авы 9? (В 


’^’ 7 
а аНе Бет 

Каждое изъ этихъ трехъ уравнен!й, выражая равенство ангар- 
моническихъ отношенй въ двухъ системахъ точекъ, заключаетъ 
въ себ два другля и три прежня. 

Однимъ словомъ, каждое изъ шести уравненй (А) и (В) за- 
ключаетъ въ себЪ паять остальныхъ. 

Доказать уравнен1я (В) нетрудно. Первое, напримЗръ., всл$д- 
ств1е третьяго изъ уравненй (А), принимаетъ видъ: 


ас 26.48, Г! 
аа’ тада‘ > 


—=1; 

остается доказать это уравнене. Для этого сдфлаемъ перспектив- 
ное проложене прямой абс на другую прямую такимъ образомъ, 
чтобы перспектива точки 4 была въ безконечности; пусть а, В, 1 
будутъ перспективы точекъ а, 6, с; такъ какъ ангармоническая 
функця проэктивна, мы будемъ имЪть: 


и наше уравнен!е обратится въ 


р =, или Ва- ау=Вт. 


Но это есть тождественное соотношеше между тремя точками _ 
В, а, т, если предположимъ, что онЪ расположены въ томъ же поряд- 
ЕЪ, какъ написаны. 

“Такимъ образомъ уравнен1я (В) доказаны. 
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Замфтимъ, что уравнен1е, написанное выше, обращается, по 
уничтожен1и знаменателей, въ 


аб. с4— ас. ва-6с. а4д—=0 


и представляетъ общее соотношен1е между какими-нибудь четырь- 
мя точками, лежащими на одной прямой. 

Соотношен1е это было доказано Эйлеромъ алгебраически и гео- 
мегрически. Первый способъ доказательства состоить въ томъ, 
что выЪсто нфкоторыхъ множителей вставляются ихъ выраженя 
ь Функщи другихь и такимъ образомъ уравнен!е обращается въ 
тождество. При второмъ доказалельствЪ составляется чзертежуъ, 
изображающий три прямоугольника, входяцие въ уравнеше. и лег- 
ко обнаруживается, что одинъ изь нихъ равенъ суммЪ двухъ 
другихъ (Цетербургсме № Соттешаги, томь 1, 1747 и 1748 
года. Уагше детопятанопез @сотейчеае). 

Понселе также доказалъ это соотношене въ Метоите зиг [е; 
сетгез 4ез тоуеппез пагтотщциез. (1опгпа]! уоп СтеШе, 6 Ш, 
р. 269). | 

По отношен!ю къ четыремъ прямымъ, исходящимъ изъ одной 
точки, кругь имБетъ свойство, сходное съ тфмъ, которое принад- 
лежить двумъ ипрямымъ трансверсалямъ и которое выражается. 
уравнен!ями (А) и (В). 

Это свойство состоитъ въ томъ, что 

Если четыре: прямыя, исходяиия изз одной точки, встрт- 
чаютв окружность: первая в5 а, а’, вторая сз 6, 9’, третья вв 
с,’ и четвертая вз 4, Ф, то получается соотношете 


. . | . 1 . 1 
ят—са зто аа эт са $т — 4’а’ 


2 _ у 2 , у. 
Е с и 
зто сб 6-5. 46 $ 5 с’б $т-- 46 


Это уравнеше соотвзтствуетъ первому изъ уравнений (А). Та- 
кимъ же образомъ получимъ уравнен1я подобныя двумъ другимъ 
уравнениямъ (4) и три уравнен1я; иодобныя уравнен1ямъ (В). 

Это свойство круга ведетъь ко многимъ новымъ предложенямъ. 

Мы приглашаемъ геометровъ обратить полное внимане на по- 
нят!е объ анармоническомь отношения, которое, несмотря на то, 


` 
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что оно весьма элементарно, можеть быть въ высшей степени. по- 
лезно при множествЪ геометрическихъ изсл$дован1й, гдф оно бу- 
деть доставлять легкмя и возможно простыя доказательства. Мы 
воспользуемся имъ въ Примфчани Х объ инволющи шести точекъ 
и въ Прим чаняхъ ХУи ХУГ для доказательства, можно сказать въ 
нЪсколькихЪ словахъ, самыхъ общихъ свойствъ коническихъ с%чен!й. 

Не менфе будетъь полезна эта теоря и въ геометрии трехъ 
изм фревий. 

Для примфра предложимъ себЪ доказать двоякое образован!е 
помош1ю прямой лини гиперболоида съ одною полостью, что мо- 
жетъ быть выражено слЗдующими словами: 

Поверхность, образуемая движущеюся прямою, опирающеюся 
на три неподвижныя прямыя, можеть быть образуема друшмь 
06]2а30М5. именно движешемь прямой, опирающейся на три по- 
ложения первой. образующей; поверхность эта имъеть свойство 
пересткаться со всякою плоскостявю по коническому съичешю. 

Первая часть этого предложен1я основывается на слЗдующихъ 
двухъ леммахъ, изъ которыхъ одна есть взаимная другой, и ко- 
торыя обЪ настолько важны, что ихъ можно разсматривать какъ 
особыя теоремы. . 

Теорема Т. Ёсли изь четыретёь прямыгть каждая опирается на 
три неподвижныя прямыя, расположенныя какимз уодно обра- 
30.45 65 пространству, то авармоническое отношеве отрьзковь, 
образуемых имн на одной изь этихь трехь .прямыхе, равно ан- 
‚армоническому отношеню отртзковх, образуемых на каждой 
и35 двуть друитв. | 

Нусть 2, К, [” будуть три данныя лини в$ пространств; 
а, 6, с, (— точки пересфченя прямыхь А, В, С, О) съ лишею 
Га, |. с, ФТ иа’, $", с", 1’— точки перес$чен1я тфхъ же 
прямыхъ съ [и [". Говорю, что ангармоническое отношен!е для 
точекъ а. в, с, {и для точекъ а’, Г", с’, 4’ одинаково. ДЗйстви- 
тельно, какъ то такъ и другое изъ этихъ ангармоническихъ отно- 
шен!й равно ангармоническому отношен!ю четырехъ плоскостей, 
.‚ которыя ве пересФкатся по лиши [” и проходятъ соотвфтствен- 
но перезь четыре прямыя А, В, С, В. СлБдовательно оба ангар- 
моническая отношен1я одинаковы. 
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Теорема П. Обратно: Если четыре прямыя пересткаются сз 
двумя неподвижными прямыми в5 пространствь так, что 
анармоническя отно@еня ‚отрьзковз, образуемых на этижь 
двуть прямых», одиниковы, то оспкая прямая, опирающаяся на три 
изь этить‘четыреть прямыхь, необходимо пересьчется четвертою. 

Пусть Ё, Г” будуть двЪ неподвижныя прямыя въ пространств 
и пусть прямыя А, В, С, В пересВкають первую въ точкахъ а, 6, 
с, 4, а вторую въ а’, #', с, Т такъ, чзо при этомь: 


са. Ча _ са’ Фа’ 
4 би ЧЬ? 


надобно доказать, что эти четыре прямыя таковы, что всякая 
прямая [”, опирающаяся на три изъ нихъ А, В. (С, необходимо 
- встрЪтится съ четвертою ВР. . | 
Для этого черезъ точку 4 прямой Д[ проведемъ прямую /[”, 
опирающуюся на прямыя С’ и Г”; пусть 5", 5” будуть точки пере- 
сЪченля ея съ Г’, [". Такъ какъ четыре прямыя 4,8, С,” опирают- 
ся на три прямыя Ё, Г’ Г”, то на основани ‚теоремы 1 имфемъ: 


са аа = ‚ ба’ 
$ 4 сб ` 55 


Сравнивая это уравнен!е съ предыдущимь, видимъ, что точка 5', со- 
впадаетъ съ 4. Слфдовательно прямая Д’, проведенная черезъ точ- 
ку 4 попирающаяся на [’и Г”. есть ничто иное, какъ прямая Л. 
Поэтому прямая Ё”, опирающаяся на А, В, С, пересЪкается съ 
р. Такимъ образомъ теорема доказайа. 

Представимъ себЪ теперь три прямыя Г. Г’, [" въ пространетв® 
и пусть А, В, С, О ит. д. будутъ различныя положешя движу- 
щейся прямой, опирающейся на эти три прямыя: говорю, что вся- 
кая прямая М, опирающанся на А, В, С, необходимо пересЪчет- 
ся съ. ДЪйствительно, прямыя 4 В, С, р, на основан1и теоремы Т, 
образуютъ на Д, Г’ отрфзки апгармоничесыя отношен1я которыхъ 
равны, ип потому, вел детв1е теоремы П, всякая прямая, опираю- 
щаяся на три изъ этихъ прямыхъ, необходимо пересфчется съ 
четвертою. 
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Итакъ: #01да движущаяся прямая опирается на Три Чеподвиж- 
ныя прямыя, то всякая прямая, бпирающаяся на три положешя 
движущейся прямой, пересъчется со всвмидругими положейямигея. 

'Вь этомъ соетоитъ первая часть предложенной теоремы. 

Для доказательства второй части ’разсмотримъ какую нибудь 
сфкущую плоскость, встрёчающуюбя съ прямыми Г, [' въ точ- 
кахъ ^, № и съ прямыми А, В, С, О въ точкахъ а. В, 1, 6: Эти 
шесть точекъ лежатъ ‘на кривой перес$ченйя поверхности съ пло- 

- скостю. Надобно доказать, что онЪ находятся на ‘кбничебкомъ 
сфчени. Для этого достаточно обнаружить, соглаено ‘съ общимъ 
свойствомъ коническихъ сБченй, которое будетъ доказано ‘въ При- 
мБчани ХУ, что ангармоническое отношен1е четырехъ прямыхь, 
соединяющихъ а, В, 1, 8, СЪ точкою Х, равно ангармоничесвкому 
отношеню четырехъ прямыхъ, сбединяющихъ тф Же ‘точки съ )”. 
Но ангармоническое отношен!е четырехь ‘ирямыхъ-Аа, В, №), №6 
принадлежить лакже ‘четыремъ пиобкостямь, провеленнымъ Черезь 
Г и пересфкающимся ‘съ с Фкущею плоскостью Но ’ЭТимЪ "прямымъ; 
ангармоническое отнопене плоскостей въ свою очередь принад- 
лежитъь четыремъ точкамъ, въ которыхъ прямыя А, В, С, 0, 
лежащая въ этихъ илоскостяхъ, встрфчаются съ прямою [’. По- 
добнымъ же образомъ ангармоническое отношен1е четырехъ пря- 
мыхь ^&, )'вВ, ХТ, № равно ангармоническому отношеню четы- 
рехъ точекъ пересЪченя прямыхь Х. В, С, `0 съ прямою С. Но 
эти два ангармоническя отношения точекъ встрфчи прямыхъ А, В, 
С, Ось Ги [' равны между собою (теорема Г): слфдовательно 
четыре прямыя \а, В, Ат. ^б и четыре пря\ня ^’«, ХВ, №у, №6 
имЪютъ равныя ангармоническя отношеня. Ноэтойу шеёть *0- 
чекъ х, В, у. 6, ^, Х лежать на коническомъ сЗчёнш, Отсюха 
заключаемъ, что с$чене поверхности всякою плоскосттю есть ко- 
ническое сЗченте. Что-и слФдовало доказать. 

Такимъ образомъ теорема о двоякомъ образован гиперболо- 
ида съ одною полостю движенемъ прямой лини доказана впол- 
иф и притомъ помошию созертенно элементарньхь геометриче- 
скихъ соображений. 

Въ анализ доказываютъ, что прямыя. проведенных черезъ какую- 
нибудь точку пространства параллельно образующим гиперболоида, 
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образуютъ конусъ. втораю порядка. Теорля ангармоническаго 
отношен1я даетъ чрезвычайно простое хоказательство и для этого 
предложен1я. Достаточно для этого прим$ нить къ с$чен1ю конуса 
плоскост1ю т$ же разсужден!я. которыя мы только что употребили 
для плоскаго сЪченя гиперболоида; легко обнаружится, что это с3- 
чен1е есть также кривая втораго порядка. 

Слюдствае. Теорема ТГ. разсматриваемая по отношеню къ ги- 
перболоиду, выражаеть слфдующее свойство этой поверхности: 

Вё зиперболоидь сх одною полостию четыре образующия одното 
рода опредъляють на какой нибудь образующей вторазю рода че- 
тыре отртъзка, авармоническое отношеше которых сотраняеть 
одинаковую величину, каково бы ни было положевме этой обра- 
зующей вторазо рода. 

Если, напримЪръ, а, 6, с, 4 будуть точки, въ которыхъ четыре 
образующия перваго рода А, В, С, Ю встр$чаютъ образующую 
втораго рода рис, 9’, с. 4’ точки ветр№чи тЪхъ же образую- 
щихъ перваго рода съ другою образующею втораго рода /’, то 


са, Часа, Фа 
сб 46 сб `аь’ 


Это уравнеме можно написать въ такомъ вид%: 


6-е ‘(14,8 еб об Поет. 


са са’ [аа Фа’ са с’а’ 
: Или 
) 
Это можно выразить такъ: если имъемь четыре ольникь аа’ и 
раздьлимз противоположныя стороны ео аб, &'’ в5 точкать с, с 
такз. чтобы | 


са Пост. 
сб с'б’` | 
то прямая. сс’ образуетз иитерболоидз сь одною полостью 

Мы еще прежде доказали другимъ способомъ это свойство гипер- 
болоида, служившее до сихъ поръ для доказательства дволкаго 
образован1я этой поверхности. (Соггезропдатсе зи" Гвсое роу- 
{есйтицие, 1. П,р. 446). 
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ПРИМВЧАНТЕ Х. 


(Первая эпоха. т' 54.) 
Теорля инволюши шести точекъ. 


1. Мы раздФлимъ это примЗчане на двЪ части. Въ первой 
изложимъь уже извЪетныя свойства инволющи шести точекъ. 
Во второй же дадимъ новыя выраженя инволющи, которыя, какъ 
намъ кажется, могутъ упростить эту теорлю и расширить ея при 
ложевя. 


Первая часть. 


2. Когда шесть точекъ, лежаанихъ на прямой лини и соотвЪт- 
ствующихъ другъ другу попарно, напр. Аи 4’ иВи В, СиС’, 
образуютъ между собою таюме отр$зки, что существуетъь соотношенле: 


СА. СА’ СА. С'А' 
СВ. СВ СВ. СВ” 


то говорять, что эти шесть точекь находятся въ инволющ и 
соотвЪ1етвующия другь другу точки называются сопряженными. 

3. Шесть точекъ въ инволющи обладаютъ двоякаго рода свой- 
ствами, изъ которыхъ одни мы называемъ ариометическими. по- 
тому что они состоятъ въ соотношенляхъ между различными от- 
рЪзками, заключающимися между этими точками; другя свойства 
мы назовемъь ометрическими, потому что они относятся къ 
извЪетнимь фигурамъ, которыя можно построить на этихъ шести 
точкахь, или въ которыхъ обнаруживается инволюшя шести 
точекъ. 
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Свойства ариеметическля. 


4. Предыдущее уравнеше приводитъ къ двумъ слвлующимт: 


ВА, ВА’. В’. ВА! 
86. В(’_ 0. ВО 

(А) 
АВ. АВ’ АВ. АВ" 
АС. 40’ АС. АС, 


Такимъ образомъ каждое изъ трехъ уравнев!й (А) заключаеть 
вЪ себЪ два друмя. 

5. Свойство шести точекъ быть въ инволюши можетъ быть 
выражено уравнен1емъ, содержащимъ только шесть изъ образу- 
емыхЪ имъ отр%зковъ, именно: 


АВ’. ВС’. СА’—АС.. СВ’. ВА’, 


ИЛИ 
АВ" ВС. СА’-АС. СВ, ВА’, 
| (В) 
ИЛИ 
АВ. ВС". СА’-АС". СВ. ВА. 
ИЛИ 


АВ. Б’С. СА’-АС. СВ. В’А”, 


Такимъ образомъ каждое изъ уравнешй (Й; выражаетъ инво_ 
люцю шести точекъ и ведетъ за собою три друмя. 

6. Уравненя (В) легко выводятся изъ уравневй (А) поеред 
ствомъ ‚перемножен!я; и обратиа. послднйя также легко выводят 
ся изъ, уравнений (В). Но такъ какъ каждое изъ этихъ семи уравнений 
само по себЪ выражаеть инволющю, то необходимо, также, чтобы 
изъ каждаго уравненя могли, быть выведены остальныя уравнен!я 
той же группы, т. е. изъ одпото уравяен1я ГА) два другя ий изъ 
одного.  уравненшя (В)—три остальныя, И дВйствительно, этого 
можно достигнуть вычисленемъ, ‚амЪняя вадлежащимт, образомь , 
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различные отрзки, входяцце въ составъ разсматриваемаго урав- 
нен!я. Но иодобное подтверждене а розетот! приходится лфлать 
ощуйью; оно продолжительно и вовсе не изящно. 

Поэтому, для доказательства, что каждое изъ семи уравнен!й 
(А) и (В) заключаетъ въ себ шесть другихъ, пользуются оДНИМЪ 
геометрическимь свойствомъ шести точекъ въ инволющи, именно 
тЪмъ, что черезъ нихъ можно провести четыре стороны и двЪ д!а- 
гонали четыреугольника. Такъ поступали Браншонъ и Понселе. 

Мы нашли, что понят1е объ атармоническом отнощенги четырёхь 
точекъ ведетъ къ болфе прямому и еще боле простому доказа- 
тельству и лоставляеть много другихЪ соотношен!й, которыя также 
какъ уравненя (А) и (№); будуть имфть свою долю пользы. Объ 
этомъ предмет мы будемъ говорить во второй части `настоящаго 
Примфчашя. 

т. Уравнен!я (А) между восемью отрфзками составляются очень 
просто. Но не такъ легко съ первато взгляда замфтить и выра- 
зи?ь составъ уравненй (№), въ каждое изъ которых ВХОДЯТЬ толь- 
ко шесть отрфзковъ. Вотъ правило, которое, намъ‘ кажется, безъ 
большаго труда можно удержать въ памяти. 

Возьмемъ три точки А, В, С, принадлежапия къ тремъ па- 
рамъ; каждая изъ нихъ зъ совокупности съ точками, сопряженными 
двумъ другимъ, опредВляеть два отрЪзка; такихъ ‘отрЪзковъ бу- 
детъ слЪдовательно шесть; произведене трель изз этить отртьзкова, | 
но имьющихь общить конечиыть точекз, равно произведению 
тре остальных». 

3. Разсмотримъ четвертую пару соиряженныхъ точекъ Ди 1" 
и положимъ, что онЪ составляютъ инволющю съ четырьмя точ- 
ками А, А’и В, В"; будемъ имЪть уравнеше 


АВ. АВ" _А’В. А’ 
Ар. 40’ #0. А. 


Сравнивая это уравнене съ третьимъ изъ уравнешй (А), найдемъ: 


АС. АС’ А’С. АС: 
Ар. А АТ. АТ 
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Это показываетъ, что шесть точекъь А, А’, С, Си В, И на- 
ходятея въ инволюшщи. 


Отсюда проистекаеть слфдующее общее свойство иНВОлюЩИ. 


шести точектъ: 
Если на прямой лини имтъемь иъсколько парё точекъ, изё ко- 


торыхь двъ первыя поры составляють инволющю 65 каждою) 
из5 остальныхь, то камя у0одно три пары также состазляють 
инволюию. 

Эта теорема ведетъ ко‘ многимъ слФдетвямъ, весьма важнымъ 
для теори инволющи. 

9. Вотъ, напримфръ, одно изъ слЪдетвий, ведущихъ къ нолез- 
нымъ приложенямъ. 

Если на прямой лими имвемь четыре пары точекз, изё кото- 
рыть каждыя три пары образують инволюцию, то атармоническое 
отношеше четырехз точекь, принадлежащих четырем параме, 
равно авармоническому отношешю четырехь остальных точекз. 

Это значить, что для четырехъ паръ Аи А’, Ви В’, СиС. р 
и 0` будемъ имЪть 


ДЪйствительно, три изрвыя пары образуютъ, какъ сказано, инзо- 
яющю, а потому (уравненя В): 


АС АС. АВ’. 


чаю НЫ ВЕТРА 


ВС ВС‘ АВ, 


точно также, велЪдетме инволющши трехъ паръ АиА’. Вий’, И 
и 0’, будемъ имЪть: 


д0_А В 
Вр В)’ АВ’ 


_- 


ДЪля почленно эти уравнен!я, получимъ то, которое доказываемъ. 
10. ИзелВдуемъ н%которые частные случап пнволюцит шести 
точекъ. 


Ра 
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Если предположимъ, что двЪ точки С, С’ сливаются въ одну, 
которую означимъ черезь Ё,то уравнен!я (А; и (№) обратятся 
въ слздующ!я четыре: 


АВ. АВ’ _ АЕ 
А’В. А’В® АЕ? 
ВА. ВА’ ВЕ 


РА. ВА ВЕ 


ЕА. ЕВ _ АВ 
ВА’. ЕВ А’В’ 


БА’. ЕВ АВ’ 
Е.ЕВ АВ 


Каждое изъ этихъ четырехъ уравнен1й заключаетт въ себЪ три 
остальныя. ° 


Дезарг®, который изслЪдоваль этотъ случай, мазвалъ его инео- 
лющею пяти точекъ. 

Мы будемъ называть точку Ё—0войною точкою. 

11. Предположимт теперь. что точка (” удалена въ безконеч- 
ность и сопряженную ‘ей точку означимъ, вм\фсто С, черезь (); 
уравненя (А) и (В) обратятея въ слЗдуюпия: 

ПА. О’=ОВ. ОВ’ 
ВА. ВА ВО 
В’А. В'А’ ВО 
АВ. АВ АО 
А’В. А’В' А’О` 

АВ’ ОВ’ 
АВ ОА’ 
АВ’ ОА 
А’В ОВ 
АВ ОВ 
4'В ОА’ 
АВ ОА 
АВ’ ОВ’ 
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Каждое изБ’эТихЪ семи’ уравнен!й ‘заключать въ себф шесть 
другикъ ‘и’ въ’ отдЪЛьностй’ выражяеть инвболющю плти точекъ’ 
А, А’, В. В' и О. Характеристическая особенность точки’ О со- 
стоитъ въ томъ, что ея сопряженная точка находится въ безко- 
нечности. 

Мы назовемъ эту точку центральною точкою двухъ паръ А, А" 
и В, В’. | 

Положене центральной“ точки опрёджлено каждымъ изъ семп 
предыдущихъ уравнен!й. Первое изъ нихъ показываетъ, что про- 
изведеве разстояти этой точки отё-двужь первыть сопряжен- 
нытз точекз равно п} оизведеню разстояши ея отз двутё дули 
сопряженных точек»; изъ этого“ предядженля мы выведемъ сей- 
часъ замфчательное свойств@ ‘ино, шести точекъ. 

12. Пусть А, А’, В, Ви (, С’ будуть шесть точекъ и О цен- 
тральняЯ” точка, ` по ‘отношению ’кЪ первымъ четырёмъ, такъ‘ что 
ОА.ОА’=0)В.О В’. Назовемъ на одно мгновене черезъ О’ сопряжен- 
ную ей ‘точку, находящуюся въ безконечности. Шесть точекъ А, 
А’, В, В' и О, О’ составляютъ ИНВОЛЮЩИЮ. Поэтому изъ теоремы 
п? 8 слЪдуетъ, что дв% пары С, С'’и О, 0’ образуютъ инволюцщ!ю съ 
каждою’ изъ’ двухЪ другихъ паръ, наприм ръ съ А, А’; СлЪдова- 
тельно точка О есть такжб ‘центральная для двухъ паръ А, А’и 
С. С’. Такимъ образомъ получаемь ОА. ОА’=ОС. ОС’. Но мы 
уже имфли ОА. О4’=0В: ОВ” и ‘потому можемъ высказать такую 
теорему: 

Кода три`пары точека `составляють инволющю, то вседа 
существует такая точка“для которой произведеня ев разсто- 
ян/й 011 двухь точекз каждой пазы одинаковы. 

Обратно: Ёсли на прямой лими будемь брать пары точекв, 
для которыгь произведенче разстояши отз какон-инбудь непо- 
движкой тоики О этой прямой постоянио, то три пары такихть 
точек» будутз в5 инволющи. | 

Если первыя точки будутъ при этомъ взяты по одну сторону 
точки (). то также точно надобно брать и двф другя пары, чтобы 
произведенйя ихъ разетоян1й имЪли одинаковый знакъ; тоже нуж - 
но замфтить и въ такомъ случа, когда двЪ первыя точки берут- 
ся съ противоположныхъ сторонъ точки (3. 
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Прибавленте: 
12 $15). Изъ теоремы .72° 19 слфяуетъ, что, если ‘три пары течекъ: 
А, 4’, В, Вни С, С’ гармонически сонражены относительно. двухъ» 
постоянныхь точекъ #; Р, то шесть. точенъ А; А’, В,,В’, С, 
(’ находятея въ. инволюн. 
ДЪйетвительно. пусть. ()будетъ : средина- отр®зка А, ‚тогда: 


ОА. ОА’, ОВ: ОВ’= ОЕ, ОС ОС’=ОЕ». 


СлЪдовательно шесть точекъ 4, А’, В; В’, С, С’ составаяютъ 
инволюц!ю (72° 12). 

13. Предыдущая теорема еще не обратила, кажется, достаточнаго 
вниманя тзхъ, кто писалъ объ этомъ предметВ; но по моему мн?- 
н1ю, она выражаетъ самое простое свойство инволющи шести то- 
чекъ; въ большинствВ геометрическихъ изыскан!й инволюцщ1я обна - 
руживается посредствомъ этого именно свойства. 

Точку О, разсматриваемую. относительно шести 'гочекъ въ инво- 
люцш, мы будемъ называть центральною точкою пнволющи. 

14., Центральная точка сстественнымъ образомъ ведетъ къ 060и- 
нымь точкамъ, о которыхъ мы уже говорили, и пПоказываетъ, что 
эти точки могутъ быть мнимыми. 

Въ самомъ дДЪлЪ, пусть А, А’, В, В’ будутъ четыре первыя 
точки инволющи. Ихъ достаточно для опредфлен1я центральной 
точки (). Если двЪ точки А, А’ лежатъ по одну сторону точки (), то 
также будутъ лежать точки В, В’ и двЪ друмя точки С, С’, 
дополняющя ИНВОлЮНЮ. Поэтому можно предположить, что ДВЪ 
послФдюя точки сливаются въ одну, которую мы означимъ черезъ 
Е; для впредфлен!я этой точки нолучаемъ уравнене 


ОА (04'=0В. ОВ’ О. 


Точка Ё можетъ быть взята и съ той и съ другой стороны 
относительно О и слЪдовательно подобныхъ точекъ будетъ двЪ. 

Итакъ, если даны четыре’ первыя точки 4,, А’ и В, В’, то 
инволюн!я Двоякимь образомъ можетъ быть пополнена пятою 
точкою, которая разсматривается какъ двойная. 

Но если предположимъ. что двз первыя точки А, А’ лежатъ 
по разныя стороны точки (), то будетъ то же самое для точект В, 6" 
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и С, С’, лополняющихъ инволющю; по этому дв послздьйя точ- 
ки никогда не могутъ совпадать. Такимъ образомъ въ этомъ слу 
чаз не существуетъь двеойныхь точекъ; анализъ далъ бы для по- 
строен1я ихъ мнимое выражене. 

15. Пусть 4, А’, В, В’ и С, С’ будуть шесть точекъ въ инво- 
лющи “и положимъ, что двЪ первыя точки находятся по одну сто- 
рону центральной точки (0; можно найти двЪ точки Еи Р, лежа- 
пля по ту и другую сторону отъ точки О, для которыхъ 


ОЕ = ОР = ОА. ОЛ. 


Это лвойное равенство показываетъ, что точки Ё, Ё суть 
гармонически сопряженныя ‘относительно двухъ точекъ 4, А’. 
Но мы имЪемъ въ то же время | 


ОР= ОЕ =0В. ОБ’; 


поэтому точки й, Г также гармонически сопряженния относитель- 
но В. В’, и такимъ же образомъ слфдовательно относительно С, 
('. Отсюда проистекаетъь слФдующее. уже извЪстное, свойство 
инволюцш шести точекъ: вуществуютз двь точки зармонически 
сопряженныл относительно двужь точек каждой изь треть 
пауз. составляющихе инволюшю. Эти двЪ точки лежатъ по ту 
и по другую сторону отъ центральной точки и на одинаковомъ 
разстояни отъ нея. ОнЪ мотутъ впрочемъ быть мнимыми. 

16. Не трудно видЪть, что если точки В, В’ лежатъ обЪ вну- 
три отрЪзка АА’, или обф внЪ этого отрЪзка, то двойныя точки 
Е,Г будутъ дЪйствительныя. 

Наоборотъ. если одна изъ точекъ В,В’ будеть лежать на отр%з- 
кВ АА’, а другая на его продолжени, то лвойныя точки будутъ 
МНИМЫЯ. 

Въ самомъ дЪлЪ, въ первомь случаЪ точка О. которая всегда 
дЪъйствительна, очевидно, будеть лежать внЪ отр®зковъ АД’, В/’, 
иначе уравнене (А.()А’=ОВ. ОВ’ не могло бы имть мЪета;_ 
поэтому точки А,А’ будуть находиться по одну сторону отъ О 
и слфдовательно дв точки Е,Р будуть дЪйствительныя. 
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Во второмъ случа точка О будеть, очевидно, лежать на общей 
части отрЪзковъ АА’, ВВ’; точки А,А’ будуть на разныхь сторо- 
ронахъ оть 0 и слВдовательно точки Ё,ЁР будуть мнимыя 3). 

17. ДвФ точки ЁЙ,Г обладаютъ другимь характеристическимъ 
свойствомъ, которое было доказано Аполлонемъ въ его сочинени 
Че зесро те Чо етттаю, какъ это видно изъ предложений 61, 62 

- и 64 седьмой книги Математическаго Собраня Наппа; свойство 
это состоигь въ томъ, что отношеве 


ВВ ЕВ | И рв РБ 


- ЕА. ВА’ ГА. РВ 
есть татипит, или питипит. Это значитъ, что если возьмемъ 
какую-нибудь другую точку т, то отношеше 


тА. тА! 
т В. т В’ 


достигаеть палийит, или тпитит, когда точка т сливается съ 
одною изъ точекъ Ё,Ё, гармоначески сопряженных какъ отно-. 
‚сительно А, А’, такъ и относительно В, В’. 

18. ДвЪ пары точекъ А,А’. и В,В’и ихъ центральная точка 
О нмзютъ еще слфдующее свойство, которое доказано у Папна 
(предложения 45, 46,..... и 56 седьмой книги Математическаго 
Собрашя ): | 

Если на прямой АВ, или на ев продолжеши, вовьмемь какуп- 
нибудь точку т, то вседа будем имъть соотношеве 


` 


пА. пА’—тВ тб’ = АВА’ В). тО. 


пииинодирияноч 


23а 


31, Понселе для такого же изслФдованя точекъ Ё,Ё употребилъ другой 
способъ, воспользовавшись геомстрическимь построешемъ, служащим для 
опред$лен1я этихъ точекъ (См. Ггайе 4ез Ртгортеез ргорес вез, р. 291). 
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‚Если возьмемь средины а, в отуфзковъь АГ’, ВВ’, то этою с0- 
отношеню приметъ такой видъ: 


тА. тА’—тВ. тв’ = 38. тО. 


19. Преднологая, что ‘точка т сливается послфдовательно съ &, 
А’, В,Б’, получимъ, кавъ частные случам, соотношен1я между ПЯТЬЮ 
точками А,А’, №,В’и О, которыя также ‘были доказаны Цаппомъ 
въ предложешяхъ 41, 42 и 43. | 


Свойства геометрическя. 


20. Самое древнее геометрическое свойство инволющи шести 
точекъ находимъ у Паппа въ 130-мъ предложени седВмой книги, 
изъ котораго видно, что если четыре стороны и дв длагонали 
четыреугольника пересфчены какою-нибудь сфкущею въ шести 
точкахъ А, А’, В, В'и С.С’, изъ которыхъ дв первыя относятся 
къ двумъ протнвоположнымъ сторенамъ, двЪ слЗдуюния къ дру- 
гимъ двумъ  противоположнымь  сторонамъ, наконецьъ  двъЪ 
послфдн!я къ двумъь дЛагоналямьъ, то отрзки, получаемыя между 
этими точками, удовлетворяютъ уравнен1лямъ (РВ). 

Изъ этого предложентя ‘очевидно слЪдуетъ, что‘и обратно, если 
одно изъ уравненй (В) имфегь м$ето, то черезь шесть точек 
можно провести четыре стороны и дв давонали четьиреуголь. 
ника; а отсюда заключаемь, что тогда, ‘на основан предложения 
Наппа, и три остальныя уравнентя (№) булетъ удовлетворятьея. 

Вотъ кажимъ образомъ при помощи геометрическаго предложентя 
Панпа доказывается ариометическое свойство инволющши шести 
точекъ, ‘состоящее въ томъ, что каждое изъ уравненй (В) 
заключает въ себ остельныя. 

Такъ какъ оть сочетаня этихъ уравнен!й толучаются прямо 
уравнен1я (А), то въ этомъ же предложен Напиа заключается 
доказательство того, что шесть точекь пересфчентя произвольной 
сЗкущей съ четырьмя сторонами и двумя ллагоналями четыреуголь- 
ника Утовлетворяють соотношензямъ, выраженным уравнен1ями (А). 

21. Доказательство теоремы Панпа не трудно; но, пользуясь 
ТВмъ, что инволюшонное отношенте ипроективно, можно еще боле 
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упростить это довазательетво, - пролатая четыреугольникъ „такъ,_ 
что, бы онъ обратился въ параллелограммъ. 

Такимъ способомъ доказалъ эту теорему Браншонъ въ мемузрЪ 
© кривыхъ втораго порядка. 

22. Соотношевая (.4) между восемью, отрЪзками небыли, кажет- 
ся, извфетны ‚Павлу. Между его предложетями о четыреугольникЪ, 
церес$ченномъ трансверсалью, есть только одно, ‚принадлежащее 
БЪ этимъ содтношенямъ: это оцинъ изв частныхь случаевъ. СЖ-. 
‚кущая проводится черезъ точку встрЪзчи противололожеыхь ©то- 
ронъ параллельно одной изъ дагонадей (предложене 133). Два 
предылуния предложен1я можно также разсматривать, какъ част- 
ные случаи соотношенай (А); но такъ ‘какъ они сд$дують тотчасъ 
послЪ предложен!я 130 и составляютъ также его частные случаи. 
то мы Должны отнести ихъ къ этому предложеню и ‚разематри- 
вать кавъ слёдодия соотношений (В), ` выраженныхь въ этомъ 
130-мъ предложенли. 

23. Уравнен!я (А) стали, кажется, извЪстны не ранфе Дезарга: 
этотъ геометръ ими именно ‚характеризоваль цнеолюцго шести 
точекь по поводу сл$дующей прекрасной теоремы, вотарая сдфла- 
лась такъ плодотворна въ новфйшей геометри, именно: 

Если четыреурюдльникь вписана в5 каническое сьъчмеше, то точьи 
пересьиеая какой-нибудь гоьущей сз вкривою и сё иотырьмя 
сларона-ии четыреуюльника находятся в5 инволюцаш. 

Эту теорему очень легко доказать посредствомъ простыахъ гео- 
метрическихъ сображенй *). 

24. Изъ нея послЪдоватедьно выводятся двЪ слфлуюдин, 0о- 
лЪе обцаи, теоремы. | 

Два коническая сьъченя ‘описаны около четыреуродьникл; про 
ведем: какую-нибудь съкущую, встрючающуюся в5 четырегь 
204к%5 с5 двумя противоположными сторонами иетыреугольика: 
эти шссть`тоцеке будущз в инволющие. 

Всякая спкущая переськается с» туемя коническими сьчешя ии 
описанными около одною и пило же четиреуроленикд, вё иистни 
точках, составляющие инволю ню, 


33) См. Примфчане ХУ. 
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Эти дв теоремы представляютъ, какъ мы видимъ, обобщене 
теоремы Дезарга, которая вытекаеть изъ нихъ, какъ сл$детше. 
Он} были въ первый разъ доказаны аналитически Штурмомъ. 33). 

25. НПосл$дняя теорема можеть служить пля доказательства 
многихь свойству, названныхъ нами арио иеотическими свойствами 
инволющи шести точекъ. Для этого, кром$ трехъ первыхЪъ кони- 
ческихъ сфченй, можно разематривать еше ‘различныя друмя 
коническ1я СЪченя, проходянйя черезь т же четыре точки; 
каждое изъ нихъ будетъ опредЪляться пятымъ условемъ. Если 
проведемъ коническое сфчен!е, которое при этомъ касается сЗку- 
щей то найдемъ 0войныя точки; коническое сзчеме, имфющее 
асимптоту параллельную сЗкущей, укажетъ цен пральную точку и т. и. 

26. Весьма важное свойство инволющи шести точекъ состоитъ 
въ томъ, что, если изь произвольной точки проведемь прямых ке 
этим шести точкамё, то тиьже инволющонныя соотношеная 
(А) и (В), которыя имъють мьсто дая отризковз между точ- 
ками, будуть существовать между сииусами упловь, образуе- 
мыхё шестью лишями. заключающими эти отрезки. 

Обыкновенно доказываютъ это свойство, выражая отрфзки въ 
функции синусовъ соотвФтственныхъ угльвъ. Но теорля ангармо- 
ническато отношен!я четырехъ точекъ доставляетъ болфе простое 
доказательство. Для этого достаточно замфтить, что каждое изъ 
инволющюонныхь соотношентй (А) и (В) представляетъ равенства 
ангармоническихъ отношенй (какъ мы это покажемь во второй 
части этого Примфчашя). Но эти отнощеная сохраняютъ свою 
величину, когда вь нихъ вмЪето отр$зковъ подетавляются синусы 
соотвфетвенныхъ угловъ; слЪдовательно инволющюнныя отношеня 
существують также между синусами угловъ, образуемыхъ шестью 
прямыми. 

Обратно, если нодобное соотношен1е существуетъ между сину- 
сами угловъ, образуемыхъ шестью прямыми, выходящими изъ одной 
точки, то всякая сЪЗкущая пересВчелея съ этими шестью прямыми 
въ шести точкахъ въ инволющи. 


33) Аппа(с5 4е Майетай ие, г. ХУП, р 180 
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Въ такомъ случа говорятъ, что шесть прямыхъ образують 
пучекь в5 инволюцли. 


27. Таковы напримЪръ шесть касательныхъ, проведен- 
ныхь изъ одной точки къ тремъ коническимъ с5чешямъ, впи- 
саннымъ въ одинъ четыреугольникъ. 


28. Прямую, соединяющую двЗ противоположвыя вершины 
четыреугольника, можно разсматривать, какъ коническое с$- 
чен1е, одна изъ осей котораго равна нулю; прямую соединя- 
ющую дв друмя вершины,— какь второе коническое сфче- 
н!е; наконецъь прямую, соедивяющую точки встр$чи противо- 
положныхь сторонъ, какъ третье коническое сБчене. Тогда 
изъ общей, только что высказанной, теоремы мы получимъ 
многя слЪдетв1я; одно изъ нихъ составляетъ сл дующую те- 
орему: 

Шесть прямых, проведенныхь изъ одной точки кз четы- 
ремь вершинамъ и къ двумь точкамь переспченя противо- 
положныхь сторонь четыреуюльника, составляють пучекь. 
в5 ИНВОЛЮЩи; ТАакъ что каждая сфкущая встр$чается съ эти- 
ми шестью прямыми въ шести точкахъ, составляющихъ ин- 
волющю. 

29. У Паппа мы находимъ только одно предложене, ко- 
торое можно отнести къ этой теорем, именно 1535-е пред- 
ложен!е седьмой книги. Надобно предположить, что дв сто- 
роны четыреугольника параллельны между собою и что еЪ- 
кущая также параллельна имъ и проведена черезъ точку пе- 
ресЪ$ченля двухъ другихъ сторонъ. 


30. Намъ кажется, что инволюц1онное соотношен1е должно 
очень часто встрфчаться во многихъ геометрическихь тео- 
р!яхъ, преимущественно въ теори коническихъ сЗченй. Меж- 
ду тЪмъ до сихъ поръ его разсматривали только въ систем* 
трехь коническихъ сфченй вписанныхъ или описанныхЪ око- 
л0 четыреугольника и въ частныхъ случаяхъ такой системы. 


Мы покажемъ въ концф второй части этого ПримЗчаня; 
что соотношене это можеть встрчаться во многихь дру- 
гихъ обстоятельствахъ, 


3 
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Вторая часть, 


31. Свойетва инволющи шести точекъ, изложенныя въ пер- 
вой части этого ПримЗчан1я, составляютъ, кажется, все, что 
до сихъ поръ было извЪетно; я не знаю даже, было ли опре- 
дфлительно высказано существоваме центральной точки и 
важность ея роли въ этой теорли. 

Но инволющя шести точекъ обладаетъь многими другими 
свойствами и можетъ, кромф уравненй (4) и (В), выражать- 
ся въ различныхъ доугихъ формахъ, которыя могутъ оказать- 
ся полезными при геомстрическихъь изелЪдовантяхъ. 

Самое важное свойство инволюцщоннаго соотношенля, слу- 
жащее по нашему мнЪн!ю источникомъ вс$хъ другихъ свойетвъ, 
основывается. на понят объ амармоническомь отношени. 
Это основное свойство позволяетъ дать новое опредфлене 
инволюши шести точекъ, опред$лете, которос заключает, 
въ себЪ въ одно время оба рода уравнешй (4) и (Б) и 
естественнымъ образомъ ведетъ къ различнымъ другимъ вы- 
ражентямъ инволющи шести точекъ. 

32. Мы скажемъ, что 

Шесть точехкъ, попарно сопряженныт-, натодятся в5 ин- 
волюци, кода атармоническое отношенме четыреть изъ 
нитъ равно атармоническому отношеню имь сопряжен- 
ныт5 точек. 

Такъ, шесть точекь А, В, (Ц, А’, В’, С’, изъ которыхъ три 
А’, В’, С’ сопряжены тремъ первымъ, будуть въ инволюци, 
когда ангармоническое отношене четырехь 4, В, Си С 
равно ангармоническому отношеню ихъ сопряженныхь 4’, 
В’, С’ и С; т.е. когда имфемъ одно изъ трехъ уравневй: 


СА. СА _СА СА 
ВСВ СВ’. СВ 
СА ВА СА ВА 


СС’ ВС’ СО `ВС 
св. АВ _СВ АВ 


сс‘ че ос ‘мо 


ПРИМЪЧАНЯ. 67 


ИЛИ 
СА. СА’ __ СА. С’А 
ОВ. ОВ’ СВ.ОВ 


СА. А’В’.ВС = СА’.АВБ.Б’С 
СВ.Б’А’.ВС’ = СБ’. АБ. АС. 


Каждое изъ этихъ трехъ уравненй заключаеть въ себЪ два 
остальныя, потому что каждое выражаетъ, что четыре точки 
А, В, С, С’ имвють тоже ангармоническое отношеще, какъ 
и четыре имъ соотвфтетвующия точки А’, В, С’, С. 


Такимъ образомь наше опредБлеме инволющи шести то- 
чекъ даеть три уравнен1я, изъ котофыхь каждое заключаетъ 
въ себЪ два другя и достаточно для выражевая инволющи. 


33. Легко видЪть, что каждое изъ этихь трехъ уравненй 
ведеть еще къ четыремъ другимъ, которыя вмет$ съ тремя 
первыми составляють уравнения (.4) и (Б). 


ДЪиствительно, одно изъ уравненй, наприм$ръ 
СА. А’Б’. ВС’ = С'А.АВ.Б’О, 


можно написать троякимъ образомъ въ видЪ равенства ан- 
гармоническихь отношен1й; первын способъ дасть второе 
уравнете изъ первой группы вышеприведенныхъ уравнений; 
два друге приведутъ къ уравнен1ямъ: 


СА ВА _СА ВА 


ОВ’ ВВ СВ ВВ 
СА АА СА АЛ 


— 


СВ’` АВ СВ АВ 


Первое изт этихъ уравненЙ показываетъ, что четыре то- 
чки 4, В, С, ВБ’ имЪють такое же ангармоническое отноше- 
не, какъ и четыре имъ соотьфтствующия точки 4’, ВБ’, (”, В 
поэтому мы имБемъ еще два уравнения: 

3* 
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СА РА _ СА БА 
СВв`ВВ- ОВ’ ВВ 


СВ ‚АВ _ СА АВ’ 
СВ АР ОВ ‘АБ’ 


СА. А’ В.Б’С' = С'А’.АВ’.ВС 


ВА.ВА' _ В'А.В’ А! 
ВС.ВС  В'С.ВО` 


ИЛИ 


Подобнымъ же образомъ второе изъ тб5хъ уравненшй пока- 
зываетъ, что четыре точки 4, ВБ', С, А' имФють одинаковое 
ангармоническое отношеше съ четырьмя соотв тетвующими 
‚ имъ точками 4, Б, С’, 4 и потому мы имЪемъ два друпя 
уравнегая: 

СА. ВА _ СА БА 
СА’ ` ВА’ СА ` ВА 


СВ’ АВ _ СВ АВ 
СА’ АА’ СА’ АА’ 
ИЛИ 
АС. Аб А’. АН 
АВА АВ.АВ 


СВ’.ВА’. АС' —= С'В.Б’'А. А’С. 


Итакъ семь уравнешй (4) и (Б) елЪдують изъ даннаго 
нами опред$лен1я инволющи шести точекъ. 
34. Мы видфли, что уравнеше 


СА. А’ Б'.ВС—=0С’А’.АВ.В’С 


выражаетъ въ одно и то же время три равенства ангармо- 
ническихъь отношен!й; именно для четырехъ точекъ 4, В, С, 
С’ и ихь соотвфтетвующихъ -.4’, Б', С', С; для четырехъ то- 
чекъ .4, Б, С, Б'и ихь соотв$тетвующихъ; наконецъ для 
четырехъ точекъ 4, Б', С, А’и ихъ соотвфтетвующихъ. 
Каждое другое изъ уравненй (ВБ) точно также выражаетъ 
равенство ангармоническихь отношенй въ трехъ различныхъ 
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группахъ четырехъ точекъ и нетрудно замфтить, что каждое 
изъ уравненй (.4) также выражаетъь равенство ангармони- 
ческихь отношенй для двухъ групиъ. Отсюда заключаемъ, 
что если шесть точекь Аи 4, Ви В’, СиС’ находятся 
65 инволющи, то четыре камя нибудь изь нить, принадае- 
жация кь тремз парам, имюютз атармоническое отноше- 
нае одинаковое с5 соотвьтствующими имь точками. 

35. Мы говоримъ, что три изъ четырехъ первыхъ точекъ 
должны принадлежать тремъ парамъ, потому что иначе двЪ 
изь шести точекъ не вошли бы въ уравнене, выражающее 
равенство ангармоническихь отношенй. Такъь наприм$ръ, 
если бы первыя четыре точки были А, В, А’, ВБ', то соот- 
вЪтетвующия имъ точки были бы А’, ВБ’, А, В; и, сравнивая 
ангармоническяя отношеня т5хъ и другихь четырехъ точекь, 
мы не получили бы соотношеня между шестью данными то- 
чками, такъ какь въ него не вошли бы точки Си С". Но по- 
лученное уравнен!е было бы тождественно. Поэтому мы мо- 
жемь изложить теорему въ слБдующемь общемь видЪ: 

Козда шесть точекь, попарно соотвьтствующихь ду 
дру, находятся в5 инволюили, то алармоническое отно- 
щензе какить нибудь четыреть изь нить равно сшармониче- 
скому отношеню четырех им соотвьтетвующихь точенз. 

Эта теорема, какъ нам» кажется, выражаеть самое бога- 
тое слфдетыями свойство въ теорш инволюцш шести точекъ; 
она естественнымъ образомъ ведетъ къ различнымь выраже- 
нямъ инволющи, которуя до сихъ поръ не били замБчены, 

Перейдемъ къ изложен1ю ихъ. 

36. Въ предыдущемъ ПримЗчан мы видЪли, что равен- 
ство ангармоническихь отношенй двухъ системъ четырехъ 
точекъ можетъ быть тремя способами выражено посредствомъ 
трехчленнаго уравнев1я; поэтому услов1е инволющи шести 
точекъ можеть быть выражено трехчленнымъ уравненемъ въ 
двЪфнадцати различныхь видахъ. Четыре изъ этихъ дв$надцати 
уравнен!й содержать отрфзокъ 4.’ между двумя соотв$т- 
ственными точками, четыре содержать отрЪфзокъ БВ’, нако- 
нець четыре—отрЪзокъ СС’. 
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Воть четыре перзгыя изъ этихъ двБнадцати уравненйй: 


АВ.АС АВ’.А’С’ 


АА ВС * ААВ = 
АВ.АС' АВА | 
АлВО * АВ = 
(С) 
Асв ААВ | 
АОВ | АСВ 
АСВ А-В | 


АА’.ОВ "ААГОВ = 


Точно такимъ же образомъ составятся четыре уравненля, 
въ которыя войдетъ отр$зокъ ВБ’ и четыре друтя, въ ко- 
торыя войдетъ отр%зокъ СС’. 

Всего двЪнадцать уравнешй, изь которяхъ каждое заклю- 
чаетъ въ себ одиннадцать остальныхъ. Важдое изъ нихъ со- 
держитъ восемь отр%зковъ, изъ которыхь семь различны меж- 
ду собою. 

37. Имфемъ еще восемь слБдующихъ уравненй, которыя 
отличаютея отъ предыдущихъ, хотя состоять также изъ трехъ 
членовъ и содержатъ, каждое, восемь отрЪзковъ, изъ кото- 
рыхъ семь различны между собою: 


. АС. АС! . БС. БС ] 
А АВ.АБ'' ВА ВА 


АВ.АВ' + СВ СВ 
т АС.АС’ СА.СА 


4'0.А'С ВСВС _ 
АВ. В" ВАВА 
А’В.А’В  ОВ.ОВ’ _ 
О.А" ОТО — 

(р) 
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АС.АС ВСВ _ 


} ПО ИООВИО ОООИОИИОООАИО 
Г... ДВАВ* ВАВАР 1 
и АВ.АВ  ОВ.ОВ | 
`` САС (Сом 
ы ад _ ВОО, 


 ТБАВ“ МАША 
А'В.АВ СВ. 


4’ со. о. СГА “ САС 1. 

Четыре послЗднйя изъ этихъ уравненй, означенныя нуме- 
рами 1', 2', 3', 4', выводятся соотвЪтетвенно изъ четырехъ 
первыхъ, означенныхъь нумерами 1, 2, 3, 4, при помощи ура- 
вневй (4). 

Ниже (*°’ 45) мы дадимъ доказательство этихъ восьми ура- 
вненй. 

38. Воть формула другаго вида, выражающая инволющ!ю 
шести точекъ посредствомъ четырехчленнаго уравневшя меж- 
ду шестью различвыми отрФзками. 

Означимъ чрезъ м, 3, у средины отр3зковъь АА’ ВВ’, СС 
и положимъ, что эти точки расположены въ порядк$ а, В, |; 
тогда существуеть соотношеше: 


4. А*.Ву — В.о] + 1 С*аВ == В.В у. (Е) 


Это уравнен1е единственно; т. е. не существуеть другаго 
подобной же формы. 

Доказательство его получится (72° 46) изъ другаго общаго 
соотношения, которое мы сейчасъ покажемъ. 


39. Когда двф точки С, С’ сливаются въ одну точку Ё, то 
предыдущее уравнен1е обращается въ. 


А.Е Е — ЗВ. Е == хз. Е.Е. 
Если точки В, В’ также сливаютея въ К, т0 выходить 


х 4? — А 
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Это одна изъ формуль выражающихь, что точки 4, А 
гармонически сопряжены относительно Е и ЁР. 


40. Гармоническое отношене четырехъ точекъ можно, какъ 
извфстно, выразить посредствомъ пятой произвольной точки, 
къ которой отнесены четыре разсматриваемыя точки. Такимъ 
же образомъ можно выразить инволющю шести точекъ при 
помощи вспомогательной точки, къ которой отнесены эти 
шесть точекъ; этоть способъ ведеть къ безконечному мно- 


жеству уравненй, изъ которыхь каждое достаточно для вы- 
ражен1я инволюши. 


Пусть А и 4’, Ви В', Си С’ будуть шесть точекъ въ 
инволющи и т седьмая точка, взятая произвольно на той же 
прямой лини; пусть х, В, ^^ будутъ средины отр$фзковъ 4.4”, 
Б.Б’, СС’; положимъ что он расположены въ томъ же по- 


рядк$, какъ мы ихъ написали; тогда будемъ имЪть соотно- 
шение: 


т. Ат. 4’.3у—тВ.т.Б'. ху -тОт Сб =0. (Г) 


Это уравнен1е существуетъ, каково бы ни было положеше 
точки т. | 


Предполагая, что эта точка посл5довательно сливается съ 
точками въ инволющи, или сь точками а, В, \, или съ ка- 
кими нибудь другими опредЪленными точками, мы будемъ по- 
лучать другя соотношен1я, которыя веЪ будуть выражать 
инволющю шести точекъ. 


41. Доказательство уравненля (Е) не трудно. Мы покажемъ, 
что если это уравнеше иметь м$ето при одномъ положени 
точки т, то оно будеть справедливо и при всякомъ другомъ 
‘положени этой точки; т.-е. что, назвавъ черезь М это новое 
положен!е точки 7, мы будемъ имфть необходимо: 


МА.МА’.В—МВ.МВ./-+ МО МО. 8—0; (Г 


нотомь мы покажемъ, что уравнсвше (Е) дБиствительно им$- 
етъ место при извЪетномъ положеви точки т. 
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Чтобы вывести уравнене (Ё) изъ (Е), напишемъ. 


тА—=МА—Мт; тА’—=МА’— Мю, 
тА.т.А’—МА.МА’-- (МА--МА’) Мт-+- Мэт”, 
или 


т.А.т.А’— МА. МА’—2Ма.Мт— Мт?. 
Подобнымъ же образомъ: 


пВ.тВ’=МВ.МВ’ —2Мз.Мт--Мт*, 


тс. тС —= Мо. МС’—2Му Мт--Мт". 


Уравнеше (Ё) обратится въ 
МА.МА’.Ву —МВ.МВ’.ол-—- МС. МС'. «8 — 
2Мт.(Ву.Мх—у.М3-+- 8. Му)-+(В/—у-+-«В)Мт*=0. 


Но между четырьмя точками «, 6, 1, М всегда имфемъ со- 
отношеше 


Ву..Ма—э.4МВ--хЗ.Му==0, 


какъ мы доказали это въ Прим$чаши 1ШХ (стр. 48); точно 
также между точками «, В, у сущеетвуеть всегда соотношене 


Руна 0; 


слЪдовательно наше уравненше дЪйствительно приводится къ 
уравненю (РЁ). 

Остается показать, что уравнене (Ё) существуеть для ка- 
кого нибудь частнаго положен1я точки т. Положимъ, что эта 
точка помфщена въ центральной точкЪ инволющш шести то- 
чекь; вь такомь случа тА.т ’—=тВ.тБ’=тСт С” и ура- 
вненше наше приводится къ тождеству 


В\— у = хВ==0. 


Такимь образомъ формула (Ё) и подобная ей формула 
(Е) — доказаны. 
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42. Въ уравненши (ЁР) можно замфнить отр$зки 8, ®у, 3 
отр\зками между точками 4, А’, В, В’, Си С,, потому что 


ВО-+ ВС АО-+. А’ С’ о АВ-АВ’ 
А у р; обе. 


43. Положимъ, что въ инволющи двф точки С, С” сливают- 
ся въ одну Е и двЪ друмя В, В’ также сливаются въ Е; 
уравнене обращается тогда въ 


т.т. А’. ЕЕ тЕ*5Е-+т Е. 5 ЕО. (4) 


Это уравнене выражаеть соотношеше между’ четырьмя 
точками 4, А', Е, Р, изъ которыхъ дв первыя гармониче- 
ски сопряжены относительно двухъ пося$днихъ, и между пя- 
тою произвольною точкою 2%. 

Давая этой патой точк$ различныя положешя, мы получимт 
различныя выраженая гармоническаго отношенйя четырехъ то- 
чекъ. 

44. Намъ кажется, что изъ веЪхъ изв5стныхъ до сихъ поръ 
выраженй инволющи шести точекъ уравнеше (№) есть са- 
мое полное и самое богатое слфдетвлями: изъ него выводят- 
ся вс разнообразныя уравненя, показанныя нами выше, р 
мног1я другя, приводяпия къ простымъ выражетямъ различ- 
ныхъ соотношен между произведенлями отр$зковъ, разема- 
триваемыми вЪ этой теорли. 

Такъ напримЁръ, предполагая, что точка 27% совпадаетъ сл 
А, получаемъ очень простое выражеше для отношен1я межд! 
АС. АС’и АБ.АВ’, именно: 


АС.АС’_ ау _ АС-А’С 
АВ.АВ` В АВ+АВ’ 
Для отношен!я 
А’С. А’С 
А’В.А’В’ 


получимъ тоже выражене; отсюда проистекають уравнения (4), 
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45. Полагая, что точка т помфщена въ В, найдемъ: 


ВС.ВС Вт ВС-В’С’ 


Складывая почленно это уравнеше съ предыдущимъ и за- 
мфчая, что ау—6\==а8, получимъ первое изъ восьми урав- 
невшй (0). 

46. Уравнеше (Ё) такжё легко выводится изъ уравнения (Ё). 

Въ самомъ дфлЪ, между тремя точками- ‚В, и какою ни- 
будь четвертою точкою т существуеть сл$дующее соотно- 
шенше, данное Стевартомъ: 


ти, Ву — тр”. чу ва. ав ав. Ву. та, >) 
Вычитая отсюда уравнеше (ГР), получимъ: 
(та'—тА.т А’) Ву—(тр*—тВ.т. В”) ау (ту—тбО-т С") В 


—86.В-у.лух. 
Но 
215.°— о. А*—(тя-н «А)(ти— а А)=тАли. А” 
откуда 
то? —тАт.А’=.А?. 
Точно также 


тв*`—тВ.т.В’=ВВ* и ж-*—тСОтС’=С*. 
Поэтому предыдущее уравнен1е обращается въ 
хА*.3-)— В В. ху С*. «8—8 .В-у. а, 


что и требовалось доказать. 

47. Изъ уравнен:я (К) выводится также свойство цент- 
ральной точки, которое было извфстио Паппу (®° 18). Для 
этого положимъ, что точка С’ удалена въ безконечность; 
велЪдетвте чего точка С обращается въ центральную точку 
О, и напишемъ уравнеше (Ё) въ такомъ видф: 


“) Это вторая изъ боте депег Шеотетз, ес. (См. четвертую 
эпоху п° 28). 
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т.А.т.4’ —тВт.Б’. в пса — 0: 


Точка \ находится также въ безконечности и мы имфемъ: 


«В —1; 8 — _ ВС ВС’. тС’ —о. т’ 2 
ву 2 В ‘80-80’ вв 84 30’ 
тс’ т’ 
ВС _ ВС’ т” _ о. й 
но == 0; ъ@ = 1; сл5довательно в = 2; уравнеше об 


ращается въ 
т.А.т.А’—тБ.т.В‘ = 2%3.тО=0. 


ЗамЪфняя «В чрезъ 
АБ--А’В’. 
о 7 
получимъ уравнеше Паппа. 

48. Если положимъ, что двЪ точки ВВ’ сливаются въ одну 
изь двойныхь точекь инволющи Ё, то это уравнеше обра- 
ТИТСЯ ВЪ 

т А.т.4’ —тЕ? а ЕтО==0. (Н) 


49. Если двЪ точки .4,.4’ сольются въ другой двойной точк$ Ё 
получимъ: 
тЕ`—тЕ*-т2ЕР.тО=0. 


Это уравнене выражаетъ соотношеше между какою нибудь 
точкою 7, точками Е, Е и срединою двухъ послёднихъ. 

50. Первое изъ уравненй (Д) и уравненше (МН) ведуть къ 
доказательству того случая тахипит, или типипит, кото- 
рый быль доказань Аполлошемъ и о которомъ мы уже гово- 
рили (й° 17). ДЪйствительно, первое изъ этихъ уравневйй по- 
казываеть, что отношене 


АС. АС’ 
АВ.АВ' 
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въ которомъ .4 разсматривается какъ перемЪнная точка, бу- 
деть тажтит, или тимтит, когда произведене ВА.ВА’ 
питтит, или тажтит. Но уравнеше (Н) даетъ 


ВА.ВА’—=БЕ?— 2 Е.БО. 


Сл$довательно произведенте В.4А.В.А’ будетъ тахипит (или 
зипипит, смотря по знаку), когда перем$нный коэффищенть 
«Ё будеть равенъ нулю. Тогда дв точаи А„А’ сливаются въ 
одной точк$ Е; это и составляетъь предложене Аполлония. 


51. Инволющю шести точекъ можно выразить уравненемъ, 
въ которое войдутъь дв точки, взятыя, какъ та, такъ и дру- 
гая, совершенно произвольно. 


Пусть т и п будуть дв$ тамя точки; означимъ черезъ о 
точку гармонически сопряженную съ ® относительно Ди А’, 
черезь В—гармонически сопряженную съ и относительно В 
и Р’и черезъь у—гармонически сопряженную съ п относи- 
тельно Си С’. Каковы бы ни были точки 0 и п, взятыя на 
прямой, на которой расположены точки инволюцш, мы 0у- 
демъ имфть соотношеше: 


7...” тВ.т.Б’ тот 
Ап А’ В.И“ — 7ВлвВ, 2 В’ ‚ ау. пВ —- а С’ а. —=0. (Г) 


Если. положимъ, что точка п удалена въ безконечность, то 
уравнеше обратится въ формулу (ЕР). Этого зам$чаня доста- 
точно, чтобы видфть справедливость нашего уравнения. 

52. Если помфетимъь т въ центральной точк$, то будемъ 
имЪть 7.4.7.4’ = тВ.т.Р’ = тСлиС’ и соотношене (Г) пря- 
метъ видъ: | 


_Ву. ях _ ау. В «В. __ 
ВАТА  иБВлВ ‘ пбвбО — 0. (7 


Это уравнев1е отличается по форм отъ уравневя (Ё) и, 
подобно ему, выражаетъ инволюцио шести точекъ при по- 
мощи седьмой, произвольно взятой точки. 


# 
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53. Мы сказали выше (п° 30), что инволющюонное соотно- 
шен!е можетъ встр$чаться при многихъ изелфдовашяхъ, гд% 
оно до сихъ поръ не было можеть быть замфчено. Мы за- 
кончимъ это ПримЪчане указанемъ на н5которые случаи, въ 
которыхъ это соотношене имфеть мЪето. 

1° Три пары сопряженныхь Фаметровь коническаию ст- 
ченя составляютз пучекь в5 инволюцаи. 

2° Кода три хорды коническалю съчензя протодять че- 
резъ одну точку, то прямыя, проведенныя из5 какой ни- 
будь точки кривой кз концам этихь тордз, находятся въ 
инволюид и. 

3% Кода три ума, описанные около коническоло съченля, 
имъють вершины на одной прямой, то стороны ить пере- 
съкаются с5 какою ф1одно касательною коническало спченая 
в лиести точкахь въ инволющи. 

4° Положим, что четыре торды коническало спченая про- 
ходять черезь одну точку; если черезь концы первыть двухь 
хордь проведемь произвольное коническое съченле и ч:резь 
концы двухз дрриль—0друзое произвольное коническое съче- 
ще, то четыре точки пересъченя этихь новыхь кониче- 
ских съчейй будуть лежать попарно на двухь прямыхь, 
проходящихь черезъ точку пересъьченя четырехь хордъ, и эти 
двьъ прямыя вмъстль с5 четырьмя тордами составляють п 
чекь въ инволющи °°). 

Если двф первыя хорды совпадаютъ и двЪ другя— также, 
то инволющонное соотношен1е обращается въ гармоническое 
отношене и мы получаемъ такую теорему: 

Козда два коническя съчемя имтють двойное прикосно- 
вензе сь третьим, то они пересюкаются между собою въ 
четыреть точкахь, расположенных попарно на двухь пря- 
мых, протодящихть через точку встръчи двуть х0рд5 при- 
косновеная; эти двь прямыя суть зармонически сопряжен- 
ныя относительно двухь х0рдё прикосновеная. 


3.) Первую часть этой теоремы я доказалъ въ Соггезропаансе доу- 
фесртицие (Т. Ш, р. 339). 
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5° Черезъ всякую точку, взятую въ плоскости коническаго 
сфченя, можно провести двЪ таюя взаимно перпендикуляр- 
ныя прямыя, чтобы полюсъ одной, относительно этого кони- 
ческаго сЗчешя, находилея на другой. 

Шесть прямыхь, проведенныхё такиму образомь через три 
точки, взятия произвольно вз плоскости коническоло съче- 
я, пересъкають каждую изъ двухз злавныхь осей кривой 
в Шести точкать, находящихся в5 инволющыи. 


Центральная точка инволющи есть центръ кривой, а дв% 
двойныя точки — фокусы ея. Эти дв$ двойныя точки будутъ 
дфйствительными на большой и мнимыми на малой оби. 


Для точки, взятой на самомъ коническомъ сЪченш, такими 
двумя перпедикулярными прямыми будутъ касательная и нор- 
маль въ этой точкЗ. 


Теорема предетавляетъ, какъ мы видимъ, общее свойство 
фокусов коническаго сБченшя и показываетъ, что существу- 
етъ четыре фокуса, изъ которыхъ два мнимые, но они имф- 
ють н$которыя свойства, обпая съ двумя дЪйетвительными 
фокусами. 

Для поверхностей втораго порядка мы найдемъ теорему, 
соотвЗтствующую этой; она будвтъь служить намъ для харак- 
теристики нъкоторыхь кривыхь ииий, имющихъ для этихъ 
поверхностей такое же значене, какъь фокусы для кониче- 
скихъ сфченй. (См. Примфчаюе ХХХТ. 


Инволюц1онное соотношен1е можетъ также встрЪчаться въ во- 
просахъ высшаго порядка, ч5мъ предыдущее. Такъ напримЪръ: 


6° Представимь себъ три камня нибудь кривыя поверх- 
ности, имъюиия общую точку прикосновеня и пересъкаю- 
аяся попарно в5 этой точкъ; если проведемь в5 этой 
точкь касательныя кз двумз вътвямь каждой из5 трель 
кривых пересъченля, то эти зиесть касательныхь будуть 
в5 инволюищи. | 


7° Наконець: если черезь образующую линейчалтой поверт- 
ности проведемз три кая нибудь плоскости, то каждая изь 
нихз будет» касаться поверхности в5 одной точкъ и будеть 
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нормальна къ ней в5 друюй точкъ: шесть подобныхь то- 
цекъ будуть в5 инволюизи. 

Каждая изъ предложенныхъь теоремъ ведетъ ко многимъ 
слфдетнямъ, которыя будуть показаны въ другомъ м$ет$. 

54. Не можемъ окончить это Прим$чан1е, не указавъ еще 
на одно любопытное свойство круга, состоящее въ томъ, что 
шесть точекъ, взятыхъ на окружности, могутъ представлять 
соотношеня, подобныя инволющи шести точекъ, расположен- 
ныхъ на прямой лини. Это свойство выражается слфдующей 
теоремой: 

Кода три прямыя, истодяийя изъ одной точки, встурт- 
чаются сз окружностью круза:—первая въ точкаль а, а’ вто- 
рая вз 65’, третья в5 с,с’, — то мы имъемз соотношеняе: 

зи, -са. вт са, этс’а. и в’а’ 
2 2 2 2 
зи; 66. зб" зи. тс 

Ясно, какъ составляются два другя подобныя соотноше- 
ия; такимъ образомъ получаются между шестью точками а,@’; 
Ь,6'; с,с’ три уравнен1я, подобныя уравнешямъ (4), относя- 
щимся къ инволющи шести точекъ на прямой лини. 

Прибавимъ, что подобнымь же образомъ найдутся для 
этихь шести точекъ соотношен1я, подобныя уравненямъ 


(В), (С) и (В). 


ПРИМЪЗЧАНШ Х1. 
(Первая эпоха, п° 38). 


О задач вписать въ кругъ треугольникЪъ, стороны 
котораго должны проходить черезъь три данныя 
ТОЧКИ. 


Паппъ оставиль намъь простое р$шеше этой задачи для 
того случая, когда три точки даны на одной прямой. 


ПРИМЪЧАЕЯ. 81 


Общ случай, представлявпий значительныя затрудненя, 
предложенъ быль въ 1742 году Врамеромъ Кастильону, уже 
доказавшему свое искуство въ гсометруи древнихъ. Еастиль- 
онъ нашель р$шен1е этой задачи, основанное на чисто 
геометрическихь соображеняхъ; оно явилось въ Мемуарахъ 
Берлинской Академи 1776 года. 


Тотчасъ посл$ этого Лагранжъ далъ другое, чисто авали- 


тическое и весьма изящное р5шеше. (Тоть же томъ Берлин- 
скихъ Мемуаровъ). 


Въ 1780 году эту же задачу рЪшили Эйлеръ, Фуссъ и Лек- 
сель (Мемуары Петербургской Академш). По поводу р%ше- 
мя Эйлера замЪтимъ, что оно основывается на одной леммЪ, 
которая есть ничто иное, какь теорема Стеварта, упомяну- 
тая нами по случаю леммь Паппа кь сочиненмю Юса ата 
Аполлон1я. (Первая эпоха, п° 36). 


Молодой неаполитанецъ Олтаяно (Олог4апо 41 Оаапто) за- 
думаль вопросъ въ болБе общемъ вид и р$ёшиль его для 
многоугольника съ какимъ угодно числомъ сторонъ, прохо- 
дящихь черезь столько же точекъ, расположенныхъ произ- 
вольно въ плоскости круга. Мальфатти не замедлиль рёшить 
эту задачу въ той же степени общности. (Мемуары этихъ гео- 
метровъ напечатаны въ Г\ том Метоте 4еПа зоба цазата.) 

Люилье (ГпаШег) едфлалъ нЪкоторыя изм$нен1я въ рф- 
шен1яхь этихъ двухъ гвометровъ, въ Берлинскихъь Мемуарахъ 
1796 года, и писалъ объ этой же задачЪ въ Шететз Ф апаузе 
деотейдие её Фапацзе идебтчие 1809 года. 

Карно, въ @еотейче ае розйот возвратилея кь рфшен1ю 
Лагранжа и, введя въ него н$которыя геометричесяя со- 
ображеня, составилъ см шанное ршенше, которое приложено 
имъ къ общему случаю какаго нибудь многоугольника. 


Брланшонъ внесъ въ эту задачу новый элементь обобщеня: 
онъ вмЗето круга взялъ какое нибудь коническое сБчеше и 
р°Ъшилъ эту задачу для случая треугольника и въ томъ. прел- 
положении, что данныя точки лежатъ на одной прямой. /оигпа 
Че Гесфе роесиичие, 10-е сашег). 

4. 
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Жергоннъ сдфлаль новый шагь впередъ: онъ такле взалъ 
коническое с$чеше, но допустиль совершенную общность въ 
положени трехъ точекъ и при р%$шеви задачи пользовался 
только линейкою. Во вефхь прежнихь рёшевшяхъ требовалось 
употреблеше чиркуля (Апиез 4ез Майетайчиез, $. Т, р. 
341, аппбез 1810—1811). Жергоннъь не прямо изелвдоваль 
эту задачу; онъ предложиль веб другую, ей подобную, имен- 
но: описать около коническаго сфчемя треугольникъ, вер- 
шины котораго лежали бы на трехъ данныхь прямыхъ. По- 
строеше, данное этимъ геометромъ, требовало употребленля 
только линейки и было образцомъ изящества и простоты. Оно 
было доказано Зегуо15 и Восваф (Апиез дез Майетайчиез, 
+. Гр. 337 её 342). Жергоннъ замЗтиль, что посредствомъ 
теор1и иолюсовх коническихь сФченй это рфшеше тотчасъ же 
преобразовывается въ подобное же р$шен1е задачи: вписать 
въ коническое сЪчене треугольникъ, стороны котораго про- 
ходили бы черезъ данныя точки. 

Оставалось, для полноты предмета, рёшить туже задачу 
дл» копическаго сфченя, вместо круга, въ общемъ случа 
какого нибудь многоугольника. Этимъ послёднимъ усимемъ 
мы обязаны Понселе. Р&шене этого геометра достойнымъ 
образомъ в®нчаетъь труды его предшественниковъ. Оно во 
веЪхъ отношеняхъ предетавляеть прекрасный примЗръ со- 
вершенства, до котораго могуть достигать теотли новой гео- 
метр!и. (См. Тгайе 4ез рторте ртодесИлез, р. 352). 


ПРИМЪЧАНИЕ ХИ.*) 
(Вторая эпоха, п° 2), 


О геометрли Индзйцевъ, Арабовъ, Римланъ и во- 
сточныхъ народовъ въ средне взка. 


Предфлы нашего сочинен1я дали намъ возможность гово- 
рить только о самыхь важныхъ открытяхь въ геометрии и 


—=— 


*) Въ оригинал и въ нёмецкомъ переводв Борпске (1839) Прим$- 
чан1е это помфщено пося$ вс$хъ остальныхъ. Пр. пер. 
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преимущественно о т5хъ, которыя послужили началомъ ка- 
кой-нибудь теор1и или какого-нибудь способа новфйшей гео- 
метр!и. Воть почему мы начали нашу вторую эпоху съ тру- 
довъ Вьета. Но уже за цзлое столе до этого времени гео- 
ометрая разработывалась тщательно; и.если.она не обогати- 
лась открытями первостепенной важности, подобно анализу, 
который въ течеви этого вЪка расширилъ свои предЪлы до 
р$шевя уравненшй третьей и четвертой степени, тфмъ не 
мене труды писателей занимавшихся геометртею подготови- 
ли великя работы геометровъ ХУП в$ка и преимущественно 
въ ТОМЪ ОТношени, что ввели въ эту науку новый элементъ, 
служивший зародышемъ посл$дующихъ усп$ховъ. Этоть эле- 
ментъ быль — алебраическое исчисленае, которое не было 
извзстно Грекамъ, или которое они устраняли, велЪдетвле 
р%$зкаго различя, которое они полагали между ариеметикой и 
геометрлей. Такъ напримфръ, они доказывали на чертеж и 
посредствомъ чисто геометрическихъ соображений десять пер- 
выхь предложен1й второй книги Евклида, которыя въ сущно- 
сти суть не болЪе какь правила исчислеюя. Этоть элементъ 
составляетъ отличительный характеръ геометрия Вьета, Фер- 
мата, Декарта; поэтому, восходя до источника столь вели- 
каго и полезнаго нововводен1я и сл$дя за его развитемъ, мы 
должны были бросить взглядъ на первые труды геометровъ 
эпохи возрождения. 

Для этой цзли назначено было это Примфчаше. Но, послЪ 
того какъ оно уже было написано, появился первый томъ 
Иззюте @ез зсзепсез тайетайциез еп Пайе, гд$ Либри, въ 
краснор$чивомъ предислов1и, излагаетъ развит1е наукъ у раз- 
личныхЪъ народовъ, начиная съ самой глубокой древности. Въ 
сочинен1и этомъ, каждая страница котораго носитъ отпеча- 
токъ самаго глубокаго, удивительнаго образован1я, приписы- 
вается Арабамъ и ИндЪйцамъ гораздо большая доля участя 
въ развити наукъ, чЪмъ это предполагалось до сихъ поръ. 

Поэтому мы сочли долгомъ бросить бЪглый взглядь на гео- 
метричесый отдфль арабскихь и индЪйскихь сочиненй, пе- 


реводы которыхъ изданы нЪ$еколько л$тъ тому назадъ учены- 
4% 
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ми английскими орленталистами. И, чтобы пополнить этотъ 
обзоръ различныхь элементовъ, способствовавшихъь возрож- 
ден!ю наукъ въ Европ, мы распространили его также на 
теометрю Римлянъ и геометр!ю среднихъь вЪ%ковъ. 

«Челов$чесяй умъ сл$дуеть повидимому по пути необхо- 
димости: всямй успхъ его кажется опредЗленъ заран%е на- 
столько, что мы напрасно пытались бы писать исторю од- 
ного народа, или одной науки, начиная съ извЪетнаго вре- 
мени, не бросивъ взгляда на времена и событя предшество- 
вавпия 35°)». 

Эта справедливая мысль послужить намъ извиненемъ въ 
томъ, что по необходимости, ею-же вызванной, это Прим ча- 
н!е будеть слишкомъ длинно. 


Геометр1я Инд йцевъ. 


Мы получили нашу систему счислен1я отъ Арабовъ, съ ко- 
торыми имфли частыя сношеня, и потому сначала припи- 
сывали имъ честь этой генальной и полезной идеи, оказав- 
шей много услугъ наукамъ и преимущественно астрономии. 
Но потомъ, изъ различныхъ документовъ, доставленныхъ са- 
мими Арабами, дознано, что честь эта принадлежитъь ИндЪй- 
памъ. Это прекрасное и полезное изобрфтенме дало возмож- 
ность выражать всевозможныя числа при помощи только де- 
вяти знаковъ съ изм5нен!емъ по очень простому закону ихъ 
значен1я, смотря по занимаемому м$ету, и удивительно со- 
кратило всявя исчисленя, столь затруднявпая Римлянь; оно 
было способно возбудить въ ЕвропЪ, гдЪ оно было призна- 
но повсеместно, уважен1е къ своимъ изобр$тателямъ и за- 
ставляло думать, что ИндЪйск народъ быль способенъ и къ 
другимъ открытямъ въ математических наукахъ. 

ДЪйствительно, вскорЪ найдены были нфкоторыя указания, 
свидфтельствовавиия, что этотъ народъ разработывалъь также 


зв) Назюзте 4ез заепсез тафетайдиез еп Папе, раг М. Там; ПО\5- 
сопг$ ртёйтталге, $. Г, р. 3. 
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высшую ариеметику, отъ которой произошла наука перене- 
сенная къ намъ Фибонакки (Еопасс!) оть Арабовъ подь 
назвашемъ 49ебта её Айписафа и составляющая теперь 
нашу алгебру. 

Истор1я науки была въ высшей степени заинтересована 
разъяснешемъ этихь первыхъ указаний. 

ЛЪ$ть двадцать тому назадъ они получили полное подтвер- 
ждене. 

Въ началЪ настоящаго столЪт1я Тейлоръ, Стракей и Коль- 
брукъ *°) ознакомили насъ съ математическими сочиненями 
двухъ индЪйскихь писателей Брамегупты и Баскары АчараЯ, 
считающихся самыми знаменитыми въ своемъ народ$; первый 
изъ нихъ жилъ въ УТ, а второй въ ХП в$кБ нашего лфто- 
счислен1я. Въ этихъ сочинен1яхъ излагаются ариеметика, 
алмлебра и зеометуля. Ариеметика и алгебра занимають бо- 
лъе значительную часть и вполн$ подтверждають мн%ён!е въ 
пользу ИндЪйцевъ, какъ изобр$Зтателей этихъ двухъ отраслей 
исчисленя въ томь видЪ, какъ мы получили ихъ оть Ара- 
бовъ, и даже въ состояни большаго развит1я и совершенства. 

Комментар1и различныхъ индЪйскихь авторовъ, сопрово- 
ждаюпуе текстъ этихь двухъ сочиненй, приписываютъ уче- 
ному, еще боле древнему, ч$мъ Брамегупта и называвше- 
муся Арлабгатта (АгуафБайа), рёшене въ ц$лыхъ числахъ 
уравнен1я первой степени съ двумя неизвестными по спо- 
с0бу, похожему на способъ Мезирлака (Васпеё 4е Мёжиас), 
появивпИйся въ первый разъ въ Европ® въ 1624 году. «Оо- 
чинен1я Брамегупты и Баскары содержать въ себЪ изыска- 
ня гораздо высшаго порядка. Кром$ общаго р$шеня урав- 
ненй второй степени съ однимъ неизвЪстнымъ и н5которыхъ 


'') Вуа бапиа от Фе Ащефта ор Фе Нтаиз, бу Еду. Утасйеу. 
Готов; 1813, ш—4. Г4афай ог а Шеайзе оп Ачйтейс ата Сеотейчу 
бу Втазсата Асйатуа, Зтапз щей {гот Ше опт запзсги 6у +9. Та- 
от. Вошфау; 1816, ш—4. А1дебта, вйф Атйутенс апЯ Мепзитавоп, 
угот Фе запзстйи ор Втартедиююа ата Впазсага; ап щеа Бу Н. Т. 
С оебтооке. Т10п4оп; 1817, ш—4. 
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приводимыхъ уравнен!й высшихъ степеней, мы находимъ здЪеь 
способъ получать изъ одного р$шев1я вс остальныя цфлыя 
р$шевня неопредЪленнаго уравнемя второй степени съ дву- 
мя неизвЪстными; этотъ анализъ, которымъ мы обязаны Эйле- 
ру, былъ извзстень ИндЪйцамъ уже болБе десяти стол ти. 
Исчислен!е, имфющее сходство съ нашими логариемами, 0со- 
быя и весьма остроумныя обозначеня и въ особенности 
большая общность въ изложенш задачъ свидЪтельствують о 
степени развиття ИндЪйскаго анализа. Эта наука, которую 
Индусы прилагали къ геометр1и и астрономии, была для нихъ 
уогущественнымъ орудлемъ‘ изсл5дован1я, и мы должны съ 
похвалою указать на нфкоторыя геометрическ]я задачи, для 
которыхъ ими найдены изящныя р$шен1я“. 

Ограничимся только этими краткими указаями на анали- 
тическ1я сочиненя Индусовъ, которыя мы заимствовали изъ 
Нззюте Фез зслетсез тайфетайдиез Либри. Но намъ нужно 
будеть войти въ больпия подробности, чтобы познакомиться съ 
ихъь геометрлей, которая составляеть наш главный предметъ. 

Въ извлечешяхъ и разборахъ этихъ сочинен1й ограничива- 
лись обыкновенно т$мъ, что указывали только нфкоторыя пред- 
ложен1я, именно: квадратъ гипотенузы; пропорцональность 
сторонъ въ равноугольныхъ треугольникахъ; отрЪзки, обра- 
зуемые перпендикуляромъ на основани треугольника; площадь 
треугольника въ функци трехъ сторонъ; приблизительное от- 
ношен1е окружности къ д1аметру; величина сторонъ первыхъ 
семи правильныхь многоугольниковъ, вписанныхъ въ кругъ; 
отношене между хордою, синусомъ - версусомъ дуги и д1а- 
метромъ; наконець нфкоторыя предложеня о вычисленли раз- 
стояй поередствомъ т$ни гномона *°). 


38) См. Соттезропаатесе роесйищие, +. ПТ. Талуег 1816; отрывокъ пере- 
ведениый Теркемомъ изъ сочиненя Тгас8 оп Мафетайс, ес. Ъу Набоп, 
Ш уо], ш 8°, Лондонъ 1812. Гуттонъ получилъ эти новые и драгоцфнные до- 
кументы о алгебр и геометрии Индфйцевъ отъ Стракея, прежде нежели бы- 
ли публнкованы изслдован!я этого ученаго ор1енталиста. Ифифигд Вемеш, 
1817, и° ГУП. ДеашЪге, Елзюе ае Р Азтопотле отачепте, +. Г. и Нзз- 
Фоге 4е РГ Азтопотие аи тоуеи 4де, ПГлзсоигв ргёПишате. Хоигпой 4ез ба- 
татз, БерфешЬге. 1817. 
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Эти различныя предложеня и слЗдовательно весь геомет- 
ричесый отдфль сочиненй Брамегупты и Баскары вообще 
считали за элементы чеометруи, или, по крайней мЪрЪ, за 
элементарныя и первоначальныя предложеня, служивипя ос- 
новою для всей науки Индусовъ. Поэтому думали, что ихъ 
геометрическля знаншя стоять несравненно ниже ихъ позна- 
НЙ ВЪ алгебр 37). 

Но, изучая глубже геометричесюй отдфлъ индфйскихь со- 
чинешй и стараясь дать себЪ отчеть въ томъ, какое значе- 
ше имфють различныя предложеня, о которыхъ до сихъ поръ 
еще не упоминалось, и какую роль играютъ въ этихъ сочи- 
нен1яхъ разнообразныя истины, которыя кажутся на первый 
взглядъ лишенными всякой связи и набросанными случай- 
но, мы пришли кь убЪжденю, что, вопервыхъ, предло- 
женя, на которыя еще не было указано, имфють именно 
самое большое значене; и, во вторыхъ, что сочинене Бра- 
мегупты, преимущественно, вовсе не предетавляетъь элемен- 
71065 зеометузи, или собраня предложенй, наиболе упо- 
требительныхъ у Индусовъ, но относится цфликомъ къ одной 
0с0бой геометрической теории. 

Оно относится именно къ теор1и четыреугольника, вписан- 
наго въ кругъ. Брамегулта рф шаеть здЪеь сл дующи вопросъ, 
заслуживаюйй вниман1я: яостроить такой четыреуюльникз, 
способный вписывалться в5 круз, которало площадь, дзало- 
нали, перпендикуляры у разныя друйя липи, а также 
аметрь кра, выражались бы ращлональными числами. 

Таковъ предметь сочинемя Брамегупты, если только мы 
не ошибаемся въ истолковании большей части его предложе- 
НЙ, смысль которыхъ необходимо угадывать по причин$ край- 
ней сжатости изложемя, при чемъ, большею частю недос- 
таеть необходимыхъ услов!Й для опредЗленности этихъ пред- 
ложенИй. | 


3) ТАеу (фе Мп4из) сйиуаде А1дефта тис тоте, ап4 чз дтеадег 
3иссез, Фот Сеотейу; аз 18 етает [гот Фе сотрагайойу юш зе о 
Фет Кпоцедде т \е оте, апа йе Ид рёсй ор фат абалттет8 т Фе 
офетг. Со] еЪгооКе Вгайтедима ата Вфазсата А дебта; П]лззецайоп, р. ХУ 
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Мнопе безъь сомнфнйя будуть удивлены, узнавъ, что къ 
такаго рода вопросамъ приводится сочинеше. на которое 
прежде, при недостаточно внимательномъ чтени, можно бы- 
ло смотрЪть, какь на элементы зеометрзи. Вопросы эти 
обнаруживаютъ, если не весьма обширныя познашя, то по 
крайней мБр$ изв$етное искуство въ геометраи и навыкъ въ 
вычислетяхъ. Вь посл$днемъ отношении вопросы эти соот- 
вътетвують наклонности Индусовъ къ алгебр®. Они доказы- 
ваютъ, что мы еще совершенно незнакомы съ элементами 
индЪйской геометр1и, и.заставляютъ желать, чтобы найдены 
были еще друге подобные же отрывки времени Брамегупты, 
или еще болБе древней эпохи, такъ какъ изъ нихъ видно, 
что геометрля въ то время уже разработывалась съ успЗхомъ, 

Сочинеше Баскары есть только весьма несовершенное под- 
ражане сочиненю Брамегупты; въ немъ послЪднее сочинеше 
комментировано и искажено. Мы находимъ въ немъ только 
немног1е новые вопросы: н$еколько предложенй о прямо- 
угольномъ треугольник (которыя были чужды вопросу, из- 
сл5дованному Брамегуптой); замфчательное приблизительное 
выражен1е площади круга въ функщи д1аметра; величину сто- 
ронъ первыхъ семи вписанныхъ правильныхъ многоугольни- 
ковъ въ функщи радуса и формулу для приблизительнаго вы- 
числен1я хорды въ функщи дуги и наоборотъ. 

Но важнЪйппя предложенмя Брамегупты, относяшщяся къ 
его теорти вписаннаго въ кругь четыреугольника, туть опу- 
щены, или признаны неточными. Это показываетъ, что Бас- 
кара ихъ не понималъ. 

Послфднее обстоятельство, вм стЪ съ комментарями раз- 
дичныхь толкователей, доказываетъ, какъ намъ кажется, что 
посл$ Брамегупты науки въ Индш клонились къ упадку и 
что сочинене этого геометра переставало быть понятнымъ. 
ИзвЪстно, что въ настоящее время индЪйсве ученые отли- 
чаются глубокимь невЗдЪемъ въ математик$ ‘°). 


‘’) Въ Пунф (Роопа), тлавномъ учреждени Браминовъ, найдется не бе- 
лфе десяти или дв%надцати человфкъ, понимающихь Тл]ауа41 или В1]а-@а- 
пца;: и хотя въ Бомбеф есть иного астрономовъ по должности, однако 
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Теперь мы предложимъ кратюй обзоръ сочинемя Браме- 
гупты. Посл$ этого разберемъ подобнымъ же образомъ со- 
чинен1е Баскары и покажемъ значительныя различя, найден- 
ныя нами между этими двумя сочиненями, написанными че- 
резъ шесть стол5тй одно поел другаго. 


О геометр1и Брамегупты. 


Сочинешя Брамегупты, которыми. Европа обязана знамени- 
тому Кольбруку, извлечены изъ трактата объ астроном, въ 
которомъь они составляютъь двфнадцатую и восемнадцатую 
главы. Двфнадцатая глава есть трактать ариемегики (подъ 
названшемъ СапЦа), восемнадцатая—трактатъь алгебры (подъ 
‘назваШемъ Си Наса). Геометрия составляетъ часть трактата 
ариеметики и занимаетъ въ немъ отдзлы [\, \",... [Х подъ 
сл$дующими заглав1ями въ ангийскомъ текстф: Ррапе Пдите, 
Ехсазайотз, Басе, Ваш, Моитз ор Степ и Меазите Бу 
Ур а40щ. 

Отдфлен!е ТУ, подъ заглав!емъ: илоскзя филуры: треулоль- 
ник5 и четырелольникз, состоитъ изъ двадцати трехъ пред- 
ложеншй, заключающихся въ 8$ 21—43. 

Изложене всЪхъ этихъь предложений дано въ сокращенной 
форм, въ высшей степени сжато, и не сопровождается ни- 
какими доказательствами. Предложеня представлены въ 0б- 
щемъ видЪ, безь помощи всякаго чертежа и безъ всякаго чис- 
ловаго приложевшя въ текстф. Но въ примчамяхъ одного 
индфйскаго автора, по имени Шатурведа, находятся относя- 
пцеся сюда чертежи и приложения. 

Н$которыя изъ предложенй, но очень немног!я, понятны 
и въ изложени ихь находятся всЪ части, необходимыя для 
ихъ полнаго состава. Но другя изложены крайне недоста- 
точно и въ нихъ н$ть никакого указавя на значительную 
часть необходимыхь условй вопроса. Наприм$ръ, если гово- 


Тэйлоръ не нашель ни одного, кто понималь бы хоть страницу изъ Г]ауа\ 1. 
(РеатЪЬге, Нззюте ае РАзтгопотте, %. Г. р. 545). 
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рится о четыреугольникВ, то въ предложени даются только 
выражен1я длины четырехъ его сторонъ и совс$мъ не ука- 
зываются другля услов1я, необходимыя для построеюя, также 
какъ не упоминаются и тБ свойства фигуры, которня въ на- 
мфревши автора должны были составлять предметъ предло- 
жен1я. Вс} эти предложен1я Брамегупты нужно было, ел5до- 
вательно, отгадываль. 

По смыслу, который мы имъ придали, оказалось, что сочи- 
нене имфетъь цю р$шеше слЗдующихь четырехь вопро- 
совъ, относящихся къ треугольнику и четыреугольнику. 

1° Найти площадь треуюльника и радиусь описаннаю 
около него крфа в5 функции треть ею сторонз. 

93° Построить треузольникь, которало площадь и этоть 
радзусз выражались бы раилональными числами, предпола- 
зая, что стороны трерольника суть также числа рачо- 
нальныя. 

3° Для четыреуюльника вписаннало в5 круз опредълить 
вз функиии сторонз: площадь, дзалюнали, перпендикуляры, 
отртъзки, образуемые при взаимном5 пересъчени этихб ли- 
ний и фЧаметрь круза. 

4° Наконецъ, построить четыреуюльникь вписанный в5 
круиь, в5 которомз все это— площадь, дзалонали, перпенди- 
нуляры, из отръзки и фбаметрз круза — выражалось бы 
рацональными числами. 

Кь этимъ четыремъ вопросамъ относятся восемнадцать пер- 
выхь предложений сочиненя Брамегупты, они совершенно 
достаточны для ихъ рёшен1я и ни одно изъ нихь нельзя счи- 
тать лишнимъ; можно поэтому сказать, что сочинене изло- 
жено умно и точно. Н$которыя посл$дующия предложешя 
относятся къ другимъ предметамъ. 

Можно даже сказать, что сочинеше Брамегупты имфетъ 
предметомъ одинъ только изъ вышеприведенныхъ вопросовъ, 
именно посл$ дей, относящийся къ вписанному четыреугольни- ^ 
ку. Три друге являются тогда неизбЪжными подготовлен1ями 
къ его р5шен!ю; и дЬйствительно, всф они имфютъ приложе- 
не при полномъ рфшен!и вопроса о четыреугольник%. 
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‘упты, мы должны познакомить читателя съ нфкоторыми вы- 
Фаженями математической номенклатуры Индусовъ; эти вы- 
ражен1я ими употреблялись съ чрезвычайным удобствомъ при 
изложеши теоремъ въ сжатомъ вилф и безъ помощи чер- 
тежей, что придавало изложен!ю характеръ общности, ко- 
тораго часто недоставало въ геометри Грековъ. Впосл$д- 
сти мы сами будемь пользоваться этими выраженями: они 
облегчать намъ изложене и позволять вт нфкоторыхъ слу- 
чаяхъ сохранить стиль индЪйскихь геометровъ. 

Въ треугольникВ одна сторона называется основандемь, дв\ 
друг1я сторонами, или бедрами; перпендикулярь есть линия, 
проведенная подъ прямымъ угломъ къ основан!ю изъ точки 
пересченя сторонъ. Отуръзки суть части заключаюпияся 
между подошвою перпендикуляра и двумя концами основания. 

Въ прямоугольномъ треугольник одна сторона прямаго 
угла называется стороною, другая прямою (ирт 9$); третья 
сторона треугольника называется зимотенузой. Слово прямой, 
которое въ нашей математической номенклатур$, прилагается 
только къ угламъ, мы замфнимъ словомъ катетз, которое 
употреблялось Греками и Римлянами. Многоугольникь о че- 
тырехъ сторонахъ называется тетралономь (за исключенемъ 
заглавя сочинешя: треуюльникь и четыреулюльникз); одна 
изъ четырехъ сторонъ есть основанёе; противоположная ей на- 
зывается вершиною (зитт ) и дв остальныя—боками. 

Мы не можемь употреблять слово вершина, потому что 
оно въ нашемъ язык никогда не прилагается къ лини, но 
всегда къ точкЪ, и потому мы замЪнимъ его словомт верх 
(сотаизе), въ подражаше Римлянамъ, которые давали также 
особое имя сторонЪ противолежащей основан!ю четыреуголь- 
ника и называли ее сотаизиз. Это слово встр$чается въ нф- 
которыхъ древнихъ рукописяхь и употреблено было въ 1486 
году въ Магдатиа Ру озормса. 

Перпендикуляры четыреугольника — это перпендикуляры, 
опущенные на основаше изъ двухь верхних концевъ боковъ; 
такъ что каждый изъ нихъ соотв*®тствуеть своему боку. Каж- 


Прежде нежели перейдемь къ разбору сочиненя Браме- 
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дый изъ перпендикуляровъ образуеть на основанйи два от- 
р$зка. Первый изъ отр$зковъ, находящийся между перпенди- 
куляромъ и соотв$тетвующимь бокомъ, называется 07/03з- 
комз, другой есть его дополнене. ИндЪйцы употребляли сло- 
во длюналь въ томъ же значенш, какъ и мы. 

Для прямоугольника существуютъ 0особыя названя. Пря- 
моугольникъ называется иродоловатымь (0 0п"9); двЪ при- 
лежапия стороны называются, какъ и въ прямоугольномъ 
треугольник, стороною и прямою; мы же будемъ говотить 
сторона и катеть. 

Слово трапещя (гаретит) употреблено’ несколько разъ, 
но значене его не опред$лено. Изъ зам$тки Кольбрука, по- 
м$щенной въ началЪ геометрическаго отдфла Баскары и за- 
имствованной у толкователя Ганезы, видно, что это слово 
соотвЗствующее санскритскому названю 9зйата - свайи- 
ойила, относится кь четыреугольнику съ четырьмя неравными 
сторонами. Это же самое значене имЪло оно у Грековъ (см. 
34-е опред5леше въ [ книг$ Евклида) и до сихъ поръ сохра- 
нило его у английскихь геометровъ. “"’) То же значеше мы 


————————————_—- = 


1) Въ настоящее время во Франши слово прапещя прилагается исключи- 
тельно къ четырезугольнику, у котораго дв стороны параллельны, а другя 
дв не параллельны. Это новое значен!е оно получило около середины про- 
шедшаго столфт1я; до тёхъ же поръ употреблялось въ томъ же смысл какъ 
у Евклида. 

Впрочемъ и прежде въ различныя, и даже весьиа отдаленныя, эпохи оно 
получало по временамъ это же особое значене; такъ въ 174 предложен! 
7-й книги Математическаго Собранля Паппа слово это относится необходимо 
къ четыреугольнику съ двумя параллельными и съ двумя другими какими ни- 
будь сторонами; въ коиментар1 Евтощя на 49-е предложение 1-й книги кони- 
ческихъ сфчен!й Аполлон1я оно иифеть тоже значене. Въ новые в$ка мы на- 
ходимъ это же значен1е, формально выраженное въ сочинени Реисег: Ее- 
тета аосичтае 4е сбтсиз сощезифиз, пт—8°, 1569, гд$ мы читаемъ: Оиае 
ето поп паро^А\мАотраниа зи, аиё наз рафетё Итеав аедииег авзфатщез 
%ё трапеза тепзае; амф пиПаз ргогзиз ратаЙааз Ипеаз рафетф, иё тра- 
пебовод. 

Рииляне называли четыреугольникъ съ двумя параллельными сторонами 
тетза, или тела. Стевинъ называлъ его пасйе, потому что эта фигура, по 
его словамъ, скорфе похожа на топоръ, чёмъ на столъ. (Оемогез тафёта- 
Идиез 4е Зфеуш, р. 373). 
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даемъ ему и въ предложеняхъ Брамегупты: Но чтобы эти 
предложенля имфли смыслъ, необходимо допустить, что въ 
трапешии дагонали пересЁкаются подъь прямымъ угломъ. 
Только въ двухъ предложен1ахь такое ограничеше не пред- 
ставляется необходимымъ; но и тутъ есть поводъ предно- 
лагать, что оно подразум$валось Брамегуптой. Это первое 
услов1е при построении трапещи не одно должно было соб- 
людаться индЪйскимъ авторомъ. Мы узнали кромЪ того, что 
трапецля эта должна вписываться в5 круз. Ни одно изъ 
этихъ требованшй не указано ни въ текст Брамегупты, ни 
въ примфчавшяхъ толкователя Шатурведы. Слово трапешя 
употреблено у Баскары только два раза и мы зам$тили, что 
автор оба раза прилагаеть его къ четыреугольникамъ, по- 
строеннымъ особымъ образомъ и им5ющихъ длагонали подъ 
прямымъ угломъ. 

Мы будемъ, за недостаткомъ другаго слова, употреблять 
слово трапешя въ сказанномъ смысл съ тою цфлио, чтобы 
сохранить краткость выраженля, которая поможетъ намъ вы- 
казать отличительный характерь предложеюй геометра Ин- 
дуса. 


Вс$ назван!я разныхъь видовъ четыреугольныка очень часто ифнялись. 

Прямоугольникъ называвпийся у Грековъ &терорйкис, получиль у Риилянъ 
назван1е $е"адотиз рате аШега 1опдзот (см. Боэщая и Касс1одора). Въ сред- 
н1е в$ка Каипанъ и Винцентъ де-Бове дали ему назван!е $е’адоте 1опд, ко- 
торое онъ сохраниль и во время возрождения въ сочинен1яхъ Замберти, Тар- 
талеа и др. Впослфдств!и нфкоторые авторы называли его 061074 (см. Абейтаз 
Епсуораеа итбоетза, М. ХУ). Наконець во Франщи онъ получилъ иия 
хецап е (Мегзеппе, 4е 1а чёегце 4ез зслетсез, р. 815), которое осталось до 
сихъ поръ. Въ Ангми онъ все еще называется 0610949. 

Винценть де-Бове, писатель ХШ в%ка, авторъ энциклопеди бреси ит 
тип, въ которой съ громадными свЪздЪн1ями собрано множество драгоц%н- 
ныхъ для истор1и документовъ, называль ста — ромбъ Грековъ; зтЦе 
сИитла—ромбоидъ, или параллелограммъ; и сИиипача—вс% неправильныя че- 
тыреугольники, т. е. трапецги Грековъ. 

Кампанъ, писатель того же времени, которому Европа обязана первымъ 
переводомъ Евклида, сдфланнымъ имъ съ арабскаго текста, называлъ роибъ— 
йейпиаут; параллелограимъ — 572$ П@тиаут; и трапепю Евклида — #е1- 
тиатрйе. Эти назван!я употреблялись въ эпоху возрожден!я; ихъ иожно най- 
ти въ практической геометр!и Брадвардина и въ сочинен1яхъ Луки Бурго и 
Тарталеа. 
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Значене, данное нами слову трацещя, съ условемт,, что 
эта фигура должна быть способна вписываться въ кругъ, уже 
придаеть смысль многимъ предложенямъ, но еще не всЪмъ; 
во многихъ другихъ, хотя и не относящихся къ транещи, 
необходимо также допустить; что р$чь идетъ о четыреуголь- 
ник$, вписываемомъ въ кругъ. Въ нихъ говорится о четы- 
реугольникВ съ двумя равными противоположными сторона- 
ми, или даже съ тремя равными сторонами. 


Этихь первыхъ предположенй достаточно, чтобы выпол- 
нить построене фигуръ, къ которымь относятся прейполо- 
женя Брамегупты; но этого еще недостаточно; нужно еще 
пополнить 10, о чемъ авторъ умалчиваетъ, и открыть т% 
свойства, которыми должны были обладать построенныя та- 
кимъ образомь фигуры, свойства, которыя и составляли на- 
стоящий предметь сочиненя. Тотъ же вопросъ представляется 
и относительно предложевй о треугольник, въ которыхъ 
услов1я построеня означены вполнф, но также ничего не 
говорится о свойствахь, которыя должна имфть эта фигура. 


Представимъ теперь сводъ предложенй, найденныхъ нами 
въ сочинен!и Брамегупты. Тфмъ изъ нихь, изложене кото- 
рыхъ неполно и непонятно, дадимъ тотъ смысль и толкова- 
не, о которыхъ мы только что говорили. Мы распред$лимъ 
вс$ предположен1я по группамъ, несоблюдая того порядка, 
въ которомъ они расположены въ индЪйскомъ сочинени; 
этоть порядокь можно возстановить при помощи указанныхъ 
нами нумеровъ параграфовъ. 

1° Четыре предложен1я о треугольник: 

Первое: квадратъ гипотенузы въ прямоугольномъ треуголь- 
никЪ; $ 24. 

Второе: способъ вычисленя лерпендикуляра въ функщи 
сторонъ; 8 22. 

Третье: площадь треугольника въ функщи трехъ сторонъ 
$ 21. 

Четвертое: выражеше д1аметра круга, описаннаго около 
треугольника; $8 27. 
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Изь этихъ предложенй два первыя, по крайней мВрЪ, сл5- 
дуеть разсматривать, какъ леммы, полезныя впослёдетви. 

29° Три предложен1я о построении треугольника, въ кото- 
ромъ стороны и перпендикуляръ, а слЗдовательно также пло- 
щадь и ламетръ описаннаго круга, суть числа рацлональныя: 

Первое: прямоугольный треугольникъ; $ 35. 

Бтотое: равнобедренный треугольникь; $ 38. 

Третье: косоугольный треугольникъ; $ 34. 

3° Девять предложенй о тетрагон$, вписываемомъ въ 
кругъ: 

Первое: площадь четыреугольника въ функщи четырехъ 
сторонъ; $ 21. 

Второе: выражене его д1агоналей; 8 28. 

Третье: способъ вычислять дламетръ описаннаго круга въ 
функшми сторонъ; особое выражене этого д1аметра для тра- 
пецёи (тетрагона съ дагоналями подъ прямымъ угломъ); $ 26. 

Четвертое: особое выражеше длагонали и перпендикуля- 
ра для вписаннаго тетрагона, им$ющаго равные бока; 8 23. 

Пятое: способъ вычислять отрфзки, образуемые другъ на 
друг$ длагоналями и перпендикулярами вписаннаго тетрагона 
съ равными боками; $ 25. 

Шестое: способъ вычислять перпендикуляры и отр%зки, 
образуемые ими на основани, для вписанной трапещи; $29. 

Седьмое: способъ вычислять для того же четяреугольника 
отрзки на длагоналяхъ, образуемые ихъ точкою перес$ чения; 
$8 30 и 31. 

Восьмос: способъ вычислять перпендикуляръ, проведенный 
изъ точки перес$чен1я длагоналей на сторону, и продолже- 
не его до другой стороны; $$ 30 и 31. 

Девятое: способъ вычислать отр$зки, образуемые перпен- 
дикулярами на д1агоналяхъ и сторонахъ и противоположными 
сторонами одна на другой; $ 32. 

4° Четыре предложеня о поестроени четыреугольника, 
вписываемаго въ кругъ, котораго стороны, д1агонали, пер- 
пендикуляры, отр$зки, образуемые этими ливями другъ на 
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другЪ, площадь и радуеъ описаннаго круга, были бы чнела- 
ми рацтональными: 

Первое: построее прямоугольника; 8 35. | 

Второе: построеше четыреугольника, въ которомъ двъЪ 
противоположныя стороны равны; 8 36. 

Третье: построеше четыреугольника, им5ющаго три рав- 
ныя стороны; 8 37. 

Четвертое: построеше четыреугольника съ четырьмя не- 
равными сторонами; $ 38. Построенный четыреугольникь есть 
трапещя, т.-е. лагонали его наклонены подь праямымъ у- 
ГЛОМЪ. 

Таковы, согласно съ принятымъ нами толкован1емъ, пред- 
ложеня, заключаюнияся въ восемнадцати параграфахъ сочн- 
нен!я Брамегупты и относяпляся, какъ намъ казалось, къ 
теор1и четыреугольника впясываемаго въ кругъ и разр шаю- 
ия вопросъ 0’ построеви такого четыреуголеника, въ ко- 
торомъ веЪ части были бы ратональны. 

Слово *рузё ветр$чаетея только въ двухъ предложен!яхъ, 
въ $ 26 и 27, гдБ требуется найти радусъ круга описан- 
наго около треугольника и четыреугольника; слово же ра- 
иональный. не произнесено нигдф. Четыреугольникъ опре- 
дфляется выраженемъ длины его сторонъ и при этомъ нп- 
чего не говорится ви о другихъ условляхъь построеня, кото- 
рыя по нашему предположению состоятъ въ требоваши вии- 
сыван1я въ кругъ, ни о свойствахъ, которыми долженъ отли- 
чаться построенный четыреугольникъ и которыя должны со- 
стоять въ томъ, что всЪ части его должны выражаться чи- 
селами рацональными. 


5° Пать предложен, слфдующихъ посл этихъ восемнад- 
цати паратрафовъ, не относятся къ теори вписаннаго че- 
тыреугольника. 

Первое относится къ прямоугольному треугольнику. При 
совершенно иномъ изложенми предложен1е это приводится къ 
слфдующему: Найти на продолжении объихь сторонь пря- 
мало ума в5 примоуюдьномь треуюльникь точку, сумма 
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разстоянй которой оть двуль концовь зитотенузы равня- 
лась бы суммь сторон5 прямало ума; 8 39. 
` Четыре слёдующйя предложен!я относятся къ кругу: 

Первое: Выражене окружности и площади круга въ фун- 
кщи даметра. Пусть будеть 0) д!аметрь и В—радусъ. 

«Въ практик$ беруть окружность —=3.0, площадь —=38*. 

’ «Чтобы имЪть настоящия величины ({#е пеаё ощиез) надобно 
взять окружность = 10.0 и площадь = У 108%; 8 40. 

Второе: «Въ кругЪ 1‘ полухорда равна квадратному кор- 
ню изъ произведенля отр$зковъ перпендикулярнаго д1аметра; 
2° квадратъ хорды, дзленный научетверенный любой‘ отр%зокъ, 
сложенный съ этимъ же отр$зкомъ, равняется д1аметру.» 6 41. 

Меньший изъ отр$®зковь Брамегупта называетъь стрълкой 
(Нёсйе, агтою). 

Когда два круга перес$каются, то они имфють общую 
хорду; прямая, состоящая изъ двухъ стрЪлокъ, соотвЪтетву- 
ющихъ въ двухь кругахъ этой хордф, называется выртъзкомь 
(Регозют). 

Гретье: «Стр$лка равна полуразности д1аметра и квадрат- 
наго корня изъ разности квадратовъ д1аметра и хорды. 

Вычитая выр$зокъ изъ двухъ д1аметровъ, умножая остатки 


на выр$зокъ и дЪля на сумму этихъ остатковъ, получимъ дв 
стрЗлки.» $ 42. 

Четвертое: Это предложене то же что вторая часть 6 41. 

Ве эти двадцать три предложен1я составляютъ отдфлъ ГУ. 

Отд5ль У носитъ назване Ёхсахано”з. Здесь дается из- 
м$френе призмы и пирамиды и способъ для приблизительна- 
го изм$рен1я на практик$ неправильныхъ т%лъ. 

Въ отдБлахь УТ, УП и УШ, подъь заглав1ями 906$, ба 
и М0ит4$ оЁ дтайт, авторъ даетъ правила для приблизитель- 
наго изм5реня эруды кирпичей, кусковз дерева и кучи зе- 
фенз. 

Отдьль [Х носить заглаве: Измъренае посредствомь чно- 
мона. 

5 
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Авторъ разсматриваетъ свЪчку, помфщенную на вертикаль- 
ной подставкВ, и гномонъ, располагаемый также вертикаль- 
но, и рВшаетъь два слЗдующе вопроса: 

1° Зная высоту свъчки, высоту зномона и разстояще 
между ихз основанмями, найти длину тльни, бросаемой чно- 
мономб; 8 53. 

2% Найищ высоту свъчки, зная тъни, бросаемыя чномо- 
номь в5 двухь различныхь положеняять; 8 54. 

Вотъ ве предложеня, составляющия геометрическую часть 
сочинен1я Брамегупты. 

Прежде нежели перейдемъ къ разбору сочиненля Баскары, 
сдЪлаемъ по н3зскольку замф чай на многля изъ этихъ пред- 
ложений. 

Правило для построемя поямоугольнаго треугольника въ 
раплональныхъ числахь алгебраически выразится такъ: 

Пусть а будеть сторона трелольника и В какое-нибудь 
количество; друлая сторона будет»ь: 


ро жи 
5 (т — 8}, а ииотенуза 5 |) + 


Это правило основывается на тождествЪ: 


1 Га? ° 1/4’ 2 
-(— 6 —=- (| — — В) + а’. 
4\6 4\6 
Въ изложен1и Брамегупты не произнесено слово рацлональ- 
ный, но мы встрчаемъ его въ этомъ же самомъ правил$ въ 
$ 38 его алгебры, гд$ правило названо такъ: Лравило для 
построеня прямоуюльнало треуюльника в5 числахь рач- 
ональных 5. 
Баскара въ геометрическомъ отдфл$ Лилавати, $ 140, да- 
етъь тоже самое предложеше и прибавляетъ, что стороны бу- 
дуть ралюональны. 


Это правило, какъ мы видимъ, есть обобщете двухъ пра- 
виль построен1я прямоугольнаго треугольника въ цфлыхь чи- 
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слахъ по данной сторонЪ, выраженной четнымъ или нечет- 
нымъ числомъ, правилъ, которыя Прокль, вв комментарйь къ 
сорокз сефьмому предложению первой книзи Евклида, припи- 
сываеть Пиеагору и Платону. 


Эти два правила греческихъ геометровъ выражаютея фор- 


мулами; 
=) (=) , 
(95) =(-5) + 
2 2 2 


которыя получаются изъ формулы Брамегупты при 6 =Ти 
ф— 2. 


Формул$ Брамегупты можно дать такой видъ: 


ан 0°)* —= (а —6?)* + 4а?6°. 
( 


Въ этомъ вид формула очень часто употреблялась новы- 
ми геометрами и служила основанмемъ ихъ способовъ для р%- 
шен1я неопред$ленныхъ уравнеюй второй степени. Браме- 
мегупта пользовался ею для построетя равнобедреннаго тре- 
угольника, въ которомъ стороны и перпендикуляръ должны 
быть числами рацюональными. Вотъ правило: 


Пусть & и 6 будуть дв4 какзя-нибудь числа; тозда (а* +) 
будеть выражене двуль равныхз сторонз треуюльника, 
2(4’—0?) будеть основане и 2а6 —перпендикуляр; $ 33. 


Изъ алгебраическаго правила Брамегупты въ $ 34 видно, 
что для составленя косоугольнаго треугольника, котораго 
стороны и перпендикуляръ выражаются рацональными числа- 
ми, онъ строитъ въ ращональныхь числахъ два прямоуголь- 
ные треугольника, имфющ!е общую сторону. Общая сторона 


————————ы- -- 


“”) Боэцьй, пользуясь также этими двумя формулами во 2-й книг своей 
Геометри, приписываетъь вторую изъ нихъ Архитасу. 


рж 
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служить перпендикуляромъ косоугольному треугольнику, сб- 
ставленному изъ другихъ сторонъ. 

Мног!е новые геометры р$шали этотъ вопросъ такимъ 
же образомъ (см. комментарии Баше-де-Мезир1ака къ УТ кни- 
гв ОчезНопез атёртейсае Дюфанта и бесйопез ищища 
пазсеЦапеае Шутена, стр. 429). 


Мы замЪтили, что два предложен!я 0 равнобедренномъ и 
косоугольномъ треугольник прилагаются къ построеню впи- 
саннаго въ кругъ тетрагона съ двумя и тремя равными ето- 
ронами, которое дано Брамегуптой въ 8$ 36 и 37. 


Формула 
(а 65"): = (а* — 6*)* + 4а*6*, 


служившая у Брамегупты для построеня въ ращональныхъь 
числахъ прамоугольнаго треугольника по данной сторонЪ$, 
можетъ служить также и въ томъ случаЪ, когда дана гипо- 


тенуза; въ самомъ дЪлЪ пусть гипотенуза будетъ с; сдБлаемъ 
3 


въ формул 6 —=1 и помножимъ об части на ———., По- 
форм; (т) 


лучимъ 


‚ _ 44'с* (1. 
(41 (а*—1)* › 


откуда видно, что двЪ стороны треугольника будуть пред- 
ставляться формами 


2ас и с(а*— 1) 
а*.-+-1 +1 


гд$ а — число произвольное. 


Эту формулу далъ Баскара. Ея нЪть въ сочинеши Браме- 
гупты, потому что она безполезна при рёшени вопроса о 
вписанномъ четыреугольник®, къ которому оТносятея всЪ 
предложения его. 


Только въ 88 26 и 27 Брамегупта упоминаеть о круг5, 
описанномъ около фигуры. Подобное услове ме означено ни 
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въ одномъ изъ остальныхь предложенй, относящихся по на- 
шему мн%®ню къ четыреугольнику, вписанному въ кругъ. 


Въ $27, гдф дается способъ вычислять даметръ круга, 
описаннаго около треугольника, выражено известное пред- 
ложен!е: «произведен1е двухъ сторонъ треугольника, д$лен- 
ное на перпендикуляръ, опущенный на третью сторону, ра- 
вно д1аметру описаннаго круга.» 


Способъ вычислять д1аметръ круга, онисаннаго около те- 
трагона, тотъ же самый; для этого разсматривается треуголь- 
никъ, составленный изъ двухъ прилежащихъ сторонъ и д1- 
агонали. Выражевше д1агоналей дано въ 8 38. 


Въ тетрагонЪ съ прямоугольными д1агоналями даметурз 
равен». квадратному корню изь суммы квадратовь двух 
пропивоположныхь сторон. 


Предложен!е это основывается на извфетномъ свойств 
хордь, перес$кащихся въ круг$ подъ прямымъ угломъ: сум- 
ма квадратовь четырехь отръзковз, образуемых на двух» 
хордахь точкою ихз перестчензя, равна квадрату фаметра 
круа. Это есть Х| предложен1е въ книг$ Архимеда, назы- 
вающейся «Леммы». 


$ 21, въ которомъ даются площади треугольника и четы- 
реугольника въ функщи сторонъ, заслуживаеть по нашему 
мн$н1ю особеннаго вниман1я, преимушественно ©0 стороны 
т$хъ лицъ, которыя интересуются открытемъ историческихъ 
документовъ, предетавляющихъ собою л$тописи науки. 


Этотъ параграфъ состоитъ изъ двухъ частей, изъ которыхь 
первая, какъ намъ кажется, допускаетъ два различныя иетол- 
кован1я. Если ее перевести буквально, то она представляетъ 
въ нфкоторомъ родф отрицательное предложение; въ ней го- 
воритея, что н%которое правило для вычисленля площадей 
треугольника и тетрагона, не вфрно. Но, сд$лавъ небольшое 
изм$нен!е въ техстф, мы полузаемъ точное правило для вы- 
численя мрапецеи, играющей въ сочиневши Брамегупты глав- 
ную роль. 

Воть первое толковане: 
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1° Произведене полусумм5 противоположныхь сторонь 
даетз не точную площадь трепмольника и тетролона. 


2°. Полусумма сторонз написана четыре раза; изъ нея 
послъдовательно вычитаемь стороны; составляем произве- 
дензе остатковъ; квадратный корень из этою произведе- 
ля есть точная площадь физуры *“°). 


Хотя здфсь вовсе не упоминается о условш, что тетра- 
гонъ долженъ вписывальея въ кругъ, но нельзя сомнфваться, 
что во второй части предложеюня говорится именно о такой 
фигур$; и дЪйствительно, это есть ни что иное какъ изащ- 
ное правило, служащее для вычислення площади вписаннаго 
тетрагона въ функщи четырехъ сторонъ. Въ этомъ правил 
заключается также и правило для треугольника. Достаточно 
предположить, что одна изъ сторонъ тетрагона обращается 
въ нуль. Также понималъ это и Шатурведа, который въ очень 
короткой зам$ткВ говорить, что въ случа треугольника изъ 
трехъ написанныхь полусуммъ надобно вычесть соотвЗтевен- 


но три стороны, а четвертую полусумму оставить такъ, какъ 
она есть. 


Эта формула площади треугольника въ функщи сторонъ 
была замЪчена геометрами, писавшими о сочинени Браме- 
тупты, и считалась въ немъ предложенемъ самымъ замБча- 
тельнымъ; но никто еще, сколько мн извЗетно, не упоми- 
налъ о формул$ площади четыреугольника. Между т$мъ эта 
формула во веБхъ отношен1яхъ важнзе предыдущей: она не 
только общфе ея, труднзе доказывается, предполагаеть бо- 
лЪе познай въ геометри и, однимъ словомь, не только им$- 
етъ бол$е научнаго значеня, но даже, какъ кажется, вполнЪ 
принадлежитъ автору Индусу; ея нфтъ ни въ одномъ изъ гре- 


“з) Вотъ текстъ Кольбрука, который ‘необходимо имфть передъ глазами, чтобъ 
судить о двухъ толкован1яхъ, которыя этотъ текстъ, по нашему мн$и!ю, до- 
пускаетъ: Тре рто4исё ор В Ше я4ез ат4 соизщетгз4ез 18 Фе 491088 атеа 
ор а Ичат е атЯ зетадоте. НеЁф е зит ор Ше зез зе аошпт роиг’ Итез’ 
ата зезето у 1еззетей Ву Фе з34ез, Вет пи Нрие4 Фодетет, Ше здиаге — то 
ор Фе ртодисё 5 Ше ехасё атеа. 
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ческихь сочиненй, чего нельзя сказать о формулЪ треуголь- 
никя, какъ мы увидимъ это ниже. 

Перейдемъь къ первой части занимающаго нась предло- 
жен, въ которой признается несправедливымъ, дЪйствитель- 
но невфрное, правило для вычислен1я площади треугольника 
и какого нибудь тетрагона въ функщи сторонъ. 

Шатурведа, въ прим$чанш, дБлаетъ восемь числовыхъ при- 
ложенй этого правила, именно: къ тремъ треугольникамъ, — 
равностороннему, равнобедренному и косоугольному; потомъ 
къ квадрату, прямоугольнику, къ тетрагону съ двумя парал- 
лельными основанями и двумя равными боками, къ тетраго- 
ну съ двумя параллельными основашями и тремя равными 
сторонами и наконецъ къ трапени. 

Для треугольника онъ составляетъь полусумму двухъ сто- 
ронъ и помножаеть ее. на половину основан1я. Онъ находитъ, 
что площадь всегда получается не точно. ЭТо такъ и должно 
быть, потому что полусумма двухъ сторонъ никогда не мо- 
жетъь быть равна перпендикуляру. 

Для тетрагона онъ помножаеть полусумму двухъ боковъ 
на полусумму двухъ основанй и говоритъ, что произведене 
есть точная площадь въ случа$ квадрата и прямоугольника, 
но неточная въ трехъ другихъ случаяхъ. 

Этоть способъ вычислен!я площади тетрагона употреблял- 
ся и считалея точнымъ у римскихъ землемровъ. Мы нахо- 
димъ его въ сборник подъ заглав1емъ: Де адтатае аисютез 
[едездие чатзае ““), и даже въ геомстр!и Боэщя (книга П; де 
хпотфоз4е тибтаса). 

Правило для треугольника, по крайней м$р$ равнобедрен- 
наго, встр$чается также у атотайс Вотат. И то и дру- 
гое правило употреблялись также, какъ в$рныя, у насъ въ 
средне вЪка. Мы находимъ ихь въ сочинешяхъ Беда между 
его ариеометическими вопросами @4 асиепаоз личетез “?), ко- 


“) Сига Тиейт Соези. Атзф. 1674, и—4; см. стр. 818. 

45) Уепегаб з Ведае орега; 4 тома 1 #01. Со]обте, 1612; %. Т, столбцы 104 
и 109. Де сатро диадгатди]о; четыреугольникъ имфетъ осиован1е, равное 5+, 
противоположная сторона равна 38 и два бока равны 30 и 32; площадь его 
будеть 


— 
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торыя разсматривались какъ зачатокъ извфстной книги Весуе- 
айопз тафетайдиез “°), и которыя аббатъ 8%. Ешегап при- 
писывалъ знаменитому Алкуину, учителю и другу Карла Ве- 
ликаго. - 


Не проникли ли эти два правила, свидЗтельствуюция, 
что и для насъ существовало время невЪжеетва, въ Индю, 
ГД геометры, дЪйствительно достойные этого имени, при- 
знали ихь ложными? и не назначалось ли предложеше Бра- 
мегупты для того, чтобы замЪнить' этоть нев5жественный 
практический прлемъ правиломъ впознЪ точнымъ и геоме- 
трическимъ? 


По крайнЪй мБрЪ совершенное тождество этихъ правилъ 
У западныхъ народовъ съ т$ми, которыя признаны ложными 
авторомъ Индусомъ, подтверждаеть, кажется, ихь общее про- 
исхождеше. Потому что заблуждене не то, что истина. 
Истина въ геометр1и есть законъ общ, она единственна, 
она принадлежить вс5мъ временамъ, всфмъ умамъ, способ- 
нымъ ее понять; и присутств1е ея во многихъ м$етахъ, у 
многихъ народовъ, че есть доказательство сообщенй между 
ними. Другое дЪло —заблуждене; его формы не имфютъ за- 
коновъ; он различны, неисчислимы; и совпадене въ этомъ 
случа указываеть на общее происхождене. 

Это обстоятельство представляетъ, можетъ быть, н%кото- 
рый интерееъ, камь историческй фактъ, свидФтельствующий 
о научныхь сообщенляхъ въ отдаленныя отъ насъ времена и 


—— 


(7 


5 (== == 31 Х 33 == 1028. 


Де сатро ичатди]о; треугольникъ имфетъ бедра равныя 30 и основане рав- 
ное 18; площадь его будетъ 


20-80 18 оо эт 


Эти ложныя правила прилагаются еще разъ въ вопросахт нодъ заглавемъ 
Ше спуще диадгатдиа; Пе соцое ичапдиа. 


*’) Мошае!а; Назюйе 4ез тайетайдиез, -&. Г, р. 495 
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притомъ доказываюцй великое превосходство Индусовъ того 
времени передъ ихъ современниками на западф. 

Вотъ теперь второе истолковане предложения. 

Въ нашемъ второмъ способЪ изъясненя предложеня мы 
измфняемъ нфкоторыя слова текста и переводимъ ихъ слф- 
дующимъ образомъ: 

1° Вз трапецёи площадь равна полусуммь произведен 
противоположныхь сторонб. 

2° Для треуюльника и тетралона пилиемь полусумму 
сторочз четыре раза, вычитаемь посльъдовательно стороны; 
составляем произведене остатков; квадратный корень 
#35 этою произведеная будетз площадь фиуры “7). 

Здфеь опять, конечно, рЪчь идеть о трапещи и о тетра- 
гонф вписываемомъ въ’ кругъ. 

Чтобы получить это изложене, достаточно уничтожить ело- 
во неточная (9708$), замнить слово тетролонь словомъ 
трапецзя и перенести слово треугольникъ во вторую фра- 
зу, прибавляя тамъ еще слово тетралонз. Вторая фраза со- 
храняетъ прежнее значете, первая же получаетъ ясный смыслъ 
и становится довольно красивымъ предложенемъ, которое, 
можеть быть, не было еще зам чено, Доказательство его лег- 
ко, потому что дагонали наклонены подъ прямымъ угломъ 
и потому очевидно, что площадь трапещи равна половин$ 
произведения ихъ одной на другую. Но произведеве это, на 
основанш теоремы Итоломея о вписанномъ четыреугольник$, 
теоремы, которою Брамегупта очевидно пользовался въ пред- 
ложенши 8 28 **), равно сумм произведенй противополож- 


“т) Воть каково могло бы быть изложен!е, соотв#тствующее этому тохкова- 
н1ю; читатели увидятъ, какя легк1я измфнен!я достаточно сдфлать въ англй- 
скомъ текст$, чтобы его’ получить: На! е зит о \е ртодис8 ор Фе з4ез 
ат сошдетза4ез 38 Ше атеа ор а 1"таремит. Лт а чая е ата 1етадоте 
йоЁ 11е зит ор Фе з44ез зеё аошт оит Итез, ат зететаПу Теззепей Ъу те 
$4ез, бету тинрИей юдетегт Ше здиате—госф о[ Фе ртодисф чз Фе атеа. 

8) Мы не хотимъ сказать этимъ, что Брамегупта заимствоваль эту теоре- 
му изъ Альмагеста Птоломея; но только, что онъ зналъ ее и пользовался ею 


для получен1я выражен1я д1агоналей вписаннато четыреугольника, которое да- 
но имъ въ 8 28. 
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ныхь сторонъ. СлБдовательно половина этой суммы есть 
площадь трапецщи. 

До сихъ поръ изь $ 21 была замфчена только та часть, 
которая относится къ площади треугольника въ функщи трехъ 
сторонъ, но не было обращено вниман!я ни на формулу пло- 
щади четыреугольника, вписаннаго въ кругъ, которая во веЪхъ 
отношетяхъ заслуживаетъь предпочтене передъ предыдущей, 
ни на предложеше, въ которомъ объявляются неточными пра- 
вила, одинаковыя съ употреблявшимиея у Римлянъ иу за- 
падныхъ народовъ въ средше в$ка. 


Формула площади треугольника въ сочинеши Брамегупты 
обратила на себя т$мъ болЪе вниман1я, что вообще не по- 
лагали, чтобы она была изв5стна въ древности, въ особен- 
ности у Грековъ. Монтукла, который сначала приписывалъ 
ее Тарталеа, возвелъь въ послфдетыи ея происхождене не 
далзе Герона младшаго, писателя \УП-го столБтя. Точно 
также Деламбръ въ предислови къ Нззюте ае Разкопотие 
аи тоуеп @де, говоря о сочинени Брамегупты, нашелъ воз- 
можнымъ сдфлать, въ интерес Грековъ, только одно воз- 
ражеюе противъ этой формулы индФйскаго геометра; имен- 
но, что эта весьма любопытная теорема только вз незна- 
чительной степени полезна для астрономзи. Но мы должны 
замЪтить здЪеь, что тсорема эта была изв$стна въ Алексан- 
драйской школЪ, хотя это и не было замЗчено. Она доказана 
въ сочинени”.о геодези Герона старшаго (за два вЪка до 
христ1анскаго лЪтосчисленя) подъ заглавемъ Дюитрь, или 
Уровень; сочинене это лБтъ двадцать тому назадъ переве- 
дено въ истори оптики “°) Вентури изъ Болоньи подъ загла- 
в1емъ # Ттадичат4о. Эту же теорему, безь доказательства, 
Вентури нашель еще въ одномъ отрывкБ по геометраи ла- 
тинскаго автора, который, по его мн5н1ю, существовалъ рань- 
ше Боэщя. Мы видфли ее также въ рукописи АТ стол тя, 


№. 


3) Соттетзат зорта 14 зюта е 1е веоче ао са. Во]огпа, 1814, ш—4 
р. 77—147. 
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принадлежащей библлотек$ города Шартра. Тамъ она вхо- 
дитъ въ трактатъ о изм$рени фигуръ, который, какъ мы ду- 
маемъ, есть тотъ самый, о которомъ упоминаетъ Вентури; по 
нашему мн$фю его можно бы приписать Фронтину. Такимъ 
образомъ первенство въ открыт формулы площади тре- 
угольника не можетъ принадлежать Брамегупт$. Но этотъ 
геометръ можеть уступить его, нисколько не теряя уважения, 
заслуженнаго, благодаря этому обстоятельству, его сочине- 
н1емъ; потому что у него мы находимъ гораздо боле важ- 
ную формулу площади вписаннаго четыреугольника въ фун- 
кщи сторонъ, которая принадлежить ему неоспоримо, такъ 
какъ она не была найдена ни въ одномъ изъ болфе древнихъ 
сочиненй. 


До сихъ поръ думали, что она принадлежитъ новымьъ гео- 
метрамъ. Снеллй, въ комментар!В на первое предложене 
книги Де ртоМетайфиз тизсеЦапез Лудольфа Фонъ-Цейле- 
на,°°) приводить ее, какъ свою собственную. Но мы имЪемъ 
причины думать, что она’ была найдена нЪеколькими годами 
ранЪе °'). Геометрическое доказательство ея не лишено труд- 
ности, даже по мнёншю самого Эйлера, который предложиль 
свое доказательство въ Петербургскихъ мемуарахъ °*), нахо- 
дя слишкомъ запутанными два доказательства, данныя Фи- 
липпомъ Ноде прежде этого въ Берлинскихъь мемуарахъ °°) 


5°) Сказавъ, что прежде вычисляютъ площади двухъ треугольниковъ, изъ ко- 
торыхъ состоить четыреугольникъ, Снеллй прибавляетъ: Онцаню офегозюот 
ез$ паес ода а4 ттезпдатдат атеат ла, Фито дтайиз поъит ов по- 
тит феотетайот Бепвиоб фо 1есот щитит зрегатииз. / 


*) Претор1Я, въ сочинен!и о четыреугольник® вписанномъ въ кругъ, кото- 
рое относится къ 1598 году и о которомъ мы скажемъ ниже, говорить, что 
еще прежде искали уже д1аметръ круга, описаннаго около четыреугольника 
въ функши сторонъ и площадь четыреугольника.. 


5?) №% соттетати, +. Т, 1747 и 1748. Тамтчае детопятайотез дебтейчае 
„Аналитическое доказательство этой формулы не трудно; но тф, которые иска- 
ли геометрическаго доказательства ея, встр%тили весьма большия затруднения.“ 

Въ Петербургскихь №94 ас, +. Х, 1792, находится другое доказатель- 
ство Фусса. 

3) №зсеЦапея Ветойпепза 1. Ш, 1733. 
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Предложене это встрфчается въ немногихь еочинен1яхъ, хо- 
тя въ ХУ[ вЪкБ и позднЪе занимались нерфдко вписаннымъ 
четыреугольникомъ, какъ мы это увидимъ ниже. 

Что касается до формулы площади треугольника, то мы 
встр$чаемъь ее везд$, у всБхь народовъ и во всЪ времена. 
Она была изв$стна Арабамъ и оть нихъ то перешло первое 
доказательство ея, извЗетное въ Европ. Ее находимъ мы въ 
сочинени по геометр1и трехъ сыновей Муза Бенъ-Шакера, пе- 
реведенномъ съ арабскаго на латинск подъ заглав1емъ: Ге’ба 
Пйогит Моуз На бейакег, Майитей, Натей, Назем °°). 
Здесь она доказана геометрическимъ способомъ и иначе, ч$иъ 
у Герова Александрскаго; ‚это заставляетъ насъ предпола- 
гать, что Арабы получили ее отъ ИндЪйцевъ; т$мъ болЪе, что 
три сыпа Муза-Бенъ-Шакера въ своемъ сочинении говорятъ, 
что эта формула употреблялась безъ доказательства многими 
писателями; кром$ того известно, что эти три знаменитые 
геометра заимствовали часть своихъ математическихъ знан!й 
изъ индЪйскихъ сочинений. °?) Либри замЪтилъь туже форму- 
лу въ геометрическомъ трактатф Еврея Савосарды, написан- 
номъ около ХП вЪка. °°) ЛалЪе она встр$чается въ Нракти- 
ческой Геометузи Леонарда изъ Пизы и доказана зд%сь по 
способу трехъ братьевъ Арабовъ. Кажется, что ее же нашли, 
съ такимъ же доказательствомъ, въ сочинсни Тордана Немо- 
рарля, жившаго н$еколъко лБть позлнфе Леонарда. Въ эпоху 
возрожден1я эта формула является почти во всЪхъ сочине- 


") Сочинеше это существуетъ только въ рукописи. Въ иарижской коро- 
левской бибмотек% есть одинъ экземпляръ его, присоединенный къ больше- 
му числу другихъ интересныхъ ученыхъ сочинев1й переведенныхъ съ араб- 
скаго и собранныхъ подъ заглавлемъ Мафетайса. (Виарр16тепё ]айш, п° 49, 
1п— #0]. См. Назю"е 4ез зсзепсез тафетайчиез еп Пайе, 4е М. Таль, +. Г, р. 
266). Въ Базельской академи есть еще рукопись подъ заглавлемъ: Глфе’ 
ичит афгит 4е Сеотеизча. 

5) Саз, В Позйеса Атабзсо-Нузрата Езситетзз, ес. 
„Мойаттеа деп Миза Ттаотит чт `ртаес1алчз5итлз зтоепИи тдетит её аси- 
тет озепац“. (Т. Гр. 427). Въ оглавлен!и сочинен1я читаемъ еще: Глфувт 
атиз юЮфзйсае а Ка тао едцит ехотпльм. (Мораттеа деп Миза). 

5) Назюте 4с8 зслепсез таЙетайциез ев Пай», р. 160. 
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няхъ по геометрии. Рейпгь далъ ее въ 1486 году въ Матда- 
ца розориса Есть много причинъ думать, что онъ за- 
имствоваль ее у латинскаго писателя, о которомъ мы го- 
ворили выше. Потомъ находимъ ее, съ доказательствомъ 
Леонарда, въ сочинени Луки Бурго: битта Атийтейса, 
С’еотейлза, ею. (Газипсйо ртипа, сали ит обаоит. 1. 12) и 
въ третьей части сочиненя Тарталеа: Де питеуз её тепзиав. 
Карданъ напечаталь ее безь доказательства въ: Ргасйса 
атейса °`), и Оронщй Фине въ своей геометрии, кн. П, 
гл. 4. Рамусъ, въ осйфае тафетайсае нриводитъ доказа- 
тельство Шордана и Тарталеа, критикуя ихъ способъ изло- 
женя формулы и упрекая ихъ за выражеше, что площадь 
треугольника есть квадратный корень изъ произведения че- 
тырехъ лин, — выражене, неупотребительное въ геометрии 
Грековъ, потому что геометрическое значен1е имфетъ произ- 
веденше двухь и трехъ, но не четырехъ, линй. Снеллй въ 
примфчавяхъь къ еочиненямъ Лудольфа Фанъ-Цейлена °*), 
воспроизводя эту критику Рамуса, излагаеть правило соглас- 
но съ способомъ выраженля Грековъ и говорить, что пло- 
щадь треугольника равна площади прямоугольника, одна сто- 
рона котораго есть средняя пропорщональная между двумя 
изъ четырехъ множителей, входящихъ въ алгебраическое вы- 
ражене, а другая —- средняя пропорцональная между двумя 
другими множителями. Дешаль (МПНе Песва!ез) слБдоваль 
также строго геометрическому стилю Грековъ °°). 


Формула, о которой мы говоримъ, ветр$чается во множе- 
ств другихъ сочиненй, которыя было бы безполезно при- 
водить здЪеь. Почти во вефхьъ употребляется доказателство 
Луки Бурго, которое есть ничто иное, какъ доказатель- 
ство Арабовъ, перенееенное къ намъ Фибонаки. Впрочемъ 
въ ифкоторыхъ доказазательства иныя; какъ наприм$ръ у 


*) Сар. 63. Пе тепзилчз зирегРсветит; этё. ТУ. 
*) Де Ндитатит гапзтийанопе её зеснопе; РгоМета 35, р. 73. 


53) Ситзиз тодйетайсив. 1690, ш-101. +. Г Тидопотенчае Ифег Фетвиз, 
ргор. Х. 
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Ньютона °°), Эйлера ‘'), Босковича °). Простота, отличаю- 
щая эти послёдья доказательства, иметь причинфю знане 
« ртотаз той формулы, геометрическое выражене которой 
требуется найти. Доказательства же Герона и Арабовъ им%- 
ютъ то преимущество, что они естественны и носятъ на себ\% 
печать изобр$тевя. Но, по всей вФроятности, откры\е этой 
формулы первоначально сдфлано быле путемъ алгебраичес- 
кимъ, при помощи выраженя перпендикуляра; это должно 
быть въ особенности справедливо относительно ИндЪйцевъ, 
потому что такой родь доказательства еовершенно въ дух% 
ихь математическихь изслЪдованй, основывавшихея на сое- 
динени алгебры съ геометрею. 


Оканчивая наши замфчан!я по поводу этой формулы, ска- 
жемъ еще н%еколько словъ о трехъ числахъ 13, 14 и 15, 
которыя употреблены были ИндЪйцами для числоваго при- 
мЪра. Числа эти весьма замфчательны т%мъ, что они какъ 
бы неразрывно свазаны съ формулой. Это числа ветрчаю- 
пияся не только у Индфйцевъь вт разныя эпохи, отдаленныя 
одна отъ другой на н5сколько столтй, но также у Герона 
АлександрИйскаго, у Герона младшаго 53), у трехъ братьевъ 
Арабовъ: Мохаммеда, Гамета и Газена; у Леонарда изъ Пи- 
зы, у юрдана, Луки Бурго, Геерт1я Валла °‘), у Тарталез и 
почти у вс$хъ писателей, употреблявитхь эту формулу. От- 
рывокъ латинской геометрии, о которомъ мы говорили выше, 


50) АШитёНдие итлоетзеЦПе; +. Т, рго те 11. 

5) Петербургеме №% Ооттетати; &. Ъ 1747 и 1748. 

61) фреха ес. +. У, орив. 14. 

53) См. его Трактатъ о Геодези, рукопись находящаяся въ королевской 
библотек% подъ п° 92018, 

Барокки издалъь переводъ (еъ комментарями) Трактата о Геодез! Герона 
младшато и его книги о воениыхъ матинахь нодъ заглавнемъ: Негомлз чпе- 
сратлст ИФег 4е Маситлз Бес, песпоп ег ае Чеодаеяа; п—4°, Уепейв, 
1572, Но рукопись, которою онь пользовался, не полна и формулы нложади 
треугольника въ ней нЪтъ. 

5‘) Сеотди УТаПае Расепиия от ат. Пе ехраетфз ее Афр 
"ебиз ориз, ефс. 2 чо]. Уепе+. 1551, 1. ХГУ’, её беотейчае У, сар. УН, 1- 


716750 итлоетза; т отий ичатдщо. 
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и Матдатиа р озораса суть, можетъ ‘быть, единственныя 
сочиненя, въ которыхъ не входять эти числа; потому что для 
числоваго приложеня формулы въ нихъ взять прямоугольный 
треугольникь; но и въ этихъ сочинемяхь тфже три числа 
употребляются въ другомъ м5ст, именно при вычислени пло- 
щади треугольника посредствомъ длины перпендикуляра. Въ 
той же задач опять встр$чаемъ эти три числа въ алгебръ 
Могаммеда Бенъ Муза “°) (одного изъ трехъ братьевъь Ара- 
бовъ). 

Для историка интересно то обстоятельство, что повеюду 
встр®чается употреблеше формулы, о которой идетъ р$чь, и 
въ особенности т5хъь же трехъ чисель 13, 14 и 15, которыя 
находимъ въ самыхь древнихь сочиненяхь и у вефхь наро- 
довъ: у Грековъ, почти оть самаго начала до упадка Алек- 
сандрйской школы; у Индфйцевъ, Римлянъь, Арабовь, и, со- 
времени возрожден1я, во веБбхъ странахь Европы, гдф толь- 
ко распространялись науки. 

Повсем$стное употреблеюе этихъ трехъ чисель повидимо- 
му указытаеть на ихъ общее происхождеше. Такова была 
сначала и наша мысль, и мы емотр$ли на эти три числа, 
какъ на счастливое обстоятельство, которое могло бы бро- 
сить свфть на характеръ и разм$ры научныхъ сношен!й меж- 
ду Индею и Грещею въ отдаленныя оть насъ времена. Но 
мы скоро убфдились, что, по всей вфроятности, числа эти 
не представляютъ, какъ мы надЗялись прежде, такого исто- 
ричеекаго пособ1я. ДЪйствительно, для числоваго приложеня 
при вычислен1и площади треугольника посредетвомъ выше- 
упомянутой формулы, или посредетвомъ перпендикуляра, есте- 
ственнзе всего искать тая три числа, при которыхъ пло- 
щадь, а слБдовательно и перпендикуляръ, выражались бы въ 
ращональныхь числахъ, Ршеше подобнаго вопроса не пред- 
ставляеть затрудненй. Оно приводится къ построеню въ 
ращональныхь числахъ двухъ прямоугольныхь треугольни- 


*:) ТВе 410ефта ор Мовоттей Фе" Мива, едйе@ ата татязодеа 6у Г. Во- 
зет. Гоп4оп, 1831, ш—8°, стр. 82 ангийскаго и стр. 61 арабскаго' текста. 
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ковъ, имбющихь общую сторону. Именно такъ поступаль и 
Брамегупта, какъ мы сказали это по поводу его 8 34. Сл$- 
дуетъ также замфтить, что способъ построевмя прямоуголь- 
наго треугольника въ числахъ рацональныхъ и цфлыхъ быль 
изв$стень Грекамъ и Римлянамъ, которые пользовались для 
этого двумя формулами, изъ которыхъ одна найдена была 
Пиезгоромъ, а другая Архитасомъ, или Платономъ. 

Изъ всфхь паръ прямоугольныхъ треугольниковъ, выражен- 
ныхъ въ цфлыхь ращональныхъ числахь и имфющихь общую 
сторону, слБдуетъ конечно предпочееть ту, для которой эти 
числа самыя малыя; таковы именно два треугольника, им$ю- 
ше стороны 5, 12, 13 и 9, 12, 15. 

ПомЗщая эти треугольники такъ, чтобы равныя стороны 
совпадали, а двЪ другя стороны прямаго угла лежали одна 
на продолжен другой, мы и получимъ косоугольный тре- 
угольникъ, основаше котораго есть 14, а двЪ друпя сто- 
роны 13 и 15. Такимъ образомъ различные геометры, каж- 
дый съ своей стороны, могли придти къ треугольнику, вы- 
ражаемому числами 13, 14 и 15. Впрочемъ мы должны ска- 
зать, что изъ тфхь же двухъ прямоугольныхь треугольни- 
ковъ можно составить треугольникъ болБе простой. Для это- 
го надобно стороны 9 и 5 наложить одна на другую, тогда 
получимъ треугольникь, основан1е котораго будетъ 4 и сто- 
роны 13 и 15; онь будетъ имЪть, какь и первый, высоту 
равную 12. Но это треугольникъ тупоугольный; перпенди- 
куляръ его падаетъь внф основан!1я; и, хотя такой случай мо- 
жеть представляться столь-же часто какъ случай остроуголь- 
наго треугольника, но его обыкновенно считають менфе 
удобнымъ для примфра. Поэтому естественно выбирають тре- 
угольникъ со сторонами 13, 14 и 15. 

Эти соображен!я показываютъ, что, если Индфйцы употре- 
бляли для приложеня формулы площади треугольника т5же 
три числа 13, 14 и 15, какъ и Геронъ старпай, то изъ это- 
го еще не сл$дуетъь заключать, что они заимствовали эту 
формулу у Александрийскаго геометра. Но еели бы они и 
получили ее оттуда, права Брамегупты на зван!е искуснаго 
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геометра нисколько бы оть этого не пострадали, такъ какъ 
въ его сочинени встр$чаемъ гораздо болБе важную форму- 
лу и болБе трудные вопросы, которыхъ не находимъ и сл%- 
да у Греков г. ь | 

Вь $ 28 сочиненя Брамегупты даются выражения д1аго- 
налей четыре, гольника. вписаннаго въ кругъ, въ функци 
сторонъ. Это формулы изв$етныя. Съ помонию ихъ рфшает- 
ся задача о построений четырелольника, способнойо впи- 
сываться в5 крут, по даннымь четыремь сторонам. Та- 
кимъ образомъ индЪйсюЙ геометръ зналз рфшеве этой за- 
дачи. Обстоятельство это не лишено значеня, потому что, 
когда этой задачей начали заниматься новые геометры, то 


она н$которое время считалась знаменитой и не всЪмъ уда- 
л0сь р5шить ее. 


Въ примчанляхъ нашихт къ $ 38, составляющему продол- 
жене этой же задачи, мы предложимъ кратюай перечень гео- 
метровъ, занимавшихся ею. 


Чтобы не слишкомъ увеличивать размфры настоящаго При- 
мфчан1я, мы опустимъ замфтки, къ которымъ могли бы дать 
поводъ предложеня 85 23, 25, 29, 30, З1 и 32. Скажемъ 
только, что вторая часть $5 30, 31, предетавляетъ довольно 
замЪчательное предложеше. Брамегупта показываетъ, какъ 
можно вычислить перпендикуляръ, опущенный изъ точки пе- 
рес$ченя двухь длагоналей трапеции на ея основане, и да- 
етъ (не указывая способа вычислен1я) выражеше продолжения 
этого перпендикуляра до верхняго основанля. Изъ этого вы- 
раженя мы непосредственно заключаемъ, что перпендику- 
чярь протодить чрезь средину верхняю основамя. Предло- 
жеше это доказать не трудно, но на него слЗдуеть обратить 
внимане въ сочиненши Брамегупты. Оно обпаруживаетъ, что 
„здесь р?Ъчь идеть о четыреугольникЪ, удовлетворяющемъ двумъ 
уелов1ямъ: онъ долженъ именно вписываться въ кругъ и им ть 
магонали подъ прямымъ угломъ. 


Приведемъ теперь четыре предложения, заключаюцщяся въ 
$8 35, 36, 37 и 38, съ помощю которыхъ, по намему мн$- 
` Ф 6 


В 
ь 
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ню, ршается вопросъ о построени четыреугольника, впи- 
сываемаго въ кругъ и имфющаго вс% части ращональныя. 

$ 35. Оторона берется произвольно; квадрать ея дълит- 
ся на какое нибудь количество; изъ частнало вычитается 
это же количестео; половина остатка есть катеть пря- 
мозюльника; если къ этому прибавимь то же количество, 
то получимь фалональ. 

Такъ, если а будетъь сторона прямоугольника и 6 коли- 
чество произвольное, то 


будеть катетъ, а 


1 Иа’ 1 Га’ 


— дагональ. ДЪйствительно 


р 9 2 2 
(5 +) =4(; — ь) ча”. 


На основани того, что мы уже сказали объ этой формул 
въ примБнен1и ея къ построено прямоугольнаго треуголь- 
ника, нельзя сомнЪваться, что зд$сь р$чь идетъ о повтрое- 
ни прямоугольника, котораго магонали, также какъ и сто- 
роны, выражались бы въ числахъ рац1ональныхъ. 

Площадь прямоугольника будетъ также рацпональна, точ- 
но также какъ и д1аметръ круга, описаннаго около прямоу- 
гольника, потому что здЪеь д1аметръ равенъ датоналямъ. 

$ 36. Пусть дилонали прямоуюльника будуть боками 
тепралона; квадралть стороны прямотлольника дълимь на 
произвольное количество и частное вычитаемь изъ этоло 
количества; половина остатка, увеличенная катетомь пря- 
молольника, будеть основаще, а, уменьшенная катетомз, 
будеть верхнее основанле (сога из#из, верь) тетралона. 

Означимъ черезъ д и Ь сторону и катетъ прямоугольни- 
ка и черезъ с произвольное количество. Если бока тетра- 
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гона равны д1агоналямъ прямоугольника, то основаше его 


будетъ 
1 р а? р 1 а?` — 


$ 37. БВь тетралонъ, импющемь три равныя стороны, 
каждая изь трель равных сторонь равна квадрату д1л0- 
нали прямозлольника. Четвертую сторону найдемь, вычи- 
тая квадралтъ катета изь утроенноло квадрата стороны 
прямоуюльника. 

Если эта четвертая сторона есть наибольшая, то она 
буделиь основане тетралона, если же наименьшая, то бу- 
деть вертнее основанзе 

Положимъ, что а есть сторона и 6 катетъ прямоуголь- 
ника; а*--0? будетъ квадратъ его д1агонали. Мы предпола- 
гаемъ, что прямоугольникъ составленъ по правилу 8 35, 
такъ что его дагональ У/а*--? ееть чиело рацональное. 

Для величины трехъ равныхъ сторонъ тетрагона надобно 
взять (4’-+0°) и тогда (За’—6°) будетъь выражеюше четвер- 
той стороны. . 

$ 38. Стороны и катеты двухь прямоуюльныхь треу- 
зольников5, помноженные въ обратномь порядкъ на зитоте- 
нузы, суть четыре неравныя стороны трапеши. Наибом- 
чая сторона есть ея основаще, наименьышая—верхь, а двъ 
остальныя— бока. 

Пусть а, 6, с будуть сторона, катетъ и гипотенуза пер- 
ваго треугольника; @, 6’, с’— сторона, катетъ и гипотенуза 
втораго треугольника ‘°). Четыре стороны трапеши будуть 
ас’, 6с’, а’с, 6. 

Порядокъ, въ которомъ будуть расположены эти сторо- 
ны, указанъ авторомъ, такъ какъ наибольшая и наимень- 
шая изъ нихъ должны быть основан!ями, а двЪ средня бо- 
ками трапеции. 


в) Далфе мы будемъ называть этн два треугольника образующими 
(залез сбпбгаелго). . 


6* 
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Предложен!я, заключающияся въ этихъ четырехъ парагра- 
фахъ, очевидно неполны, потому что въ нихъ даются толь- 
ко особыя построен1я четырехъь сторонъ тетрагона. Но, съ 
одной стороны, этихъ сеторонъ недостаточно для построе- 
н1я тетрагона, за исключенемъ перваго параграфа, гд$ го- 
ворится о прямоугольник$; съ другой стороны, еслибы те- 
трагонъ и быль построенъ, то ничего не сказано о его 
свойствахъ, которыя и должны составлять главный пред- 
метъ этихъ предложенй. Поэтому должно думать, что дан- 
ное Брамегуптой построеме сторонъ относится къ вопро- 
су, который первоначально указанъ былъ въ заглави сочи- 
неня, но потомъ исчезь въ нфкоторыхъ рукописныхъ спи- 
скахъ. Необходимо было догадаться, въ чемъ заключался 
этотъь вопросъ; безъ этого нельзя было ни понять, ни оц$- 
нить сочиненя Брамегупты. Толкователь Шатурведа, пред- 
ложивиий числовое приложен1е этихъ четырехъ предложе- 
ый, кажется, совершенно не зналъ назначеня ихъ; онъ не 
сообщаеть намъ никакихъ данныхъ, никакихъ указанй по 
этому предмету. 

Но, замЪтивъ, что въ большинств предложенй, о кото- 
рыхъ мы говорили, р%чь идетъ о тетрагонз, вписанномъ 
въ кругъ, мы прежде всего подумали, что тоже должно скз- 
зать и о посл днихъ четырехъ предложеняхъ. ЗатЪмъ, такъ 
какъ первое изъ этихъ предложенй, будучи выражено ал- 
гебраически, представляеть формулу построемя прямоу- 
гольника съ ращюональными сторонами и дагоналями и 
такъ какъ оно въ сочинени сл$дуетъ за двумя теоремами 
несомнфнно относящимися къ подобному же вопросу, имен- 
но кь построению треугольника, котораго перпендикуляры, 
а слФдовательно площадь и дламетръ описаннаго круга, выра- 
жались бы въ числахъ рац!ональныхъ,—то мы естественно 
пришли кь предпохоженю, что Брамегупта рёшаетъ подоб- 
ный же вопросъ для вписаннаго тетрагона. 

И дБйствительно, составляя тетрагонъ, вписанный въ кругъ, 
изъ четырехъ сторонъ, выражевя которыхъ даны въ каж- 
домъ изъ чегырехъ предложенй, и прилагая къ этой фигу- 
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р различныя находяшляея въ другихъ параграфахъ фор- 
мулы для вычисленя площади тетрагона, его д1агоналей, 
перпендикуляровъ, д1аметра описаннаго круга и отр$зковъ 
между различными лимями,—мы замЪфтили, что всЪ эти 
формулы даютъ выражен1я рац1ональныя. Отсюда должно 
было заключить, что это и составляеть предметъ четырехь 
предложенй Брамегупты. 


Предложене 8 38 даетъ поводъ ко многимъ замфчанямъ. 


Четыре стороны теграгона выражены произведенями ас’, 
рс', аси 6'е. У автора предписанъ порядокъ, въ которомъ 
он$ должны быть размфщены: двф первыя должны быть 
сторонами противолежащими. Изъ этого правила узнаемъ 
безъ труда, что онф должны происходить отъ умноженя 
двухъ катетовь одного треугольника на гипотенузу другаго; 
а дв остальныя отъ умноженя катетовъ втораго треуголь- 
ника на гипотенузу перваго. Въ самомъ дЪлф, сумма ква- 
дратовъ сторонъ ас’, бе’ равна суммЪ квадратовъ сторонъ 
@’с, 6’, потому что и та и другая сумма равна с°с’?. Изъ 
этого слфдуетъ, что, если ас’ есть сторона наибольшая, то 
ре’ будетъ наименьшая; а потому ас’и 6с’, происходяния 
оть умноженя сторонъ одного треугольника на гипотенузу 
другаго, будуть при построени тетрагона противоположны- 
ми сторонами. 


Отсюда заключаемъ, что сумма квадратовь двухъ проти- 
воположныхъ 'сторонъ равна суммЪ квадратовъ двухъ ос- 
тальныхъ. Если четыреугольникъ предполагается вписан- 
нымъ въ кругъ, то изъ этого равенства сл$дуетъ, что 0%а- 
зонали это1о четырелольника наклонены 1005 прямымь 
/3.10м5. Такимъ образомъ геометрически доказано, что въ 
$ 38 елово транецал прилагаетея исключительно къ четы- 
реугольнику съ д1агоналями подъ прямымъ угломъ. 


Пусть АУВБСО будегъ трапец!я; имЪфемъ 
АБ=ас’, ВО—=ас, С/=0е и АБ. 
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Формулы 5 28 даютъ для длагоналей слЗдуюния выражения: 
А(—=аб’--фа’, БО=ач-- 0. 


Площадь трапец1и можно бы 
вычислить по формулЪ 8 21; 
но еще проще замЪтить, что, 
такъ какъ дагонали наклоне- 
ны подъ прямымъ угломъ, то 
площадь равна половинЪ про- 


(аб’-фа’)(аа’-н5б’). 


А 
изведен1я ихъ, т.е. ; 


На основан второй части $ 26, даметръ описаннаго 
’ круга равенъ квадратному корню изъ суммы квадратовъ 
противоположныхьъ сторонъ, т. е. 


Ио + сс. 


Перпендикуляры В.Е, СЕ, опущенные изъ вершинъ В,С 
на основан!е 40, вычисляютея по правилу $ 22 изъ треу- 
гольниковьъ 4Б0О,4СШ, какъ говоритъ это Брамегупта въ 
$ 29; они будуть: 


ВЕ (ва'+ 1), СЕ (аби 


Отр$зки, образуемые этими перпендикулярами на осно- 
вами АД), будутъ: 


а ф 
А Е=- (аб’—Фа’), РЕ== -(ви’- 5’), 


рЕ=7 (66'’—аа’), А (ав 6’). 


Отр$зки, образуемые на двухъ дагоналяхь точкою ихъ 
перес$чен1я, вычисляются по правилу $58 30, 31; они будутъ: 


АО—=а’, СО=чЪ, ВО=аа’, 2О—. 
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Перпендикуляръ ОУ въ треугольник5 40), вычисленный, 
какъ сказано въ 58 30, 31 (или изъ подобля треугольни- 


, 


ковъ ИВО, ОШ), будетъ ол"; его продолжеше ОГ 


до верхняго основан1я, по правилу тЪхъ же параграфовъ, 
равно полусумм$ перпендикуляровь БЁ, СЁ безъ О} от- 


куда ОГ= бат. 


Н%тъ надобности показывать выражен!я отрЪзковъ, обра- 
зуемыхъ перес5ченемъ дагоналей съ пернендикулярами и 
съ противоположными сторонами; потому что всЪ эти от- 
р$зки въ какомъ угодно четыреугольник$ выражаются рацо- 
нально въ функщи сторонъ, д1агоналей и перпендикуляровъ. 

Такимъ образомъ вс части фигуры будутъ рац1ональны. 

Поэтому можно сказать, что предметь предложеня $ 38 
состоитъ въ построенми тетрагона, вписываемаго въ кругъ, 
имфющаго четыре неравныя стороны и въ которомъ рацо- 
нальны вс выраженя, вычиеляемыя по правиламъ, дан- 
нымъ Брамегуптою въ его другихъ предложеняхъ. 

Въ индЪйскомъ сочинеши выражевя эти ине вычислены. 
Этому не надобно удивляться, потому что Брамегупта всегда 
ограничивается простымъ, по возмозможности краткимъ, 
изложешемъ своихъ предложенй и не даетъь ни доказа- 
тельствъ, ни подтверждений а розетюот. 

Мы дфлаемъ это замфчан!е, потому что Баскара даетъ 
выражен1я дагоналей АС, БО, какъ новое предложене, ко- 
торое онъ приписываеть себЪ; и упрекаетъь предшествовав- 
шихъ ему писателей въ особенности Брамегупту, за то, 
что они опустили это правило, гораздо болБе краткое, по 
его словамъ, чЗмъ формула 8 28. 

Величины сторонъ четыреугольника, получаемыя при по- 
мощи предложеня $ 38, и величины, найденныя нами для 
отр$зковь ОА, ОБ, ОС, ОШ, показываютъ, что стороны че- 
тырехъ треугольниковъ АОБ, ВОС, СО), РОЛ, имющихъ 
при О прямой уголь и составляющихь четыреугольникъ, 
получаются посл$довательно отъ умноженя трехъь сторонъ 
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каждаго изъ образующие треугольниковъ на стороны дру- 
гаго. Напримръ, три стороны треугольника АОБ суть ас’, 
аб’, ва’: он происходятъ оть умноженя сторонъ с’, 9’, а’ 
втораго образующаго треугольника на сторону & перваго. 

И такъ, при помощи двухъ образующихъ треугольниковъ 
можно не только опредЗлить четыре стороны четыреуголь- 
никъ, но и выполнить его построеше. Для этого достаточ- 
но, какъ мы говорили, построить четыре прямоугольные 
треугольника 4ОБ, ВОС, СОБ, БОА и сложить ихъ вмф- 
стф. Такъ было понято построене четыреугольника раз- 
личными толкователями, въ особенности Ганезой, въ его 
примфчаняхъь къ сочиненю Баскары; этимъ замнялось у 
нихъ услове вписываемости въ кругъ, которое, по нашему 
предположеню, должно подразум$ ваться въ сочинении Бра- 
мегупты. Отсюда понятно, какимъ бразомъ Шатурведа могъ 
дфлать числовыя приложеня правиль Брамегупты, не зная 
совемъ о услови вписываемости. 

Изъ четырехъ сторонъ вписаннаго въ кругь четыреуголь- 
ника можно составить два друге четыреугольника, вписан- 
ные въ тоть же кругъ. Такъ, послфдовательныя стороны 
х, В,\, с четыреугольника могутъ быть расположены въ по- 
рядкВ а, В, 9, у и еще въ порядкВ <, 7, В, 9. Каждые два, изъ 
этихъ трехъ четыреугольниковъ имфютъ одну общую д1аго- 
наль; такъ что, изъ шести длагоналей, только три различны 
между собою; остальныя же три соотвЗтетвенно равны 
тремъ первымъ “’). | 

Если примЪнимъ это замБчанте къ фигур Брамегупты, 
то два новые четыреугольника не будутъ боле трапеицая- 

87) Эти три четыреугольника имфютъ одинаковую площадь. Ихъ три 
неравныя д1агонали им$ють съ нлощадью и съ д1аметромъь описаннаго 
круга сл$дущее соотношене: Лроизведене трехь диионалей, раздтъален- 
ное на удвоенный Яаметрь описаннаю круа, равно плошади четыре- 
узольника. 

Предложен1е это принадлежить кажется Альберту Жирару, который 
изложилъ его въ свой Гримонометуи. Мы ве замЪтили, чтобы оно бы- 
10 воспроизведено гдф нибудь посдЪ этого. 


„ 
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ми, т. е. дагонали ихъ не будуть болфе подъ прямымъ 
угломъ. Но онф будуть все таки рац1ональны, также какъ 
вс друйя части чегыреугольника, вычисленныя нами для 
случая трапеци. Такимъ образомъ два новые четыреуголь- 
ника удовлетворяютъ общему вопросу, который, по нашему 
мнфню, предложенъ былъ авторомъ Индусомъ; такъ что 
онъ могъ бы включить эти два четыреугольника въ свое 
рф шене. 

Существоваше этихъ двухъ новыхъ четыреугольниковъ бы- 
ло извЗстно БаскарЪ, который далъ выражене для третьей 
длагонали; но онъ совсфмъ не замфтилъ, въ чемъ состоялЪ 
предметь предложевая Брамегупты, т. е., не замЪтиль ни 
условя вписываемости въ кругъ, не требован!я рацональ- 
ности различныхь частей фигуры. 


Третья магональ равна сс. Это есть ничто иное, какъ 
дламетръ круга, описаннаго о1:оло четыреугольника. Поэтому, 
два противоположные угла четыреугольника въ этомъ случаЪ 
будуть прямые. Эта особая форма четыреугольника не была 
замфчена Баскарой "”), хотя она и заслуживаеть внимания. 


Возьмемъ опать выраженя перпендикуляра СЁ и отрЪзка 
ЕО: 


—— 


3) Это свойство четыреугольника, т. е. присутетве вь немъ двухь 
прямыхъ угловь, показываоть, что для вопроса о построен1и четыреу- 
тольника, вписываемаго въ кругь и имфющаго стороны, площадь, пер- 
пендикуляры и д1аметръ круга, выраженные въ рашональныхъ числахъ, 
существуетъ весьма простос рфшене, состоящее вь томъ, что за дламетрь 
круга берется какое нибудь ращональное число и квадратъ этого числа 
разлагается двумя различными способами на два квадрата. Корни этихъ 
квадратовъ будуть сторонами четыреугольника. Образуемые такимъ об- 
разомъ четыреугольники будутъ т5же, какъ и въ способф Брамегупты. 


Очевидно, что можно еще поступать такъ: взять какой нибудь косо- 
угольный треугольникъ АВС, котораго стороны и перпенднкуляръ были 
бы разлональныя числа, и черезъ дв его вершины В,С возетавить пер- 
пендикуляры соотвфтетвенно къ сторонамъ А4АВ,АС. Прямыя эти пере- 
сфвутся въ точхЪ Ш) и четыреугольникъ АВДС будетъ удовлетворять 


‚ вопросу. Изм$няя порядокъ сторонъ, получимъ трапеиию Брамегуиты. 
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ср (ар) ЕР” (а ) 

ДвЪ линш СЁ, ЕО суть калеты прямоугольнаго треуголь- 
ника, котораго гипотенуза есть СО=—с’. Въ этихъ выраже- 
яхъ не входитъ явно количество с’, слфдовательно и сто- 
рона СШ, а только жоличества а и Р’, сумма квадратовъ 
которыхъ равна квадрату с; или только лини СО = афи 
00=—60'5, сумма квадратовъ которыхъ равна квадрату СЛ. 
Выражен1я эти будутъ, сл$довательно, рац1ональными и тог- 
да, когда с’, или сторона СО не будуть рацональны. По- 
этому, лини СЁ, ЕО даютъь геометрическое рёшеве сл%- 
дующей задачи: разложить данное число (квадрат, или 
нь) на два, квадрата, зная одно ршене вопроса. 

Чтобы рюниить уравнеше 2 - ;` = А в5 рамонаниыхь 
числа, кода извьстна одна система рюшенй х, у, на- 
добно взять произвольно три такфя числа а, 6, с, чтобы 
было 4--0*—=6°; тоза искомыя рьшетя будуть 

_ ау _фужах 
ее. ) её . 

Эти формулы, къ которымъ естественно приводить гео- 
метрическая задача Брамегупты, содержать въ себ въ не- 
явномъ видЪ обпия формулы для рЪшеюя уравненя “) 


$’) ДЪйствительно, зам$няя въ предложенномъ уравневши 17*-н у? =А и 
въ двухъ условныхъ уравненнхь "+? =. А, а*+0*==с*, перем нное х 


черезъ 2\/С, х’черезь 2’\/С и а черезь \/С, получимъ: 
Су —=А, 
[о го 
Сиз-у?= А, 
Са?--Ь? == 0% 
оть тъхь же подетановокъ ршешя хи у обратятся въ 
я у’ вх 
с 


__ Сах’— бу’ 
=. 
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С? == Ау’, —формулы, которыя къ великому удивленю евро- 
пейскихъ геометровБъ найдены были въ алгебр индЪйскаго 
автора, между тЪмъ какъ честь открыт1я ихъ въ послфднемъ 
столфти принадлежитъь великому Эйлеру, который первый 
изъ новзйшихъ геометровъ получилъ ихъ. 

ИндЪйцы, въ своихъ математическихъ изслЪдованяхъ, поль- 
зовались совмЪстно алгеброю и геометрею; алгеброю—для 
болЪе краткаго и простаго доказательства геометрическихъ 
предложенй, и геометр1ею —для доказательства правилъ ал- 


Это и будуть р$шевя уравнен1я 
Ся у =. 
Замфтимъ теперь, что рёшевшя эти удовлетворяютъ уравнен1ю, како- 


вы бы ни были два числа Си А, которыя елфдовательно можно ипред- 
полагать отрицательными. Такимъ образомъ уравнен!ю можно даль видъ 


Ох’ А. у 
и рёшеюя его будуть 

_ Фу 

—_ С 


Сах-н ву’ а) 
4 С . 
Мы беремь величину у ев положительнымь знакомъ, потому что она 


входитъ въ уравнен1с только въ квадрат} и слБдовательно знакъ ся не 
имфеть значенля. 


Условныя уравнен1я между х, у н между а, Ь, с 


бе А-- у“ 
Сань’ == с 


показываютъ, что д’, у’ есть спетема р$шешй предложеннаго уравненя, а 
ГИ р ® <> ® 
— и — — система ршеюшй уравнения 
с в 
Ож-+1= у». 
Формулы (1), служащя для рёшеня уравненя 
С7=А--у, 
совершенно одинаковы съ находящимися въ алгебр Брамегупты (отдфлъ 
УП; стр. 364 и »л’ 68 перевода Кольбрука). 
Итакъ эти обиая формулы легко выводятся изъ простаго геометриче- 
скато вопроса, изсл$дованнаго индЪЙекимъ авторомъ. 
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гебры и для нагляднаго представлен1я результатовъ анализа, 
посредствомъ чертежей. Мы увидимъ много примФровъ это- 
му въ разныхъ м$стахъ сочинений Баскары и въ сочинен1яхъ 
Арабовъ, которые приняли отъ ИндЪйцевъ это смяне ал- 
гебры съ геометр1лею. Весьма возможно, что ИндЪйцы приш- 
ли къ рёшеню неопред$ленныхь уравненй второй степени 
путемъ геометрическихь соображенй, почерпнутыхъ изъ во- 
проса $ 38, и что въ этомъ заключается причина того, что 
въ ТГрактать ариеметиюи и аллебры Брамегупты вставленъ 
отрывокъ, относящийся къ геометрии. Такое мнз не подтверж- 
дается тЪмъ, что Арабы, кажется, также занимались неопре- 
дЪленными уравнен1ями второй степени и р$шали ихъ по- 
средствомъ геометрическихъ соображенй; въ этомъ они бы- 
ли, по всей вЪроятности, подражателями индЪйцевъ. Это 
кажется можно заключить изъ одного м$ета у Луки Бурго, 
который въ битта 4е Атитейса, Сеотейча, ес. (@5йп- 
спо ргипа, тасийиз диатиз) упоминаеть о сочинеши о 
квадратныхь числаль Леонарда изъ Пизы, гдЪ находилось 
р}3ёшене уравнен1я 22‘=А посредствомз соображензи и 
филурз зеометрическихв. Формулы Леонарда, приводимыя 
Лукою Бурго 7’), одинаковы съ т5ми, которыя мы вывели 
изъ геометрической задачи Брамегупты. Но Леонардъ вынесъ 


°) Карданъ говорить также, что онъ заиметвоваль у Леонарда эти же 
формулы, помфщенныя въ его РуасИса Атййтейса (гл. 16, вопр. 44). 
Въетъ первый хоказалъ ихъ въ начал ТУ книги своего сочиненя Сутиткр. 
Его доказательство было аналитическое. Спустя немного времени, этимъ 
же вопросомъ неопредЪленнаго анализа занимался Александръь Андер- 
сонъ, который посредствомъ геометрическихъ соображенй доказалъ Фор- 
мулы ДЛ1офанта, отличающяся отъ формуль Леонарда изъ Пизы (см. 
Ехетсйайопит тафетайсатит Десаз ртта. Раз, 1619, ш—4°). 

Въ историческихъ замткахь о неопредфленныхъ уравнен1яхь второй 
стенени возводятъ начало трудовъ новыхъ геометровъ только до Фер- 
мата. Но прежде Фермата, слфдовало бы упомянуть о ЛеонардЪ изъ 
Пизы, ЛукЪ Бурго, КарданЪ и ВьетЁ, потому что они пользовались так- 
хе т$ми самыми формулами, на которыхъ основывается и изъ которыхъ 
можеть быть выведено общее р$шене Эйлера. 
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свои матемалическя свЪдЪея изъ Арави. Поэтому мы долж- 
ны приписать его формулы для рфшеня неопред$ленныхъ 
уравнен!и второй степени Арабамъ, которые сами должны 
были получить ихъ оть ИндЪйцевъ. | 


Составивъ опредфленное мн5ше о вопросахъ, составляв- 
шихъ предметъ $$ 21—38 въ сочинени Брамегупты, мы 
заинтересовались узнать, были ли ТЪ же вопросы изел$до- 
ваны у новыхъ геометровъ и въ какую эпоху; и нельзя ли 
сдълать какого нибудь сравненя между работами индЪйскихъ 
и европейскихъ геометровъ. 


Ботъ что намъ удалось разыскать по этому предмету. 


Бенедиктъ (7.—В. Вепефе$) ршилъ вопросъ о яост- 
роензи четырерлольника вписанналюо в5 кр по четырем 
даннымь сторонамъ (ем. его сборникъ`подъ заглавемъ: О4- 
фегзагит зресшайопит тайетайсатит ег риуясатит (ег. 
Таатии, 1585; ш №Ю1.). Задача эта была ему предложена прин- 
цемъ Карломъ Эмануиломъ Савойскимъ. 

Въ 1584 году знаменитый Тосифъ Скалигеръ помфетиль 
нев$рное рёшене этой задачи въ своемъ сочиненми Сус- 
тейчеа @етета 4ио (Цеу4еп, ш Ю1.). Если черезъ а, 6, с, 
 означимъ четыре данныя стороны, то изъ его рф шеня 
выходило бы, что ламетръ круга, въ которомъ вписанъ че- 
тыреугольникъ съ такими четырьмя сторонами, долженъ вы- 


ражаться черезь Уа*-+5°-+-\ сна. Изъ этого слФдовало бы, 
что задача допускаетъ два другя р$шеня, въ которыхъ д1а- 
метрами круга были бы Уа*-н сн иу ан +6. 
Такимъ образомъ Скалигеръ ршалъ бы здЗсь посредствомъ 
прямой лиши и круга задачу, которая въ анализЪ должна 
зависЪть отъ уравненя третьей степени. Правда, что такое 
замфчаюе, еслибы онъ его и сдЪлалъ, не могло бы остано- 
вить его; потому что, увлекшись своею литературною изв$- 
стностю и имфя притязан!е занять первое м®сто также и 
между математиками, онъ р»шилъ нетолько задачу о квад- 
ратурЪ круга, которая составляла предметъ его Сусотейчса 
Четета, но даже задачу о вписывати въ кругъ веякаго 


126 ПРИМЪЧАНЛЯ. 


правильнаго многоугольника съ нечетнымъ числомъ сто- 
ронъ 7*). 

Сочинен!е это тотчасъ по появлен!и было опровергнуто 
Еггаг’омъ, Ваг-е-Оас’омъ, королевскимъ инженеромъ 7?) 
и впослёдетвыи Вьетомъ 7*), Адраномъ Романомъ 7) и 
Клавемъ 7). 


_ По этому же поводу Въетъ р$ёшилъ вопросъ о четыреу- 
гольник$ и обнаружилъь ложныя сужден!я, которыя ввели 
Скалигера въ ошибку. Рьшеше Вьета появилось въ 1596 г. 
въ 2зеидо-Мезфафит. 


ЗатБмъ встр6бчаемъ Претор!я, который посвятилъ этому 
вопросу книгу подъ загланемь: РуоФета, дио@ либе ех 
диашот тесйз ппез ай диаатИщетит Пет, дио@ в т 
стс, айчиоЕ то@з ехр@асайип; а „ойаппте Ргаеотто „оа- 
сратисо. Могтфегоае, 1598, т-4° (36 страницъ). 


Это сочинене драгоцфнно во многихъ отношеняхъ; во 
первыхъ потому, что въ немъ содержится несколько указа- 
нй на истор1ю задачи; во вторыхъ потому, что р$шая тотъ 
же вопросъ, какъ и Брамегупта, относительно условля ра- 
ц!ональности н®которыхъ частей фигуры, оно даетъ возмож- 
ность сравненя между ИндЪйцами и нами по поводу во- 


") Жетещит ртФиз; ргор. ХУ. 

"") Веймайоп 4е дие]диез ргороз!10п$ Чи Пуге де М. Бе РЕзсае, 4е 
]а даадгафиге ди сегфе, раг 17 шибц6: Сусотенчса @Четежща 4ио. Шейте. 
аз4гезз6е ап го!. Раг!з, зербетЪге, 1594: спез Апгау, гие 8. Теап-де- 
Веаиуа1;, аа Ве]6горвоп сопгопиеб. 

Немногихъ словъ достаточпо Эррару, чтобъ доказать ложность 5-го 
и 6-го предложен Скалигера, изъ которыхъ выходитт: 1° (ме [е с- 
сиё Чи аодесадоте чтзстИ аи сете реиЁ из дие Те оатсий аи сете; 
и 2° дие Те саттё аи стсий аи сегФе езЁ аесиме аи сатте аи ат те. 

'з) Опровержене это составляетт, предмет сочиненмя Р5еи4о-Мезо- 
Габи её апа ачаедат афиптса сарища, появившагося въ 1596 году. 

*\) Арооба рто Атсратейе, а ат. ягит озеррит бсайдегит. 
Ехетсцанотез суссае сойёта 7. Всайдетит, Отопнит Етаеит, её Вау- 
татит Итзнт, тп 4есет @а]о9оз @зйте ве. У’пгсеЪигой, 1597, т 101. 

5) См. его беотейла ргасйса. 
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проса, поставленнаго отдфльно и оригинально какъ у индЪй- 
скаго, такъ и у европейскаго писателя. 


Преторй говорить, что уже съ давняго времени занима- 
лись этой задачей и отыскивали дламетръ описаннаго круга 
и площадь четыреугольника; далфе, что Ремомонтанъ так- 
же предлагаль себ эти вопросы и послЪ того Симонъ 
ЛЯкобъ вычислилъь дагонали четыреугольника и даметръ 
круга. Наконецъ онъ приводить р$фшен!е Вьета и приба- 
вляетъ, что въ самое послфднее время даны были еще дру- 
пя рёшеня, которыя впрочемъ ему неизвестны. 


Посл этого историческаго вступлеюмя Претарлй р$5шаетъь 
самую задачу, т. е. находить выраженя д1агоналей и пока- 
зываетъ какъ вычисляется д1аметръ. 


ЗатБмъ онъ предлагаетъь себЪ найти такя четыре числа, 
которыл, будучи приняты за стороны четыреугольника, при- 
водили бы къ ращональнымъ выраженмямъ какъ д1атоналей, 
такъ и даметра круга. Этотъ вопросъ онъ рёшаетъ различ- 
ными способами. Съ помощю одного онъ находитъ для 
сторонъ четыреугольника тфже четыре числа 60, 52, 25 и 
39, которыя употреблялъ Брамегупта. Но онъ разм щаеть 
ихъ въ другомъ порядкБ и получаетъ такимъ образомъ не 
тотъ четыреугольникъ, какъ у индЪйскаго геометра 7). 


'5) Преторйй беретъ какой нибудь треугольникъ АВС, въ которомъ 
стороны и перпендикуляръ ращональны. Оно строитъ его при помощи 
двухъ прямоугольныхъ треугольниковъ, какъ мы говорили объ этомъ 
по поводу 8 34 Брамегупты. ДвЪ стороны этого треугольника АВ, АС 
берутся за дв послВдовательныя стороны искомаго четыреугольника; 
а третья сторона ВС—за стягпвающую ихь датональ. Остается по- 
строить дв% друг1я стороны четыреугольника; Преторй опредзляеть 
длину ихъ, проводя н$которыя лин и составляя двЪ пропорщи. 

Р+Ъшен!е это можетъ быть значительно упрощено; мы зам тили именно, 
что достаточно провести въ точкахъ В и С перпендикуляры соотв$т- 
ственно къ сторонамъ АВ и АС. Эти прямыя и будутъ искомыя стороны. 

Это построене показываетъ, что четыреугольникъ Претор1я им$етъ 
два прямые угла и что вторая датональ его есть ничто иное, какъ 
л1аметръ описаннаго круга; ПреторИ можетъ быть, этого не зам тилъ. 
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Въ слБдующемъь примфрЪ онъ замчаетъ, что можно 
перем$нить м5сто двухъ сторонъ и получаеть другой впи- 
санный четыреугольникъ, составленный изъ другихъ чиселъ, 
именно: 52, 56, 39 и 53. Мы убЪдились, что въ такомъ 
четыреугольник$, какъ и въ четыреугольник5 Брамегуоты, 
длагонали наклонены подъ прямымъ угломъ; Преторй на 
это не обратилъь внимамя. Этотъ геометръ не замфтиль 
также, что кром$ д1агоналей и дламетра круга различныя 
друг1я части четыреугольника, которыя вычислялъь Браме- 
гупта, выражаются также въ числахъ рацюнальныхъь. Поэто- 
му можно сказать, что Брамегупта глубже вникъь въ этотъ 
вопросъ и изсл$довалъ его полн%е, нежели новые геометры. 

Для послфдняго примфра Преторй беретъ четыреуголь- 
никъ, послздовательныя стороны котораго выражены числа- 
ми 33, 25, 16 и 60 и говоритъ, что „это т самыя числа, 
„которыя предложиль Симонъ Якобъ, не указавиий того 
„пути, который привелъ его къ этому ршеню.“ Это заста- 
вляеть предполатать, что Симонъ Якобъ р$шилъ не только 
вопросъ о построенти вписаннаго въ кругъ четыреугольника 
по даннымъ четыремъ сторонамъ, но также и вопросъ о 
нахождени въ рац1ональныхъ числахъ такихъ четырехъ сто- 
ронъ, при которыхъ д1агонали четыреугольника и дламетръ 
круга были бы также рацональны “”). 


") Симонъ Якобъ не упоминается ни однимъ писателемт, по истори 
математики п, кажется, въ настоящее время совершенно неизв стенъ; 
однако, въ первомъ том$ Математической библотеки Мургарда, ска- 
зано, что онъ написалъь по нЪмецки два сочинен1я, им$впия много из- 
данй. Первое изъ нихъ подъ заглав1емъ Весркипд ам[ аег ГТлте 
(Егапеат, 11 98°) явилось въ 1557 и было перепечатано вт, 1589, 1590, 
1599, 1607, 1608, 1610 и 1613 годахъ. Второе: Жя пем ип4 во-9де- 
дтитаеЕ Кесйепфисй аиГ 4Чег Тлтде ипа ИфГетп, зат 4ег Т7зсйеп 
Ртгасйс, ес, ш 4° появилось въ 1560 п было перепечатано въ 1565, 
1600 и 1612 годахъ. 

Въ Математической Библ1отек% Мургарда находимт еще, что Симонъ 
Якобъ, профессоръ математики въ Франкфурт на МайнЪ, просматри- 
валь и изцаль вЪ 1564 году сочинене Ашана (Р1егге Ар1ап, 1500— 
1552) о торговыхъ расчетахъ. 
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Этотъ второй вопроеъ, сколько намъ извЪетно, былъ р\- 
шенъ, послЗ Симона Якоба, только въ сочинен1и Претория; 
хотя задача о построенми вписаннаго четыреугольника по 
четыремъ даннымъ сторонамъ продолжала занимать ифкото- 
рыхъ геометровъ. Она рёшена Лудольфомъ Фанъ-Цейленомъ 
въ Руоетща тизсеЦапеа и также Снелмемъ въ примЪча- 
шяхъ, которыми онъ обогатиль свой переводъ сочиненля 
Лудольфа съ голландскаго на латинсюйЙ языкъ. Хотя Снел- 
лй приводить здЪесь сочинене Претор1я, но вовсе не упо- 
минаетьъ о новыхъ вопросахь, которые были рфшены въ 
этомъ сочинени. 

Упомянемъ еще о УТ. Фе ВШу (1602—1679), весьма поч- 
тенномъ геометрЪ, который впрочемъь ошибся въ вопрос 
о построени вписаннаго четыреугольника по четыремъ сто- 
ронамъ; онъ думалъ, что это задача неопредфленная и что 
можно взять еще одно услове, напримфръ какое нибудь 
соотношене между двумя лагоналями. Ему казалось, что 
онъ рёшилъ этотт вопросъ для даннаго отношен1я длагона- 
лей, а также для данной суммы и разности ихъ "). 


Шутенъ упоминаетъь о Симон ЯкобЪ два раза въ десНотез тлзсе1- 
{атеае и называеть его с61е57ёз атйртейсиз (см. Ехетсйайотез тоа- 
Фетайсае, р. 404 её 410). Отсюда мы узнаемъ, что геометръ этотъ при- 
думалъь различныя прогресеш, въ которыхъ каждый членъ представлялъь 
дробь, пмфющую числителемъ и знаменателемъ катеты прямоугольнаго 
треугольника, въ которомъ гипотенуза также рацлональна. 

') Дюрйатиз деотеёта, зе ориз сощедит ех ат Иитейса её 9део- 
тейза т, ес. Раз, 1660, ш 4°, р. 188 еф 189. 

Тасаиез де ВШу, о которомъ Геильброннеръ и Монтукла едва упо- 
иинаютъ, былъ весьма ученый алгебраистъ и его уважали самые зна- 
менитые математики того времени, въ особенности Фермать и Баше- 
де-Мезирлакъ. Въ Метозгез ае №Меётом, +. 40, находимъ списокъ больша- 
то числа сочиненй, изданных ъ имъ, и еще большее число оставшихся 
‚въ рукописи; посл$дая принадлежали къ библлотек$ 1езуитовь въ Ди- 
`’ жонЪ; кажется, что они не перешли въ городскую библотеку, потому 
‚что мы не нашли ни одного изъ нихъ въ каталогахъ НаепеГ я. 

‚ Если они еше сутшествуютъ, то желательно, чтобы изданъ быль по 
‘крайней мЪрф разборъ или содержан!е этихъ рукописей, число кото- 
‚рыхъ доходило до десяти. 
( 
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По поводу 8 21 мы говорили уже о геометрахъ, зани- 
мавшихся въ особенности изящною формулою площади че- 
тыреугольника. — 

Теор1я вписаннаго четыреугольника не представляеть въ 
настоящее время никакой трудности; она перешла въ эле- 
ментарныя сочиненя, гдЪ дается теорема Птоломея о произ- 
веден1и двухъ д1агоналей и еще другая теорема объ отно- 
шени этихъ лин; изъ двухъ этихъ предложен получают- 
ся величины дагоналей. Лежандръ пополнилъ эту теор1ю, 
предложивъ въ примф$чаняхъь къ его ЕЕтепз 4е аботейзе 
доказательство, путемъ вычисленя, формулъ площади че- 
тыреугольника и д1аметра описаннаго круга. Но я не знаю, 
р8ёшалъ ли кто нибудь посл Преторля вопросъ о поетрое- 
ни вписаннаго четыреугольника, им$ющаго рацлональныя 
части; и даже—обращено ли было гдЪ нибудь внимавше на 
сочинене этого геометра. Такъ какъ вопросъ этотъ уже 
найденъ въ трактат$ Брамегупты, то сочиненте Претор!я 
должно, какь намъ кажется, получить 060бое значенте. 7°). 

Этимъ мы оканчиваемъ наши зам тки о восемнадцати пер- 
выхъ параграфахъ геометрическаго отдЪла сочинения Бра- 


> 


') О Претор8 (5. Ргаеюогаз, 1557 — 1616) обыкновенно упомина- 
юЮтъ только какъ объ изобрЪтателЪ геодезическаго инструмента, назы- 
ваемаго мензулой (р1апсвейе), который долгое время носилъ назван1е 
Таша Рт'аеютчата; но это былъ геометръ весьма искусный и ува- 
Жаемый въ свое время. Снеллй, приводя его сочинене о четыреуголь- 
ник, выражается такъ: (С1073зит1з 4. Ргавотиз йатит атнит 
здепйа пи зесит4из, 4е дищиот Ипез т стео ицедгит Ибтит 
фиб Исаев, т дио тщЩИз то@з зтдетлоза запе её асще фос з4ет рто- 
Нета е{Нс% роззе 4етопзтаой. 

знаменитый профессор математики Доппельмайеръь посвятилъ ему 
замфтку въ своемъ сочинения: МасйчейЕ тот деп №МиттЪетуег Мофета- 
#13 ип КитзИетп (1730 т-Ю1.); изъ нея мы узнаемъ, что Преторй 
нечаталъ немного сочиненй, но что мнойя рукописи его сохранились 
въ АльторфЪ, гд$ онъ жиль въ течен1е сорока л$ть, окруженный все- 
общимъ уваженемъ. Извлечен1е изъ этой замфтки помфщено въ сочи- 
нени Маринони по практической геодезш: Де ге зсйтодтариса, сидиз 
йофетпа рталлз ехропфит, ес. Улеппае Аизтае, 1751, ш №. 
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мегупты. Друг!е параграфы предетавляютъ мало ингереса, 
ЭдЪеь мы обратимъ внимаве только на отношене окруж- 
ности къ даметру, приведенное въ $ 42, и принятое рав- 
нымъ \У10. Сутк по энгЙскому тексту 8), можно думать, 
что Брамегупта емотр$ль на это выражене, какъ на 7точ- 
ную величину отношеная окружности къ д1аметру. Шатур- 
веда, въ своихъь примфчаняхъ, думалъ, кажется, точно так- 
же. Насъ нисколько ни удивляетъ, что такь могъ думать 
этоть толкователь; но трудно повфрить, чтобы геометръ, 
который былъ способенъ написать теорю четыреугольника 
вписаннаго въ кругъь и р%фшить вопросы, найденные нами 
въ сочинени Брамегупты, могь впасть въ такую ошибку. 
Правда, что квадратура коуга была также камнемъ претк- 
новен1я для многихъ новыхъ геометровъ и вовлекла ихъ въ 
подобныя же ошибки, не смотря на то, что многе изъ 
нихъ дали доказательства несомнфнныхъ и глубокихъ поз- 
нан]й въ математик%. Достаточно указать на Оронц1я Фине 
и на Григоря С. Винцента. 

Выражене \’10 есть именно то отношене, которое Ска- 
лигеръ приписывалъь себЪ и думальъ, что онъ доказалъ его 
геометрически; чо оно, еще задолго до этого, было извЪ- 
стне въ Европ и признавалось только приближеннымъ. 
Его приписывали Арабамъ и ИндЪйцамъ и предполагали, 
что у этихъ народовъ оно считалось точнымъ. 

ДЪйствительно, Пурбахъ (1425—1461) въ своей книг% 
подъ заглавемъ: Тгасийиз Чеотдй Реитфас% зирег рторо- 
иотез Рёетае 4е зийфиз еф срот@з выражается сл дую- 
щимъ образомъ: [9% чето @ситр $ 4% затеЁ тайеез пи- 
тетотит тефа тайсе сатепиит зтоетдте, Це ас иет зтое- 
7" фиат а еззеёЁр Фиитеют тезресйи стситртепиае. ЕЕ зе- 
ситит еоз, 3% Фатеет ет ипйаз, егй сдтситуетепна 
тах 4е 4есет: 8 4ио, егё тафх 4 диадтадича: я Иа, 


о 


") Тре Фатает атЯ Фе здиате оЁ те зетаатеет, бед зеоегаЙу 
лир Иеа 6у Штее, ге Фе ртасисо] дуситуетепсе ая4 ате. Те здиате 
70915 ежтаце4 гот 4еп Итез фе заиатез ор фе зате ате #е пес чойиез. 


м * 
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ет’ тах 4е попадица: еЁ с Че @йз, ве. Репомонтанъ 
(1436 —1476) напротивъ приписываетъ отношене У/10 Ара- 
бамъ. Воть его слова: Атгабез от сотещит диайгате ро[- 
Ис ибу отситрететнае зиае аедищет тест езстраз3етд, 
йайс ртопитназете зещепйат: 3: отсий патаег мет щ 
ипит, стситретепна ериз егй иф тах 4е 4есвт. Онае 
зещетйа сит з4 еттопеа...... Бутеонъ (Вшбвоп, 1492—1572} 
во второй книгЪ своего сочиненя Де дчадгаита сгсий, 
67 4мо (Гуоп, 1559, ш 8°, гдБ онъ излагаеть истор1ю 
этой задачи и опровергаетъь ложныя заключенйя, къ кото- 
рымъ она давала поводъ, высказываетъ такое же мне, какъ 
и Рег1омонтанъ, въ слёдующихъ словахъ: Ге{та 0133 тиз 
зесип4ит Атабез. Отт стсий рейтеоз аф Фатетгит 
фесиа езф роепва..... Рае здйиг пизто@ дегадотзтит 
зесип4ит Атабез еззе зит, её ета Итиез Атсттеа. 


О геометрии Баскары Ачарла. 


Сочинения Баскары состоятъ, также какъ . и сочиненя 
Брамегупты, изъ трактата ариометики, называемаго авто- 
ромъ Лилавати (Гщачай) и изъ трактата алгебры подъ 
названтемъ Виджа-Ганита (Биа Сати а). 

Геометр1я заключается въ Лилавати и занимаетъ главы 
УТ, УП, УП 1Х, Х и ХШ въ 55 133—247. 

Глава УТ есть самая значительная; въ ней товорится о 
плоскихъ фигурахъ; прочая главы им$ютъ мало важности и 
носятъ т% же заглав!я: ехсауаН оз, збаеКз, и пр. какьи въ 
сочинении Брамегупты. 

Н$которые геометрическе вопросы встр$чаются также 
въ Виджа-Ганита; здесь они являются, какъ приложения 
правилъ алгебры, и р$шены посредствомъ вычислешя. Въ 
этомъ же сочинени находимъ нБеколько предложеюшй ал- 
гебры, доказанныхь геометрическимъ путемъ. Мы укажемъ 
на эти отдЪльныя предложен!я послЪ того, какъ разберемъ 
собственно геометрическй отдЪлъ. 

Отд$ль этотъь можно раздЪлить на пять частей: три пер- 
выя будуть относиться къ треугольнику вообще, къ треу- 
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гольнику прямоугольному и кь четыреугольнику; четвертая 
будетъ заключать въ себБ н%$которыя предложеня о кругБ; 
въ пятой будуть находиться правила для измфреня объе- 
мовъ и глава объ употреблении гномона. 

Первая часть: Предложензя о тредлольник. 

1. Теорема о квадратф гипотенузы, 8 134. 

2. Выражене отр$зковъ, образуемыхъ перпендикуляромъ 
на основании треугольника, и выражеше перпендикулаяра, 
$8 163, 164, 165, 166. 

3. Площадь треугольника равна половин произведен1я 
основаня на перпендикуляръ, $ 164 °'). 


+° Формула площади треугольника въ функци сторонъ, 
8 167. 


О формулВ площади четырегоульника будетъ сказано ниже. 
Вторая часть: О прямоуюльном треуфольникь. 


1°. Правила д”я построев1я прямоугольнаго треугольника 
въ рацопальныхъ числахъ а) когда данъ катетъ, $8 139, 140, 
141, 143, 145; и 6) когда дана гипотепуза, 88 142, 144, 146. 


2°. Построить прямоугольный треугольникъ, когда изв ет- 
ны: катеть и сумма или разность гипотенузы съ другимъ ка- 
тетомъ $$ 147, 148, 149, 150, 151, 152 и 153. 


—- 


1) Предложен!е, что площадь треугольника равна половин произве- 
дения основав1я на перпендикуляръ, доказывается комментаторомъ 
Ганезой иначе, нежели какъ мы привыкли доказывать, сл5дуя Евклиду. 

Ганеза чертитъ прямоугольникъ на основанйи треугольника съ высо- 
тою, равною половинф перпендикуляра. Верхнее основан1е прямоу- 
гольника отсфкаетъ оть треугольника другой меньший  треугольникъ, 
который разд$ленъ перпендикуляромъ на два прямоугольные треуголь- 
ника. Эти послдн!е соотвфтетвенпо равны двумъ треугольникамъ, ко- 
торые нужно прибавить къ нижней части даннаго треугольника, чтобы 
нополнить прямоугольникъ. Изъ этого онъ заключаетъ, что площадь 
треугольника равна площади прямоугольника, т. е. равна произведен1ю 
основан1я на половину перпендикуляра. 

Доказательство это чрезвычайно просто; оно стольже наглядно, как 
и убфдительно. Оно употреблялось у Арабовъ и было принято вь эно- 
ху возрожден1я, преимущественно Лукою Бурго и Тарталеа. 


134 ПРИМФЧАНИЯ. 


3°. Правило для нахожденя на сторон$ прамоугольнаго 
треугольника точки, для которой сумма разстоянй.отъ кон- 
цовъ гипотенузы равна сумм$ двухъ катетовъ, 5$ 154, 155. 

4°. Построить прямоугольный треугольникъ, въ которому 
извЪетны: гипотенуза и сумма или разность двухъ катетовъ, 
$8 156, 157, 158. 

'Гретья часть: Иредложеня о четыреуюльнияь. 

1°. Полусумма сторонъ пишется четыре раза, изъ каждой 
отдЪльно вычитаются стороны и составляется произведене 
остатковъ. Ввадратный корень изъ этого произведен1я будетъ 
площадь, неточная для четыреугольника, но точная какъ бы- 
ло доказано, для треугольника; $$ 167, 168. 

Это есть Формула Брамегупты, которую Баскара списалъ, 
не понявъ ея и не замБтивъ, что здЪеь рЪфчь идетъ о че- 
тыреугольникВ, вписанномъ въ кругъ. Воть почему онъ го- 
воритъ, что правило это нев5рно для четыреугольника, и 
дальше доказываетъ, что нелЪио искать площадь четыреу- 
гольника, въ которомъ изв$стны только стороны, потому что 
изъ тфхь же сторонъ, говорить онъ, можно составить мно- 
го различныхъ четыреугольниковъ “). $8 169, 170, 171, 172. 


*?) Толкователь Сурадаза, авторъ двухъ превосходныхъ примфчанй кь 
Лилавати и въ Виджа-Ганита (Со]ефгооке; Втайтедила ап Вфаз- 
сата, Идебта, р. ХХУТ, не быль, кажется, боле Баскары искусенъ въ 
пониман!и предложен1я Брамегупты Потому что онъ высказы ваетъ слф- 
дующее странное суждене для доказательства, что площадь треуголь- 
ника есть точная, а четыреугольника неточная: 

«Если три остатка сложимъ вмЪетЪ, то сумма ихъ будетъ равна по- 
лусуммЪ вефхъ сторонъ. Отъ перемножен1я трехъ остатковъ на эту сум- 
му получится произведене квадрата пернендикуляра на квалратъ поло- 
вины основан1я. Это будетъ число квадратное, потому что квадратъ, 
умноженный на кводратъ, даетъ въ произведен!1и также квадратъ. Извлек- 
ши квадратный корень, получзимъ произведене перпендикуляра на по- 
ловину основан1я, т. е. площадь треугольника. Такимъ образомъ най- 
демъ точную площадь. Въ четыреугольник произведен1е множителей не 
будеть уже числомъ вквадратнымъ, но будетъ иррацонально. Приблизи- 
тельный корень изъ пего представить площадь фигуры; но все таки не 
точную, потому что корень этотъ, будучи разд$ленъ на перпендикуляръ, 
долженъ давать половину суммы основан!я ип верха.» (Т4ахай, р. 72). 
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27. Въ четыреугольник$ равностороннемь, т. е въ ромбЪ, 
площадь равна половин$ произведемя двухъ длагоналей. Пло- 
щадь прямоугольника есть произведеше основан1я на высо- 
ту; $ 174. 

3°. Въ четыреугольник$, котораго оба перпендикуляра рав- 
ны, площадь есть произведене полусуммы двухъ оснований 
на перпендикуляръ; 88 175, 177. 

4‘. Въ ромбБ сумма квадратовъ двухъ дагоналей равняет- 
ся учетверенному квадрату стороны; 88 173—175. 

5°. Формулы, опредБляющия отр$зки, образуемые на д!а- 
гоналяхъ точкою ихъ сопересЪчен1я, въ четыреугольникЪ, 
бока котораго перпендикулярны къ основан1ю; и выражане 
перпендикуляра, опущеннаго изъ этой точки на основан!е; 
$8 159, 160. 

6°. Зная стороны четыреугольника и одну его дагональ, 
найти другую Дагональ, перпендикуляры и площадь; $5 
178—184. 

Площадь есть сумма площадей двухъ треугольниковъ, им$- 
ющихъ основанемъ данную длагональ; $ 184. 

Предложеня, въ которыхъ р%шены разныя части этого 
вопроса, не представляютъ никакихъ затруднений. Они осно- 
вываются на пропорцональности сторонъ въ равноуголь- 
ныхъ треугольникахъ. 

7°. Правило для составления по четыремъ даннымъ сторо- 
намъ четыреугольника, въ которомъ перпендикуляры равны 
между собой; 8$ 185, 186. 

8°. Правило для опредфлевя ‚дагоналей четыреугольника; 
$ 190. 

Это то самое правило, которое дано Брамегуптою въ 8 
23 для четыреугольника` вписаннаго въ кругъ, Но въ сочи- 
нени Баскары оно вовсе не относится къ вписанному че- 
тыреугольнику, потому что этотъ геометръ не произносить 
слова кругъ ни въ одномъ изъ своихъ предложенй, отно- 
СЯЩиИхСЯ КЪ треугольнику и четыреугольнику, и потому, что онъ 
рЪшительно не зналъ, что предложен1я Брамегупты относят- 
са къ четыреугольнику вписанному. 
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Нетрудно убфдиться, что правило, предложенное Баскарой, 
относилось, по понято этого геометра, къ четыреугольнику 
съ прамоугольными д1агоналями, составляемому при помощи 
двухъ образиютщеть прямоугольныхъ треугольниковъ, какь мы 
говорили объ этомъ въ примБчашяхъ къ $ 38 Брамегупты. 
Это подтверждается болфе простымъ правиломъ, годнымъ 
единственно въ такомъ частномъ случаЪ, правиломъ, кото- 
рымъ Баскара замфняетъ свое общее правило въ 58 191, 199. 


Другое зам$чан!е Баскары также ясно доказываетъ его 
незнае о томъ, что изслдовашя Брамегупты относились 
къ четыреугольнику вписанному въ кругъ; именно: онъ упре- 
каеть его за общее правило для опредЗленя д1агоналей, ко- 
торыя, какъ онъ говоритъ, неопред$ленны. Воть это м$ето 
изъ сочинен1я Баскары: 


«88 187—189. Стороны им$ютъ величины 523 и 39 33); верхъ 
‹равенъ 25 и основан!е 60. Числа эти были взяты древними 
‹писателями для прим$ра фигуры, имфющей неравные пер- 
‹иендикуляры; и для дагоналей найдены были точныя вели- 
«чины 56 и 63. 


‹Требуется составить изъ тфхъ же четырехъ сторонъ дру- 
«гой четыреугольникъ, имфющ другпя длагонали и именно 
‹такой, чтобы перпендикуляры его были равны.> 


Баскара р$шаетъ этотъ вопросъ и потомъ прибавляетъ: 


‹Такимъ образомъ, при т$хъ же сторонахъ въ тетрагонЪ 
«могутъ быть различныя д1агонали. 


«Длагонали, эти неопредЖленны, но Брамегуптою и други- 
‹ми он были найдены, какъ бы опред$ленныя. Ихъ правило 
‹слфдующее: 


3) Замфтимъ здфеь мимоходомтъ, что Баскара для выражения числа 39 
прибЪгаетъ, подобно Римлянамт, къ вычитан!ю; онъ говоритъ: 40 безь 1 
(те 1ез5 Фап рот). Но, кажется, такой способъ составлентя чисель 
не былъ общеупотребителенъ въ Инди. Шатурвела ему не сафдуетъ: 
онъ всегда произносить тридцать девять (Нити; —тте). (См. его ком- 
ментар!и къ $5 21 и 32 Брамегуцты.) 
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«8 190. Правило. Если суммы произведен сторонъ, при- 
‹мыкающихь къ концамь д1агоналей, раздБлимъ одна на дру- 
‹гую и умножимъ на сумму произведенй противоположныхъ 
‹сторонъ, то квадратные корни изъ результатовъ будутъ д1а- 
‹гоналями трапеци. 

«Противъ этого способа находить длагонали можно сдЪлать 
‹то возражене, что онъ очень длиненъ, какъ я обнаружил 
‹это, предложивъ способъ боле коротюй. 

«6 191—192. Правило. Ватеты и стороны двухъ прямо- 
‹угольныхЪ треугольниковъ, помпоженные въ обратномъ по- 
‹рядк& на гипотенузы, суть бока; и такимъ образомъ обра- 
‹зуется трапещя, дагонали которой могутъ быть выведены 
‹изъ двухъ треугольниковъ. 

«Произведене катетовъ, сложенное съ произведешемъ сто- 
‹ронъ, есть дагональ; сумма произведен1й катетовъ и сто- 
‹ронъ, перемноженныхь между собою въ обратномъ поряд- 
‹кф, есть другая длагональ. , 

«ПослЪ того, кагъ былъ предложенъ этотъ кратый ме- 
‹тодъ, я не знаю, зач$мъ даже лучше писатели продолжали 
‹употреблять правило болфе трудное.› 

Баскара прибавлаетъ: «Если изм$нить м5ето верхняго ос- 
‹нован1я и одного изъ боковъ, то одна изъ дагоналей сдЪ- 
‹лается равна произведен1ю гипотенузъ двухъпрямоугольныхъ 
‹треугольниковъ.» 

Изъ этого м%ета мы должны заключить, что Баскара не 
понималъ заимствованныхъ имъ у Брамегупты предложений. 
Брамегупта, какъ мы уже говорили, не излагаль формулъь 
58 191, 192 Баекары, потому что онЪ, по его мнён1ю, пред- 
ставляли только повзрку рацональности д1агоналей, а не 
предметъ самого предложения. 

Баскара замЗчаетъ, что, измЪняя мзета двухъ смежныхъ 
боковъ четыреугольвика, получается другой четыреугольникъ, 
ВЪ КОоТОоромъ одна изъ дагоналей отлична отъ прежней и 
выражается произведенемъ гипотенузъ двухь образующихъ 
треугольниковъ. Это справедливо; но Баскара не говорить 


158 ПРИМЪЗАНИЯ. 


ничего о томъ, кая свойства этого втораго, или же пер- 
ваго, четыреугольника составляли предметь сочинен1я Бра- 
мегупты. Онъ не замфчаетъ также, что новый четыреуголь- 
никъ имБетъ два прямые угла. 

9°. Вычислен1е отр%зкозъ, образуемыхъ другъ на друг 
дагоналями, перпендикулярами и продолженными боками че- 
тыреугольника; $8 193, 194, 195, 196, 197, 198, 200. 

Предполагаются извфстными бока, длагонали и перпенди- 
куляры. 

Ве$ эти вычиелен1я нетрудны; они основываются на про- 
порц1енальности сторонъ въ равноугольныхъ треугольникахъ. 

Таковы предложен!я о четыреугольникЪ. ВмЪетЪ съ пред- 
ложен1ями о треугольникк они составляютъ въ сочиневи 
Баскары отдЪлъ, соотв тетвующИй восемнадцати первымъ 
параграфамъ сочиненя Брамегупты. Прежде, нежели перей- 
демъ къ другимъ предложеюямъ Баскары, мы укажемъ на 
различ1я существуюция между его первыми предложенями и 
предложёнями Брамегупты, которыхъ они суть не боле какъ 
подражание. 

Различ1я эти заключаются въ сл$дующемъ: 

1°. Ве предложенмя Баскары не имЪютъ никакого отно- 
шен1ая къ кругу, о которомъ прямо говорится въ 88 26 и27 
Брамегупты и который играетъ главную роль во многихъ 
другихъ его предложен1яхъ. , 

2°. Формула площади четыреугольника (вписаннаго БЪ 
кругь), данная Брамегуптой, объявлена у Баскары неточною. 

3°. Общее выражене д1агоналей вписаннаго четыреуголь- 
ника порицается Баскарой, какъ ‘гребующее трудныхъ исчи- 
слешй и считается приложимымъ только кь четыреугольнику 
особаго строевя. 

4°. Многихъ предложеюмй Брамегупты нЪтъ въ сочинен!и 
Баскары. Именно слЪдующихъ: 

1. Выраженя дламетра круга, оппсаннаго около треуголь- 
ника и около четыреугольника. 

Ц. Особаго выраженя дмаметра круга, описаннаго около 
нетыреугольника съ прямоугольными д1агона`ями. 
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П]. Свойства этого же четыреугольника, состоящаго въ 
томъ, что перпендикуляръ, опущенный изъ точки перес$че- 
н1я двухъ дагоналей на одинь изъ боковъ, проходитъ черезъ 
средину противоположнаго бока. | 

ГУ. Способа построенмя равнобедреннаго или косоуголь- 
наго треугольника, въ которомъ стороны и перпендикуларъ 
были бы числами рацпональными, 

У. Способа построенмя вписаннаго въ кругъ четыреуголь- 
ника, въ которомъ дта противопожные. пли даже три бока, 
равны между собою и въ которомъ части, въ томъ числ$ и 
даметръ круга, были бы рашональны. 

Отсутстые двухъ послЪднихъ предложенй (Уи У) въ 
сочинен1и Баскары доказываетъ, что геометръ этотъ не им5 ль 
въ виду, какъ Брамегупта р%Ъшеня вопроса о построеви 
вписаннаго въ кругъ четыреугольника, въ которомъ вс$ ча- 
сти рацтональны. 

Мы должны наконецъ сказать, что въ сочинени Баска- 
ры находится ифсколько предложений о прямоугольномъ тре- 
угольниг%, которыхъ н®ть въ сочинени Брамегуиты, потому 
что они были бы чужды той теорш, которая составляетъ 
предметъ этого сочиневля. 

Соображая все сказанное, заключаемъ, что въ сочинещи 
Брамегупты во всей полнотб и весьма точно р$шался вои- 
роеъ о построеши вписаннаго въ кругъ четыреугольника, 
всЪ части котораго рацональны. Ни одно предложене въ 
номъ не чуждо этому вопросу и нс безполезно для его рз- 
шенн. 

Сочинене же Баскары не иметь содержащемъ одного 
опред$леннаго предмета. Въ немъ можно различить три глав- 
ныя части, независимыя одна отъ другой. 

Въ первой части даются: выражеше перпендикуляра въ 
треугольник$ и формула для вычисленя площади этой фи- 
гуры въ функщи трехъ сторонъ. - 

Во второй—разематриваетея построеше прамоугольнаго 
треугольника въ рацюональныхь числахъ и н%фкоторые дру- 
пе вопросы о прямоугольномъ треугольннк?Ъ. 
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Въ третьей части авторъ вычисляеть различныя лиши 
въ какомъ нибудь четыреугольник$ по даннымъ четыремъ 
сторонамъ и одной д1агонали. 

Такимъ образомъ между этими двумя сочиневшями есть 
много р5зкихъ различ. Но, не смотря на это, мы должны 
признать, что позднзйшее сочинен!е есть только подража- 
не или кошя съ боле древняго; кошя несовершенная и 
искаженная, показывающая несомнЪнно, что Баскара не по- 
нималъ сочинен1я Брамегупты. 

ПримЪчан1я различныхъ толкователей, сопровождающия 
текетъ Лилавати, доказываютъ, что писатели эти не были 
счастливЪе Баскары и не понимали также предложен Бра- 
мегупты. 

Впрочемъь предложешя главы УТ Лилавати, о которыхъ 
намъ остается упомянуть, имфютъ болфе значен1я, чБмъ т5, 
которыя имъ соотвфтетвуютъ въ трактат Брамегупты. Мы 
изложимъ важиЪфйпия изъ нихъ и обратимъ особое внимане 
на весьма приближенное отношен!е окружности къ д1аметру 
и на очень простую формулу для приблизительнаго вычи- 
слешя хорды въ функци соотв$тетвующей дуги. 

‹8 201. Если Ш) будетъь даметръ круга, то выражеше О. 

35927 
‘1250 
‹лижене, употребляемое въ практикЗ.› 

Этихъ двухъ выражешй н$тъ въ сочинени Брамегупты. 


22 
почти представляеть окружность; ОЭ. есть приб- 


„ 92 3927 
Дробь `= есть отношен1е Архимеда. Первая дробь —— 1550 Ще 


22 . 
точнзе; она равна 3,14160, тогда какъ —_ =: 3,1428571..... 


Чтобы имфть болЪе близкую величину, нужно употреблять 
отношеше 3,1415926..... 
Приближене ИндЪйцевъ **) особенно зам чательно неболь- 


не слфдуеть приписывать Баскар$; оно относится 


62832 
къ гораздо болфе древнему времени. Его находимъ въ видЪ дроби 50000 


8’) Отношен!е к 
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шимъ числомъ цифръ. Впрочемъ отношене Адрлана Мецая, 
355 | 


18 = 3,14159292....., предпочтительнЪе. 


«8 203. Правило. Четверть даметра, умноженная на ок- 
‹ружность, есть площадь круга. Этз площадь, помноженная 
‹на 4, есть поверхность сферы. Эта поверхность, умножен- 
‹ная на д1аметръь и разд$ленная на 6, есть точная величи- 
‹на объема сферы. 


55 205 —206. Правило. Пусть О будеть даметръ круга; 


та 3927 


‘5000 есть довольно приближенная величина площади 


11 | 
«круга; 14 есть грубая мФра, употребляемая въ прак- 


3 


3 
«тик; на -; есть м$ра объема сферы.> 


Два посл$дия выраженя получаютея изъ Арх имедова от- 
ношен!я; именно 
1 0 Ш: 90 


и 1:99 [: 
== —. — —= — 


В 4= д т' 5 тат. 


$$ 206—207. Это тБже соотношен!я между хордой, стр%л- 
кой и даметромъ круга, которыя даны были Брамегуптой 
въ $8 41 и 42. 


> 


въ алгебр Могаммеда Бенъ Муза, который, показавъ два отношен!я 
> и\у 10, говоритъ, что астрономы употребляютъ третье отношение 
62832 | 
20000' 
Вел$детые этого рождается вопросъ, принадлежитъь ли это отношене 
ИндЪйцамъ или Арабамъ. Розенъ и Либри думаютъ, что оно происхохж- 
ден!я индйскаго. (См. Моваттей фей Миза, Лдебта, зтапящеа 6у 
Г. Возет, р. 199; и Назюоте 4ез зслепсез тайетаНндиез еп Пойе, р. 
128). Отношевше это извФстно въ Европ уже очень давно. Пурбахъ го- 
воритъь о немъ въ своемъ сочинени о построен1и синусовъ и Стевинъ— 
въ своей географии. 


именно (См. стр. 71 перевода Розена.) 
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$8 209—211 и 212. ‹Лламетръ круга равенъ 2000; сто- 
‹роны вписаннаго равносторонняго треугольника и другихъ 
‹правильныхъ многоугольниковъ будутъ: для треугольника 


‹1789 2 для тетрагона 1414 


13. 
50 60; для пятиугольника 1175 


6 


0 для шестиугольника 1000; для семиугольника 867 -5; 


3 
11 17 
‹для восьмиугольника 765 50 й ИЯ девятиугольника 683 50° 
Авторъ прибавляетъ: «Для разныхъ другихъ д1аметровъ по- 
‹лучатея друйя стороны, какъ мы покажемъ это въ трак- 
«‹татф зрйаетса, въ отдБл$ о построении синусовз.> 
«Слфдующее правило доставляетъ весьма удобный способъ 
‹находить хорды съ грубымъ приближенемъ.> 


$ 213. Пуеть будетъ с окружность, а дуга, ОП даметръ 
и С хорда; будемъ им$ть:, 
4. (е—а) 


у рые 
56*—(6—а) 


Эта приблизительная формула весьма любопытна; было бы 
интересно знать, какимъ образомъ ИндЪйцы чришли къ ней. 
Сервуа получимъ ее изъ формулы, опред$лаяющей синусъ въ 
функщи дуги при помощи ряда. (См. Соттезров4атсе зит 
Ресфе Ройесйтюдие, +. Ш тетрадь 3-я.) 


$ 214. Примирь. Если даметръ равенъ 240, то хорды 
дугъ въ 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160 и 180 градусовъ 
будуть равны 49, 89, 190, 154, 184, 208, 226, 936 и 240. 


$ 215. Формула, опред5ляющая дугу а въ фупкии хорды 
С для окружности с и даметра ДО: 


Эту формулу получим изъ формулы 5 213, рЪшая бук- 
венное уравненте второй степени. 
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Главы УП, УП. ТХ их не содержатъ пичего новаго срав- 
нительно съ соотвфтетвук щими главами сочиненмя Брамс- 
гупты. 

Глава Х1 имфеть предметомь вычислеше разстоян!й по- 
средствомъ тфни гномона. ЗдЪсь находимъ вопросы, изел$- 
дованные Брамегуптой и, кром® того, слфдуюцй вопросъ: 
гномонъ освфщенъ двумя разными св$тащими точками; если 
извЪстны разность т$ней и разность ихъ гипотенузъ, то мож- 
но опредфлить и самыя т$ни. 


Это приводится къ слфдующей задачЪ: 
Построить треуольникь, зная е10 перпендикулярз, раз- 


ность отръзков, образуемыть перпендикуляромь на основа- 
наи, и разность двуть друзихь сторонъ. 


Пусть 1 будеть высота, или перпендикуляръ треугольни- 
ка, $ разность отрзковъ и 4 разность сторонъ; отрЪзки бу- 
дутъ равны 


1) | 41° 
(Ут -ания) 


Это и есть формула Баскары. 

Въ Виджа-Ганита есть нзеколько геометрическихъ воп- 
росовъ, ршенныхъ посредствомъ вычислен!я, и нфеколько 
правилъ алгебры, доказанныхъь при помощи геометрти. Веъ 
эти вопросы изелфдованы съ замчательнымъ изяществомъ 
И ТОЧНоСлЬЮ. | 

Въ н%которыхъ вопросахъ, которые могли быть рёшены 
различнымъ образомъ, авторомъ избранъ самый простой спо- 
собъ рфшен!я; можно подумать, что читаешь какое нибудь 
мЪсто изъ Аг/йтейса ипюетзайз, гдЪ Ньютонъ даетъ столь 
‘основательные совфты относительно выбора неизвЪфетныхъ. 

Такъ наприм$ръ, желая опредфлить основан1е косоуголь- 
наго треугольника, стороны котораго равны 13 и 65 и пло- 
щадь равна 4, Баскара замфчаетъ, что «если за неизвБет- 
‹ное примемъ искомое основане, то придемъ къ квадрат- 
‹ному уравнен1ю. Но, если будемъ искать перпендикуляръ, 
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‹опущенный на одну изъ данныхъ сторонъ изъ противопо- 
‹ложной вершины, и отр$зки, образуемые на этой сторонз, 
‹то получимъ искомое основан!е чрезъ простое извлечене 
‹квадратнаго корня. Искомое основане равно 4.› (Виджа- 
Ганита, $ 117.) | 

Баскара предлагаетъ два доказательства теоремы о квад- 
ратф гипотенузы. Первое состоитъ въ выражени, при по- 
мощи пропорций, отрЪзковъ, образуемыхъ на гипотенуз$ пер- 
пендикуляромъ, и въ сложеши поел того этихъ двухъ от- 
р%зковъ. Это доказательство было употреблено Валлисомъ. 
(Ре зесиот из ап9дИйатфиз, сар. УТ.) 

Второе имБетъ чисто индЪйское происхождене и весьма 
зам чательно. На сторонахъ квадрата Баскара строитъ внут- 
ри четыре равные между собою прямоугольные треугольни- 
ка, ииуБюще стороны квадрата гипотенузами, и говоритъ: 
1ляди (3ее, ч0уе2). ДЪйствительно, одного взгляда на фигуру 
достаточно, чтобы замЪтить, что площадь квадрата равна пло- 
щадямъ четырехъ треугольникозъ (или учетверенной площади 
одного изъ нихъ), сложеннымъь съ площадью маленькаго 
квадрата, сторона котораго есть разность катетовъ этихъ 
четырехь треугол@никовъ. Другими словами, называя черезь 
с гипотенузу одного изъ треугсльниковъ и черезъ а, 6 двъ 
друг1я стороны его, им$емъ 


в = ое 5), или с°=0*-+0°, 


= 


что и составляетъ доказываемое предложеше. (Виджа-Ганита, 
$ 146). 
Формулы анализа 
2а6-+(а— 5) = а 
(а-+5)*—(а*--5?) =2а5, 
(а-+-5)*`—4а6б=(а— 5) 


доказываются наглядными и понятными чертежами, не тре- 
бующими никаго поясненйя. (58 147, 149 и 150). 
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Чтобы рЪшить въ рацтюнальныхъ числахъ неопред%ленное 
уравнене второй степени 


ал фунс=%у, 


Баскара показываетъь помощю чертежа, предетавляющаго 
геометрическое значен1е этого уравнешя, что оно можетъ 
быть приведено къ виду 


(#—6) (у—а)==аб-нс. 


Отсюда онъ заключаетъ, что для рац1ональныхъ величинъ 
хи должно взять выраженя 


аф-+-с 


—6-п,  у=а- , 


гдЪ и есть число произвольное. 


Баскара называетъ это доказательство зеометрическимъ. 
Потомъ онъ даетъ другое, чисто а.лебраическое. (88 212—214.) 

Многе геометричесые вопросы рфшены въ Виджа-Га- 
нита, какъ приложеная правилъ алгебры. Таковы два’ сл$- 
дующие: «Найти (въ рац1ональныхь числахъ) стороны прз- 
‹моугольнаго треугольника, площадь котораго выражалась 
‹бы тБмъ же числомъ, какъ и гипотенуза; или, также, рав- 
‹нялась бы произведеню трехъ сторонъ.› (8 120.) 


20 15 
Въ первомъ случа$ стороны треугольника будутъ: <?-6 


и, аво второмъ: ‚из. Баскара прибавляетъ, что 


можно найти друмя рфшевя 35). 
Вс$ эти подробности показываютъ, что ИндЪйцы, по край- 
ней м$рЪ во времена Баскары, прилагали алгебру къ гео- 


35) Эти двЪ задачи зависять отъ двухъ слфдующихъ уравненйй: 
даа 4(+') 


1 
6. 
я у 4. 
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метр!и и геометр1ю къ алгебрЪ. Мы не находимъ слёдовъ 
такого же тЪенаго смян!я этихъ двухъ наукь въ сочинеши 
Брамегупты. ВФроятно это потому, что его изложеше го- 
раздо бол$е сжато, нежели у Баскары; у него гораздо ме- 
нфе прим$ровъ на алгебраическля правила и никогда не дает- 
ся никакихъ доказательствъ. Но мы должны думать, что 
приложен!е алгебры къ геометр!и, сообщающее особый хд- 
рактеръ сочиненю Баскары, началось гораздо ранЪе вре- 
менъ этого писателя; тЪмъ болфе, что оно же составляетъ 
характеръ арабекихъ сочиненй, написанныхъ за нфекокьке 
стол т до Баскары, наприм$ръ во время Могаммеда Бенъ 
Муза (въ ГХ вфЕф). Только у ИндЪйцевъ могли почерпнуть 
Арабы этотъ математичесый приемъ, никогда не употребляв- 
пийся у Грековъ. 

Мы отбросили мысль о томъ, что индЪйсвя сочиненя мо- 
гутъь представлять собою элементы геометр1и, подобно ихъ 
трактатамъ ариеметики и алгебры. Мы, кажется, ясно дока- 
зали, что въ этомъ не могь состоять предметь сочиненя 
Брамегупты, въ которомъ идетъь р$чь только объ одномъ 
тгеометрическомъ вопросЪ. Но этого нельзя сказать въ та- 
кой же м5р$ о сочинени Баскары; и мы согласны вид%ть 
въ этомъ сочиненши еводъ геометрическихъ познанй, суще- 
ствовавшихЪ въ поздифйппя времена въ индЪйскомъ народф. 
Искаженный видъ, въ которомъ этоть авторъ перенесъ из- 
селфдовашя Брамегупты въ свое сочинен1е, и прим чания раз- 
ныхь толкователей, изъ которыхъ ни одинъ не упреквулъ 
его въ этомъ, показываютъ намъ, что въ то время науки въ 
Инди замфтно клонились къ упадку и что у нихъ уже не 
было дЪйствительно хорошаго сочиненя по геометрии. 

Мы не можемъ выразиться также опред$ленно о состоя- 
в1и науки во времена Брамегупты. Для этого не достаетъ 
документовъ; мы не можемъ сказать, стояли ли дЪйствитель- 
но познанйя и математическя способности этого писателя и 
его современниковъ на высотз т$хъ превосходныхъ и зам$- 
чательныхъ сочиненй, которыя отъ него дошли до насъ; или 
же самыя эти сочиненя, подобно посл5дующимъ, были толь- 
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ко остатками истиннаго, по весьма древняго, знаня, остат- 
ками, уцфл5вшими оть разрушительнаго дЪйств!я времени и 
не потерявшими еще во времена Брамегупты своихъ до- 
стоинствъ и своей первоначальной чистоты. Знаменитый гол- 
ландсый ученый Стевинъ допускаль мудрый въкё, «когда 
«люди обладали удивительными св днями вънаукахъ, > в къ, 
предшествовавиай, по его мн$н!ю, временамъ Грековъ, ко- 
торые получили отъ него только небольшую часть древнЪй- 
шихъ нознан1й $5); поэтому Стевинъ и знаменитый Бальи 
(ВаШУ) *7) не задумались бы высказать положительное мн*- 
не относительно столь зам чательныхъ сочиненй Брамегупты. 

Мы не будемъ касаться здЪсь этого важнаго историческа- 
го вопроса и ограничимся тфмъ, что обратимъ на геометри- 
чесюй отдфлъ сочиненй Брамегупта и Баскары, которымъ 
до сихъ поръ пренебрегали, вниман!е орленталистовъ и во- 
обще ученыхъ, интересующихся истор1ею Индии и развитемъ 
цивилизации въ челов$честв$. Этоть геометричесый отд®лъ 
могь бы доставить имъ н%сколько полезныхъ документовъ 
и указашй. 


О геометрля Римлянъ. 


Можно сказать, что мы продолжали бы изложеше того 
же предмета, еслибы отъь геометри ИндЁйцевъ нерешли къ 
геометри Арабовъ. Но какъь мы увидимъ, геометр!я Арз- 
бовъ еще болфе естественнымъ образомъ связывается съ 
первыми трудами европейскихь геометровъ въ эпоху воз- 


арщьсамьятннее = = 


8) Оецотез тайфетайнаиез ае бтоп Чет; ш №1. Геуде, 1634. 
Сводтар ме; авйиЯоп Ш. р. 106. 

вт) «Эти научные методы, употребляемые нев5ждамл, эти философск1я 
‹идеи и системы въ головах вовсе не философекихъ, все это доказы- 
‹ваетъ на существован1е народа, предшествовавшаго Индйцамъ и Хал- 
‹деямъ:—народа, который обладалъ науками въ значительной степени 
«совершенства, имфль высшую и мудрую философ1лю и который, исчез- 
‹нувъ съ лица земли, оставиль посл$дующимъ народамъ нЪсколько от- 
‹рывочныхъ истинъ, сохранившихся отъ забвен!я и случайно дошедтихъ 
«до насъ.» (Назю"е ае Раз’опотяе апцеппе, Пуге ПТ 8 ХУП1.) 
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рожден1я наукъ, въ которую арабемй элементъ быль рас- 
пространенъ и им$ль вмяюя не менЪе, чЪмъ элементъ гре- 
чесый; поэтому мы теперь сдфлаемъ краткое отступлеше и 
скажемъ нЪсколько словъ о геометрия у Римлянъ. 


Математическя науки были въ крайнемъ пренебрежени 
у римскаго народа, гдЪ выспие умы посвящали себя только 
военному искуству и краснор$ч1ю. Геометр1я въ особен- 
ности была едва изв$етна въ Рим. Астроном1я пользова- 
лась большимъ почетомъ, и можно назвать нЪ$еколькихъ 
знаменитыхъ писателей, именно: Варрона, Юля Цезаря, Ци- 
перона, Лукрец1я, Виргилмя, Горащя, Сенеку, Плинля, кото- 
рые имфли свфдфн!я о небесныхь явлевяхъ. Но ни одинъ 
изъ нихъ не находилъ въ этихъ явлешяхъ предмета для 
научныхъ изысканй и не сдЗлалъ ни одного шага въ наукБ. 
Указываютьъ только на Сульпиц1я Галла, который занимался 
практической астрономей и предсказывалъ затм5 ня. 


Геометр1я у Римланъ назначалась, кажется, только для 
измфрен1я земли и для опред$леня границъ: ихъ землем$- 
ры, называвицеся 0073тепзотез или дтотайс, были люди 
весьма важные и на нихъ смотрЪли, какъ на представите- 
лей науки. Но н$ёкоторые, дошедипе до наеъ, отрывки изъ 
ихъ сочинен!й заставляютъ насъ рфшительно отказать имъ 
въ звави геометровъ. Потому что сочиневя эти не только 
относятся кь самымъ элементарнымь вопросамъ практиче- 
ской геометрии, но въ нихъ кромЪ того ветр$чаютея гру- 
быя ошибки. Площади треугольника и четыреугольника вы- 
числяются неправильно. Мы привели уже ихъ правила, ко- 
гда говорили о $21 геометрическаго отдЗла сочинений Бра- 
мегупты. 

Не смотря на уважене, которымъ пользовались дтотайса 
въ РимЪ, благодаря заслугамъ, оказаннымъ ими въ различ- 
ныхъ частяхъ обширнаго римскаго государства, и не смо- 
тря на то, что имена важн5йшихъ изъ нихъ переданы намъ 
Боэц1емъ, въ настоящее время всЪ они почти совеБмъ не 
упоминаются въ истори геометрии. 
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Впрочемъ нфкорые изъ людей, едфлавшихся знаменитыми 
на другомъ поприщф, занимались также и науками. Вар- 
ронъ, который считался самымъ ученымъ изъ Римлянъ и на 
котораго смотрфли какь на втораго Платона, писалъ объ 
ариометик®, геометр1и астрономш, музык$ и мореплавани. 
Жаль, что ни одно изъ его сочиненй не дошло до насъ. 
Объ этомъ писател$ сл$дуетъ упомянуть въ особенности, 
потому что онъ подозр$валъь сжат1е земли, какъ это видно 
изъ одного м5ета у Васе!одора. 

Архитектира Витрув!я доказываетъ, что это былъ одинъ 
изъ людей своего времени, имфвиий наиболЪе математиче- 
скихъ свЪдЪнй. 

Можно еще упомянуть о Юл Секстз ФронтинЪ, кото- 
рый, какъ искусный инженеръ, писалъ о водопроводахъ. 
Ло насъ дошла его книга, подъ загланемъ: Ое адиаедисй- 
физ итбз Вотае. Есть еще другое изв$етное сочинене его 
о военномъ искуетвЪ. °°). 

Можно предполагать, что Фронтинъ писалъ также о гео- 
метри, и ему можно приписать трактать о изм5ревш по- 
верхностей, находящийся въ рукописи одиннадцатаго вЪка 
между многими сочиненями Боэц1я вмфстБ сь другими от- 
рывками изъ римекихъ дготайс+. “). 


38) Х{уиадетанит 674 ацафиюг. 

89) Рукопись эта, въ большой листь на пергамент$, принадлежитъ 
библлотекВ города Шартра. Ог. @. Наепе] записалъ ее въ Саёаю9% И- 
фготит татизстирютит, ес. (Таряае, 1819, ш 45) подъ сафдующимъ 
заглавемъ: АтзюеИз$ 16. йепсрогит;, Воена Годса, Вйеютса, Ат- 
фитенса, Мизка; йа Етпис тафетайса; Мищетгтл уитлют деоте- 
73а; сапопез, дабщае её 4иетза 4е азтопотва. 

Заглане это заимствовано изъ приписки, сд$ланной на нижней сто- 
ронф деревяннаго переплета книги; вфроятно эта приписка также ста- 
ра, какъ и самый переплетъ; вотъ она: 

Л йос ооитте сопитепии": 
Г/4фет вепсфогтит Атзчоущейз; 
Тодса, Вефотса, АтйЙтейса, Мизка, Воесй 
Майшетайса Уши Еттяс, Мщегиз Хитлотзз; 
Сеотейча; 
Сапнопез, Цдабище её айва 4е Аятопотиа. 
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Мн$не наше основывается на двухъ соображеняхъ. Во 
первыхъ, Боэщй въ началЪ второй книги своей геометрии, 
гдф говорится объ изиБренши поверхностей, называеть Юя 
Фронтина какь ученаго весьма искуснаго въ этомъ дЪль и 
заявляетъ, что онъ многое у него заимствовальъ для своей 
второй книги. Въ конц сочиненя Боэщй даетъ списокъ 
главнфйшихь римскихъь землемфровъ и помфщаеть между 
ними Юля Фронтина. Эти два обстоятельства доказываютъ, 
что этотъь авторъ писалъ о практической геометрии. Во 
вторыхъ, отрывокъь по геометри, находящийся въ вышеупо- 


Противъь словъ Майетайса Л] и проч. находится отмфтка, вф- 
роятно также весьма древняя, которую, по нашему мн$н1ю, можно 
прочесть такъ: Напс зиррозйат стедо. И дфйствительно, мы не нахо- 
димъ никакого сочиненшя Юля Фирмика Матерна. Правда, что въ этой 
рукописи не достаетъ, къ сожалБ ню, 104 листовъ (140—243), начиная 
съ 20 главы второй книги трактата Боэщя о музыкЪ. Можно предпо- 
лагать, что остальная часть этого трактата могла занимать около 64 
листовъ; такъ что на 40 листахъ могли находиться различныя неизв$- 
стныя сочинен1я и въ томъ числ сочинен1я Фирмика Матерна; впро- 
чемъ этотъ писатель почти совсфмъ неизвфстенъ и о немъ упоминають 
иногда только по поводу его трактата объ астрологи въ восьми книтахъ. 

Первый лиетъ, слфдующий за утраченными, именно листъ 244, содер- 
жить окончан1е сочиненя о правильныхъ тфлахъ. Затфмъ находятся 
тамь различные отрывки, помфщенные одни всафдъ за другимп, безъ 
заглавй и безъ именъ авторовъ, относяпйеся большею частшю къ гео- 
метр1и римскихъ землем$ровъь и къ употреблявшимся въ то время м%ф- 
рамъ. Въ этой см$си мы различили слфдуюце отрывки, изъ которыхъ 
два послфдне дфлаютъ рукопись въ особенности драгоц$нною: 

1’ Отрывокъ, приписываемый нами Фронтину; 

2’ Книга Марщшана Капеллы объ ариеметик%; 

3° Патая книга сочиненя Колумеллы: Ое те гизйса, въ которой го- 
воритсея объ изм$рен1и полей; 

4” Разные друйе отрывки изъ геометр!и римскихь землемфровъ; 

5° МФето изъ 15-Й главы Еутоодае Исидора Севильскаго, гдЪ го- 
ворится о м$фрахъ 

6° ДвЪ книги геометр!и Боэц1я; въ первой находимъ девять цифръ и 
м$сто 0 новой систем счисленя; вторая книга оканчивается также 


словами объ этомъ счисленйи, которыхъ нфть въ другихъ извъстныхъь 
изданяхъ Боэц1я; 


ПРИМЕЧАНИЯ. 151 


мянутой рукописи, представляетъ такое сходство со второю 
книгою Боэщя, что, несомнЪнно, одно изъ этихъ сочиненй 
должно быть списано съ другаго. ЯЛеное и болфе легкое 
изложен1е въ отрывкБ по геометри доказываетъ, что онъ 
быль написанъ ране сочинен!я Боэц1я; отсюда естествен- 
но приходимъ къ заключеню, что это есть то сочинене 
Фронтина, которымъ пользовался, по его собетвеннымъ 
словамъ, Боэщй. 

Этотъ отрывокь по геометр1и дфлаетъ честь своему ав- 
тору и болЪе достоинъ носить имя Фронтина нежели припи- 
сываемый ему трактать ЮОе дчаййще адтотит. По нашему 
мнфню это есть самое лучшее сочинен1е, вышедшее изъ 
подъ пера римскихь геометровь, не исключая даже второй 
книги геометр1ли Боэцля. Въ этомъ отрывк$ мы находимъ 
формулу для выраженя площади треугольника по тремъ 
сторонамъ; и кромЪ того въ немъ иЪтъ того нев$рнаго 
правила, которое употребляли римсюе землем$ры для из- 
мфрен!я площади четыреугольника °°’) и которое воспроиз- 
ведено даже у Боэщя. 

Судя по сходетву во многихъ отношеюяхъ, должно ду- 
мать, что въ эпоху возрожденя это сочинете послужило 
матер1аломъь для геометрической части энциклопеди, поя- 


7° Наконець другое сочинен!е объ употребленш девяти цифръ, пред- 
ставляющее замЗчательное сходство съ одной стороны съ словами 
Боэщя и письмомъ Герберта, а съ другой стороны съ нашею совре- 
менною системою счисления. 

Сочинене это, до сихъ поръ остававшееся неизвфетнымъ, можеть 
бросить нзкоторый свЗтъ на нерфшенный еще вопросъ объ истинномъ 
значени отрывковъ изъ Боэщя и Герберта и на опредфлен!е съ боль- 
шею точностью той эпохи, когда введена была въ Европ индЪйская 
нумеращя. 

Рукопись оканчивается изложенемъ нфкоторыхь понят! о небесной 
сферЪ, потомъ трактатомъ объ астрологи и астрономическими таблицами. 

30) См. стр. 313 сборника: Ве адтатчае аисютез Федезаме загчае; 
сита Уцета Соез, силиз асседит чтдсез, апичийщез адтатчае её по- 
{ае, ипа сит № Рад пойз 6 обзегоайот\6из. Ат. 1674, ш 40; 
и стр. 172 сочинен1я Колумеллы Де ге гизиса Иа ХЛ. Рал1; 1543 ш 8°. 
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вившейся въ 1486 году и имфвшей послЪ того множество 
изданий подъ загланемъ ЛМатдатйа рАозор1иса. Независи- 
мо оть этого обстоятельства, придающаго особую цфну 
этому отрывку въ нашихъ глазахъ, его ел$довало бы напе- 
чатать уже потому, что это есть лучшее сочинене по гео- 
метр1и, дошедшее до насъ отъ Римлянъ. 


Впрочемъ слфдуетъ замЪтить, что въ этомъ отрывкВ при 
вычислени площади правильныхъ многоугольниковЪъ въ 
функци сторонъ встр$чается ошибка, повторенная также 
Боэц1емъь и воспроизведенная еще въ концЪ ХУ вЪка въ 
Матдатиа розориса. 


Авторъ употребляеть именно сл$дующую формулу: 


Если а будетъ сторона правильнаго многоугольника и п 
число сторонъ, то площадь выражается такъ: 


(п—2)а4*'—("—4)а °‹ 
ма 


Нелфпость этой формулы очевидна: она, во первыхъ, не 
однородна; во вторыхъ, изъ нея выходитъ, что при помощи 
уравненая второй степени можно найти сторону всякаго 
правильнаго многоугольника, вписаннаго въ кругъ, въ фун- 
кци радуса и, обратно, —радмусъ въ функщи стороны. Но 
вопросы эти зависятъ, какъ извЗстно, отъ уравненй вы- 
сшихъ степеней. 


') Формула эта проистекаетъ изъ правилъ, данныхь авторомъ для 
правильныхь многоугольниковь въ Т, 3, 9, 10, 11 и 12 сторонъ; но для 
треугольника, пятиугольника и шестиугольника онъ употребляеть сл$- 
дующ!я формулы: 


© 


< 

Р) , 
заза 
р) й 


для треугольника: 


для пятиугольника: 


даа 


для шестнугольника: — 
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Прибавлене. Формула 


(п 2)а:—(п—4а 

> 
которую римсюе землемфры употребляли для вычислен1я пло- 
щади правильнаго многоугольника, имфющаго п сторенъ, вы- 
ражаетъ собою многоугольныя числа порядка (и— 2). 

Эти многоугольныя числа были хорошо изв$етны древнимъ; 
ихъ встр$чаемъ въ сочиненмяхъ Никомаха, Ямблика, Теона, 
Дофанта и въ ариеметик$ Боэщя, гд$ имъ посвящено много 
м$ста. Отсюда получила происхожден1е и эта формула, упо- 
треблявшаяся римскими писателями и которую они должны 
были разсматривать только какъ приблизительную. Впрочемъ 
приближен!е здесь весьма грубо и не основывается ни на ка- 
кихъ геометрическихъь соображен1яхъ. 

Мы увидимъ, что Гербертъ убЪ$дился вь невфрностм этой 
формулы для треугольника и старался доказать ее, какъ фор- 
мулу приближенную; но изъ его разсуждей проистекаетъ дру- 
гое выражен1е, именно: 

аа Уз 
| ‘5’ 
которое дЪйствительно есть приближенная формула; прибли- 
жене здфеь будетъ т$мъ белфе, ч$мъ менфе линейная едини- 
ца, принятая для выражен1я стороны а. 


Можетъь быть все это мЪсто о изм$рени правильныхь 
многоугольниковъ было введено въ отрывокъ по геометрии, 
приписываемый нами Фронтину, какимъ нибудь позднЪй- 
шимъ писателемъ, потому что правило это въ прим$ненш 
къ равностороннему треугольнику противорзчитъ другому 
строгому геометрическому правилу, помфщенному раньше. 
Такъ, въ главЪ подъ заглав1емъ 4е #"2допо сзореиго читаемъ: 
‹если 4 есть сторона равносторонняго треугольника, то 


‚ (а | 
‹а*— (5): есть квадратъ перпендикуляра; перпендикуляръ 


. а 
‹же, помноженный на 5 есть площадъ треугольника. При 


«41—30, имБемъ: 


(30)*— (5) "—675=(26)*; и 26390. 
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«Это будеть площадь треугольника.» Правило это вполн% 
точно, также какъ и числовое приложене, если только бу- 
демъ пренебрегать дробями при извлечен!и корня изъ 675. °?) 
Поэтому нельзя не удивляться, встрфчая послЪ этого, подъ 
тЪмъ же заглаемъ 4е #7190то Фзоеито слБдующее другое 


правило: ‹если а есть сторона равносторонняго треуголь- 
2 


а‘--а 
«ника, то площадь его будетъ 


5. 
2 
9+2 ИЛИ 406. 

ЗамВтимъ, что для треугольника со стброною 98 полу- 
чается площадь больше, чЪмъ для треугольника со сторо- 
ною 30. Это противор$ч1е между двумя числовыми примф- 
рами доказываетъ, кажется, что второе правило не прина- 
‘длежитъь автору, а было взято изъ какого нибудь другаго 
сочинения. 

Второе правило сопровождается доказательствомъ, кото- 
рое само требовало бы подтвержденя. Вотъ какъ разсуж- 
даетъ авторъ. Данная площадь © предетавляетъ площадь 


нзкотораго равносторонняго треугольника, сторона кото- 


аго есть У85-+-1—1 . Ветавляя вмфето © найденную пло- 
Р 5 


При 9=28, площадь 


«будетъ: 


ДЕ 5 - 26 
=) Положить У 675=—26 значить тоже, что 15. \ 3==26, или Уз=15 


. а —_ 
Поэтому точное выражеше площади треугольника У 3 обращается въ 


а 26 = а? 18 
4 `15 30° 

Эту Формулу употребляли нфкоторые латинскле писатели, напр. Во- 
зумелла (Де те гизиса; ПЪ. У, сар. 2\ она употреблялаеь и въ но- 
вЪйппя времена: ее встр$чаемъь во многихъ сочиненяхъ по практиче- 
ской геометрии (См. Чеотой УаПае, ае ехреетз её фидзеп 8 тебиз; 
15. ХГУ её Чеотейчае Ш У, сар. 1Х.—П Ьгезе тайюо @ @еотета 
ае! $39. Сю. Етатс. Резегопе & Сипео; т Тлопе, 1556, ш 4°.—Гауте 
Ш 4е 1а Сеотейче утайдие Че Непмоп; р. 341 её 349; 2-е ва1йоп, 
Раг!з, 1628). 
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2 


О а 
щадь о › получимъ сторону предположеннаго треуголь- 


ника (4 слфдовательно найденная площадь вЪфрна. 
Негодность этого воображаемаго доказательства очевид-. 
на, потому что формула 


\/8. площадь-+1—1 


сторона= 5 


представляетъ, въ иной формЪ, то же самое, что равен- 
2 


2 


Но, чтобъ перейти отъ одной изъ этихъ двухъ формуль 
къ другой, необходимо ръипить буквенное уравнеще второй 
степени. Это обстоятельство въ геометрии Римлянь заслу- 
живаеть внимания. 

Такъ какъ разематриваемый нами отрывокъ представля- 
етъ лучшее й полнЪйшее сочинене римскихъ писателей 
по геометри и заключаетъ, какъ кажется, въ себЪ все, 
что было имъ известно, то мы перечислимъ здЪфеь веЪ во- 
просы, о которыхъ говорится въ этомъ отрывк$. 

1-е Вычислене перпендикуляра въ треугольникБ по дан- 
нымъ сторонамъ °). 

2-е. Вычиелеюне площади треугольника помощю этого 
перпендикуляра и формула площади въ функщи трехъ ето- 
ронъ. 

3-е. ДвЪ формулы для построешя прямоугольнаго треу- 
гольника въ цфлыхъ числахъ, когда одна сторона есть дан- 
ное четное или нечетное число; именно: для нечетнаго числа. 


а‘-+1\*_ /4“—1\* 
ПР И 


3) Авторъ беретъь для сторонъ треугольника три числа 13, 14 и 15, 
которыя употреблялъь Геронъ Александрайеюй въ своемъ трактат$ о 
геодез1и и которыя встр$чаются также въ геометрии Индфйцевъ. (См. 
выше разборъ сочинен!я Брамегупты.) 


а 
ство: площадь ‚ которое требуется доказать. 
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Для четнаго числа 


9-0 


4-е. Выражене д1аметра круга, вписаннаго въ прямоу- 
гольный треугольникь; даметръ этотъ равенъ суммВ кате- 
товъ безъ гипотенузы. | 

5-е. Вычислене площади квадрата, параллелограмма, ром- 
ба и четыреугольника съ параллельными основанями. 

Авторъ называетъ одну изъ сторонъ четыреугольника 
основанземъ, а противоположную сторону вершиною или те- 
менемь (чебех зещ сотаизриз). Слово сотамз!из. не ветр5- 
чается теперь ни въ одномь лексиконЪ; у новыхь геоме- 
тровъ оно употреблено, кажется, только въ Магдатйа ри- 
[о5орйлса. | 


6-е. Вычислен1е площадей правильныхъ многоугольникевъ 
(основанное на ложномъ правил5). 

Ч-е. Отношене окружности къ д1аметру: 11? Или =. 

8-е. Наконецъ поверхность сферы, равная площади че- 
тырехъ большихъ круговъ. 

Въ истори наукь у Римлянъ такъ мало именъ, что при- 
ходится упоминать о писателяхъь, оставившихъь слфды са- 
мыхь незначительныхъь познанй въ геометри и даже ни- 
сколько не способствовавшихъь развито этой науки. Та- 
кимъ образомъ намъ придется упомянуть о Марц1ан Ва- 
пеллф, Св. АвгустинЪ, Макроб!В, Боэщ%, КВасеодор$ и 
Исидорз Севильскомъ. Историки не согласны относительно 
времени, когда жилъ первый изъ этихъ ученыхъ: одни относятъ 
его къ ПШ а друпе къ У в$ку; отЪь него намъ осталось 
сочинене въ девяти книгахъ °°; дв первыя книги, соста- 
вляюпия какъ бы введене къ семи остальнымъ, заключаютъ 


“) МатнНатз Мите |ГеИсз Сарейае, Саттадииетз8, 0 ртосотзи- 
10743, офуткоп, т дио 4е №ириз Р\иоюобдае @ Метсити Нот дно в 
де зерет а’тНбиз Пфетайриз т зтоатез, ес. 
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въ себ небольшой философекй и аллегорическй романъ, 
поль заглаемъ: Бракосочетанще философии сз Меркутему; 
семь остальныхъ книгъ посвящены семи свободнымъ 'иску- 
ствомъ: грамматикВ, далектикЪ, реторикЪ, геометрш, арие- 
метикВ, астрономии °) и музык5. 

Въ сгоей книг о зеометрзи авторъ употребляеть, кажет- 
ся, это слово въ буквальномъ этимологическимъ смыслБ, 
потому что онъ начинаетъ съ понят о географли. Все, от- 
носящееся собственно къ геометрш, приводится къ опред$- 
ленямъ нфкоторыхъ линНЙ, площадей и тфль, заимствован- 
нымъ большею часто у Евклида и изложеннымъ подъ гре- 
ческими названмями. Это довольно замфчательно, такъ какъ 
во вефхъ другихъ сочинен1яхъ того же, или немного позд- 
нЪйшаго, времени, наприм$ръ у Боэщя и Касс1одора, гре- 
ческя назвашя замфнены латинскими. 

Книга Марц!ана Капеллы объ ариеметикБ отличается бо- 
лфе ученымъ характеромъ, нежели его геометрая. Подобно 
ариеметик$ Боэцщя, она представляеть подражане сочине- 
шямъ платоновой и пиеагоровой школы, преимущественно 
сочиненю Никомаха, въ которомъ разематриваются свой- 
ство чисель и раздБлеше ихь на разныя категорш: на чи- 
сла четныя и нечетныя, сложныя, совершенныя и несовер- 
шенныя, излишн!я, недостаточныя, плоскя, тБлесныя, треу- 
гольныя и т. п. (9%тет ратез, ипрагез, сотрояй, ре’ресИи, 
апретреси, аипаатщез, 4ейаетез, ат, зо, плапдщоа- 
тез ефс.). 

Св. Августинъ писалъ о музыкБ. Ему же приписываютъ, 
довольно неосновательно, начала ариометики и геометрии, 
не представляющ!я впрочемъ ничего, кромЪ простой номен- 
клатуры. 


5) Въ этой осьмой книг$ находится весьма замфчательная глава 
подъ загланемъ: ОноЯ еЙиз поп 3 сейтит отпббиз ратейз, въ ко- 
торой Маршанъ Капелла заставляетьъ Меркур1я и Венеру обращаться 
около солнца. Отсюда ЁКоперникъ почерпнулъь первую мысль о своей 
систем. 
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Тоже можно сказать о геометрии ВКасс1одора, заключаю- 
щейся въ его шестнадцатой книгф, гдё говорится о семи 
свободныхъ искуствахъ; и о геометрическомъ отдёлБ энци- 
клопеди знаменитаго Исидора Севильскаго, извфстной подъ 
загланемъ Ейутоюдзае. 

Геометр:я Боэшя иметь бол$е значеня, ч$мъ только 
что названныя сочинен!я; въ ней боле ученыхъ достоинствъ; 
въ ней въ первый разъ встр$чаемся у Римлянъ съ геоме- 
тр!ею Евклида и находимъ нЪзкоторыя интересныя свздЪшя 
по истори наукъ. Мы представимъ обзоръ этого сочиненя, 
которое вь настоящее время мало извЪетно. 

Оно состоитъь изъ двухъ книгъ. Первая книга предета- 
вляеть почти буквальный переводъ опред5ленй и предло- 
женй, заключающихся въ первыхъь четырехъ книгахъ Ев- 
клида. ЗатЪмъ находимъ, подъ заглавемъ фе [973 деоте- 
#4013, нфеколько задачъ, рёшенныхь самимъ Боэщемъ, но 
не представляющихь ничего интереснаго. 

Первая книга оканчивается изложенемъ новой системы 
счислен1я, отличающейся и отъ греческой и оть римской, 
системы, въ которой употребляются девять цифръ и въ ко- 
торой думали найти во везхъ подробностяхъь нашу совре- 
менную систему счислешя. Но этоть историчесяй вопросъ, 
уже около двухъ столЪтй обращающй на себя внимане 
ученыхъ, до сихъ поръ не рфшенъ еще окончательно. Ни- 
же мы возвратимся къ этому интересному м$сту геометрии 
Боэця. Мы разберемъь также въ особой глав$ еще другое 
мфето той же книги, гдЪ, какъ намъ кажется, находится 
описан!е звфздчатаго пятиугольника, или пятиугольника вто- 
раго рода. | 

Вторая книга посвящена практической геометрии въ 
томъ видф, какъ она была изв$стна римскимъ землемфрамъ. 
Этой второй книгз соотв$тетвуетъ рукописный трактатъ 
практической геометрии, разборъ котораго мы предложили, 
говоря о ФронтинЪ; намъ кажется, что вторая книга Боэця 
списана была съ этой рукописи; онф отличаются между 
собою существенно только въ двухъ м$Ъетахъ и притомъ къ 


ПРИМЪЧАНИЯ. 1539 


невыгод$ Боэця. Этотъ писатель не даетъ формулы для 
вычисленя площади треугольника по тремъ сторонамъ, ко- 
торая есть въ рукописи, и приводить нев$рное правило 
для вычисленя площади четыреугольника, употреблявшееся 
римскими землем$ рами, котораго въ рукописи нЪтъ. 

Предлагая формулы для построеня въ цфлыхъ числахъ 
прямоугольнаго треугольника по одной данной сторон%, 
Боэщй приписываеть формулу, относящуюся къ случаю, 
когда данная сторона есть число четное, Архитасу. Изв$- 
стно, что Проклъ приписываеть эту формулу Платону, & 
другую Пиеагору. = 

Въ концу этой практической геометрли прибавлена еще 
часть, находящаяся не во всЪхъ рукописяхъ Боэця и им$ю- 
щая слБдующее содержаше. Посл н$которыхъ разсужде- 
ый о происхождени, польз и превосходствВ геометрии, 
Боэцй приводить содержане одного письма Юмя Цезаря, 
изъ котораго видно, что этотъ велиый челов$къ желалъ, 
чтобы во всей римской импери и ея колошяхъ геометрия 
служила основашемъ для измёрен!я и ограничен1я земель, 
нубличныхь и частныхь зданй, городскихъ укрфпленй и 
большихъ дорогъ. Авторъ исчисляетъь потомъ разные спор- 
ные случай, которые могуть представиться въ землемЪр- 
ныхъ работахъ. Онъ показываетъ, какими качествами дол- 
женъ обладать землемфръ и приводить имена знаменитЪЯ- 
шихъ землем$ровъ и тфхъ императоровъ, по повел$ню ко- 
торыхь они работали. ДалЪе приводятся назван1я различныхь 
пограничныхъ знаковъ употреблявшихея для указаюя гра- 
ницъ провинцй, большихъ дорогъ и частныхъ владфнй. По- 
томъ авторъ перечисляетъь знаюшя въ ариеметикВ и геоме- 
три, необходимыя для настоящаго геометра. Эти зная со- 
стоять изъ свойствъ чиселъ, ихъ раздЪфленя на четныя, 
нечетныя, сложныя и проч.; изъ логическаго порядка въ 
изучени геометр!и; изъ опредБлевй фигуръ, обнимающихъ 
самую элементарную часть этой науки, и изъ различныхъ 
единиць мфры, употреблявшихея у римскихъ землемфровъ. 

Сочинене оканчивается отрывкомъ, относящимся только 
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къ ариеметикВ, и мы замфтили, что зд$еь просто соедине- 
ны разныя м$ета изъ первой книги ариеметики Боэцщя, ра- 
сположенныя въ такомъ порядкВ: глава 32, потомъ вету- 
плене и за тфмъ главы 1,2, 1,32, 19, 20, 22, 12, 96и 27. 
Весь этотъ отрывокъь безъ сомнзня чуждъ геометрли Боэ- 
ця и присоединенъ быль по ошибкБ какого нибудъ компи- 
лятора. 

Во вефхъ издашяхъ сочиненй Боэц1я и въ большинствЪ 
рукописей находятся только двз книги его геометрии. Но 
есть рукописи, въ которыхь геометрля состоит изъ пяти 
тлавъ. Одна изъ такихъ рукописей находится, какъ указы- 
ваеть Либри, во Флоренци, въ библотекЪ Св. Лаврентия °°). 
Изъ БёИошеса бФпотесатит Монфокона (& Г, т. 88) уз- 
наемъ, что другая подобная же рукопись существуеть въ 
библотекЪ Ватикана, вмфетБ съ трактатомз о числать, 
в5 двуть книиахь (Боейз @е питетаз Фио 1уз); кажется, это 
послфднее сочинене отличается отъ ариеметики Боэцля. 
Желательно, чтобы эти рукописи, которыя могуть быть по- 
лезны для истори наукъ, вышли наконецъ изъ пыли библ1о- 
текъ. 


О томъ м$ст первой книги Геометр!и Боэшя, ко- 
торое относится къ новой систем счисленйя. 


Мъсто въ Геометрли Боэц!я, 0 которомъ мы говоримъ, 
оставалось, кажется, долгое время незам5ченнымъ, хотя со- 
чинен1я этого писателя нерЪдки въ рукописяхъ, геометр1я же 
его была напечатана въ 1491, 1499 и 1570 годахъ. Важет- 
ся, только около середины ХУП вЪка Исаакъ Восс, въ 
прим$чавняхъ къ геоградли Помпон1я Мелы, обратиль вни- 
ман!е на это мЪето и показалъ, что въ немъ содержится 
девять знаковь или цчифрь. Съ т5хь поръ часто возбуждал- 
ся вопросъ, дЪйствительно ли Боэщй говоритъ здЪеь о на- 
шей системЪ счислемя и дЪйствительно ли она была из- 
взетна Грекамъ, какъ слБдуеть это изъ его словъ. 


8) Назюфге 4ез зсдепсез еп Пойае, & 1, р. 89. 
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Этоть историческй вопросъ предетавлялъ много интере- 
са и самъ по себЪ и по своей важности для рфшеня 6б0- 
ле общаго вопроса о происхождеви индЪйскаго счислен1я 
и о томъ, какимъ путемъ оно распространилось такъ дале- 


ко и явилось вдругъь у насъ во многихъ сочиненяхъ въ на- 
чалф ХШ етол5ия °%. 


3') 10 Въ сочинение Леонарда Фибонакки изъ Низы, которое начи- 
нается такъ: Глсзрй Ифег Аббас, сотрозфиз а Геопатао зо Вопаса 
Разапо, т аппо 1202; въ немъ же встрЪчаемъ въ первый разъ въ Ев- 
роп начало алгебры. 

20 Въ сочинени о практической ариеметик$ Тордана Неморарля 
(около 1200), оставшемея въ рукописи въ бибмотек Савилля подъ за- 
гланемъ: .4190715тиз Уотаат, ат т 149713 диат т [гасиз детоп- 
$таниз. Это сочинене отличается отъ умозрительной ариеметики въ 
десяти книгахъ того же автора, которая была издана и объяснена вт 
1496 году Фабромъ (Кафге ФЕарез). 

3° Въ трактатБ ариеметики Сакро Боско, подъ заглавемъ: ТГгасюи$ 
А19о7;ти, напшсанномъ въ стихахъ въ 1236 году и начинающемся слф- 
дующими двумя стихами: 

Наес а]с0ог1зтиз, агз ргаезетз, Че Ниг ш даа 
ТаНфиз пдогамт гапояг 615 дитодие Ясиг15. 

4° Въ одномъ м$фетВ сочинешя бреси ит досье Винцента де-Бо- 
ре (1194—1264), озаглавленномъ: Де сотрио её Идотазто (ПЪ ХУТ, 
сар. 9), гдЪ изложено полное знане нашихъ девяти цифръ, измфненае 
величины ихъ съ положенемъ и употреблене нуля. 

5° Въ ГАонзте, или Ттайе ФАтйтейчие, напиеанномъ по 
французски неизвфетнымъ писателемъ при Филипп Ш См$ломт, (1270— 
1285). (М. Паалойи въ своей рфчи о состоян1и литературы во Франщи 
въ ХШ в$к$, помщенной въ началЪ ХУТ тома Ыззюге ИНетодте 4е 
[4 Етатсе (т 4°, Рагз, 1824), ‘упоминаеть объ этомъ трактатЪ и го- 
воритъ, что онъ находится въ библютекЪ Св. Женевьевы подъ п° ВВ,, 
ш 4°, но, ве смотря на многократные поиски хранителей этой библю- 
теки, мы не могли его тамъ отыскать). 

6° Въ трактахЪ Максима Плануда (Махипиз Р]эпа4дез), написанномъ 
по гречески, около конца ХШ вфка, подъ заглавемъ: Счислеме Индьй- 
цевь, называемое большимь счислещемь (утфофорю кат ”1у50у5, И’ ХЕТо- 
МЕУЙ МЕТФАМ). 

Странно, что до сихъ поръ не быль еще напечатанъ ни одинъ изъ 
этихъ трактатовъь ариеметики, столь дратоцфаныхъ для истори науки 
и представляющихъ такой важный шагъ въ развити ума человфческаго. 
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Впрочемъ до сихъ поръ еще не согласились окончатель- 
но относительно истиннаго значеня этого м$фета изъ Боэ- 
ц1я; большею частю высказывается мнЪе въ пользу дру- 
гаго отрывка, относящагося кь Х в$ку, именно письма и 
небольшаго трактата, которые приписываются Герберту 
(сдВлавшемуся папой въ 999 году подъ именемъ Сильвестра 
ГП) и въ которыхъ замфчена была наша система счисления; 
поел% того какъ Валлисъ высказаль это мне въ своей 
Исторзи Алмебры, стали повторать, что Гербертъь первюй 
познакомиль насъ съ индфйской системой счисленая, нау- 
чившись ей самъ у Сарациновъ въ Испани. Это же мн%- 
н1е высказано было недавно знаменитымъ президентомъ 
азлатскаго общества въ ЛондонЪ, въ его ученомъ разсужде- 
ши о происхождени алгебры °°). 

Но надобно сказать, что мне это основано не столько 
на самомъ трактат Герберта, который читали пемноме и 
котораго совефмъ не зналъ Валлисъ, сколько на единствен- 
номъ свидЪтельетв® Вильяма Мальмесбюри, историка ХИП 
вЪка, слова котораго °°) были черезъ сто лЗтъ заиметвова- 
ны и повторены Винцентомъ-де-Бове !°°). И странное 


Кром$ этого существуютъ еще другя сочинен1я того же времени, въ 
которыхъ употребляются арабсв1я цифры, напримф$ръ: Календарь Ро- 
жера Бекона, Письма Тордана Неморарля и сочинешя Де зрйаега и Ое 
сотрифо Сакро Боско. 

8) Таз (@егрегё) ирой М3 тети, йе соттитисмед 0 Силзйат 
Еитофе, {еасййтд Фе тео о{ пилтфегз итаег Те аездтайоп о} АЪа- 
сиз, а пите аюратетИу Ётзё ицтодисей Ъу ит (гайопез патегогат 
АЪас1), Ву гщез абзизе ата @НсйЕ 10 Бе ипаетзооа, аз ТУИйат оР 
Матезьиту аГттз. ТЕ ваз ртофа у ошту 0 Ваз обзеитиу о 8 
уз ата талтег от теаНт9 Фе Атабат, от тафег Тифат аб ите- 
Нс, Фа 33 таде зо Ще ртодтезз Беноеет №8 Ите ап Фо оГ Ше 
Рзат (Геопатгао ор Рёза). (Соеъгооке, В"айтедиа ата Вйазсата, 
„АЛоефта, вазе ва оп, р. ЫШ.) 

°з) Афасит себе рутиз а багасетаз тардетз, тедаз авай, диае а 
зидат Ъиз афасзНз ух имеШоитит. См. Пе д9езВз Апфотгит 1679 
У. (14%. П, р. 64 её 65.) 

100) брес ит изютще. Опасй, 1624, 1 #01. См. ПБ. ХХПУ, саф. 98, 
р. 997. 
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двло, еслибы основашемъ мизнпо Ваялиса служило дЪй- 
ствительно изучене этого трактата, то мы не колеблясь 
сказали бы, что этимъ самымъ р%Ъшается вопросъ объ от- 
рывкв изъ Боэщя и что честь, приписываемая Герберту, 
должна принадлежать Боэцпо. Потому что, сравнивая трак- 
татъ Герберта съ отрывкомъ изъ Боэця, мы уб$дились 
несомнЪнно, что въ нихъ рЪчь идеть совершенпо объ од- 
номъ и томъ же предмет® и объ одной и той же системЪ 
счислен!я; такъ, что оба эти сочиненя должны были проис- 
текать изъ олного источника. МнЪне это, до сихъ поръ 
еще никЪзмъ не высказанное, требуетъь еще подтверждения: 
мы возвратимся къ этому въ другое время и выскажемъ 
тогда еще иЪфсколько замфчан!й по поводу трактата Гер- 
берта ‘‘*). ЗдЪеь же мы должны ограничиться только раз- 
боромъ м%ета изъ геометр1и Боэщя, представляющаго са- 
мую важную часть этого сочиненмя, особенно въ качеств$ 
единственнаго историческаго документа. 

Вотъ почти буквальный переводъ, который, какъ намъ 
кажется, передаеть смысль этого м$ста: 


1) Принадлежитъ ли, наприм®ръ, дЪйствительно Герберту этотъ трак- 
татъ и письмо, служащее ему предислов!емъ? И, если согласимся, что 
въ нихъ говорится о нашей систем счисленля (что, по моему мнЪню, 
вЪрно), то перешла ли она прямо оть испанскихь Сарациновт? Эти 
два вопроса, которые мы поднимаемъ зд$сь въ первый разъ послВ то- 
го, какъ Герберту стали приписывать, опираясь на авторитетъ Маль- 
месбюри, перенесен1е къ намъ арабской системы, не лишены, можеть 
быть, интереса. Обыкновенно думаютъ, что этот. трактать и письмо 
остались въ рукописи, но они напечатаны узликомъ подъ заглавемъ: 
Де питетогит дилзюте въ сочиненяхь Беда (672—735), какъ-бы 
принадлежит я этому писателю. Удивительно, что они не были зам$- 
чены здфеь Моиптуклою и Деламбромъ, которые оба говорили о этой 
глав математическихь сочиненйй Беда. (См. Нёзюзте 4ез тафетайдиез, 
+. Тр. 495; и Назюте ае Раятопотле атдетте, +. Т, р. 322.) 

Теперь является, можетъ быть новый историческй вопросъ, не при- 
надлежать ли Беду письмо п система нумерацш, приписываемыя Гер- 
берту. | 

Мы ве желаемъ касаться этого вопроса, которымъ могли бы заняться 
ученые, пводолжающ!е издан!е НЫ ючте ИЙегайте ае (4 Етапсё: мы 


9* 


164 ПРИМЗЧАНИЯ. 


‹Древн1е обыкновенно, называли (#045 всякое число, не 
‹превосходящее первый [2 тез, т.е. всЪ числа, считаемыя 
‹отъ Одного до десяти, именно: 1, 23, 3, 4,5, 6, 7,8 и9. 

«Они называли словомъ а’Нси@й числа десятковъ и сл%- 
‹дующихь порядковъ до безконечности '?°). 


< — 


позволимъ себЪ сказать только, что значительное сходство, зам ченное 
нами между этимъ трактатомь и м$стомъ изъ Боэщя, какъ въ содер- 
жан!и, такъ даже и въ самыхъ словахъ, заставляетъ предиолагать пи- 
сателя, болБе близкаго къ Боэщю, слфдовательно Беда, который жиль 
позднзе его только двумя столЪт1ями. Другой доводъ заключается 
въ томъ, что во времена Герберта Мавры въ Испан!и должны были 
употреблять, подобно ИндЪфйцамъь и Арабамъ, нуль (или точку вм%сто 
нуля); такъ что Гербертъ, перенося ихъ систему счислен1я, также упо- 
требляль бы нуль и ясно говорилъь бы о немъ; между тЪмъ мы не мо- 
жемъ найти никакого сл$да нуля въ этомъ сочиненш и должны предно- 
лагать, что этотъ вепомогательпый знакъ замфнялся употребленемт 
столбцевъ, какъ у Боэщя, о чемъ будемъ сейчаст говорить. Наконецз, 
третье соображеше, подтверждающее возможность того, чго Беда могъ 
налисать этотъ трактать, состоитъ въ томъ, что наши цифры найдены 
были вь нфкоторыхъ весьма древнихъ рукописяхь сочинен!й Беда, 
какъ это замфчено Валлисомъ въ Исторш Алгебры (стр. 11). 

10?) Т.е. чиела въ десять, сто и т. д. разъ больпая одного #9%и5. 

Это разд$лен!е чиселъ на 4 п атИси имло главною цЪлью 
дать 060бое название цифрамъ единицъ и хесятковъ въ числахт, со- 
стоящихъ изъ двухъ цифръ, напр. 27, такъ какъ ати двф цифры при 
вычислен1и могутъ являться вовсе не какъ единицы и десятки. Это 
случится, напримЪръ, когда число 27 при умножени получится 
отъ произведеня первой цифры множителя на вторую или третью ци- 
фру множимаго. 

Названя 0843 и атисимз заслуживаютъ особаго вниманя, потому 
что ими одними, можно сказать, уже указывается наша система счи- 
слен1я, въ которой они съ того времени постолнно употреблялись: 
именно въ Х вк или ранфе въ трактат, приписываемомъ Герберту; 
въ ХШ вк въ сочинен1яхъ Сакро Боско, Винцента де Бовеи др.; въ 
эпоху возрожден!я во вефхъ сочинен1яхъ по ариеметикЪ, которыя на- 
чинались всегда также какъ и это мфето изъ Боэщя. См. Оризоит 
де рта питеготит 4ио4 9190743зтит хосат, весьма древнее сочине- 
н1е, которое нашелъ и издалъ въ 1503 году Тодосив СИсфоуецз; Ма’- 
бага рр Позормса; Зитта ае АтЁтейса Луки Бурго; А/догййтиз 4е- 
тот таиз Шонера; берет ратНит ГодязНсае атйтейсев ачезНотез 
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‹«М№Митет сотрозёй суть тЪ, которыя заключаются между 
‹первымъ и вторимъ Йтез, т. е. между десятью и двадцатью 
‹и вс слфдующия за исключенемъ Йтйез. 

‹М№Митет тисотрояй суть ве ФИ и Гипиез 3). 

«Умножаюця числа измЪняютъ свои мЪфета; т.е. большее 
«Число есть иногда множитель меньшаго, а иногда меньшее 
«множитель большаго. Часто число есть множитель самаго’ 
«себя. Но дЪлителями большихъ чисель бываютъ всегда чи- 


«сла меньпия. 


«Пиеагорейцы, чтобы избЪ жать ошибокь при умноженяхъ, 
‹дЪлен1яхъ и измфреняхъ (такъ какъь они во всЪхъ вещахъ 
‹отличались изобр$тательностю и утонченностю), изобр$- 


Шротера; Агийтейса ртасйса т дитаие раез Ядеза Мораана; 
Атййтейса ртасйса И6т1$ ТУ абзойма Оронщя Фине; Дуййтейсае 
ргасйсае тефо4из [асй5, Геимы Фризя и пр.) 

‘’з) Такимъ образомъ ИтИез были ничто инфе какъ а7йси@. 

Въ сущности, сл$довательно, было только три рода чиселъь: 491%, 
атисий и питет сотро8й.. 

Такое разд$лен!е чиселъь на три рода излагалось во всЪхь ариеме- 
тикахъ въ эпоху возрожденя. Слово 7$ употреблялось также во 
многихъь сочиненяхъ, но оно не означало чиселъь и прилагалось толь- 
ко къ совокупности чиселъ. Словомъ [Иез озназались разные поряд- 
ки: единицы, десятки, сотни и т. д., что Греки называли 6УУеб%еЕЁ. Та- 
кимъ образомь руййиз Итез означало порядокъ или столбоцъ единицъ, 
5есип4из Итез— порядокъ или столбецъь десятковъ и такъ далфе. 

Въ сл$дующемъ мфстф изъ А{догИтиз детопти$ Шочера совер- 
шенно ясно онредФлено значене словь 4914$, агйси{!и$, питетиз 
сотрозйиз и Втез. 

)398из е5{ 0ттз питетиз питот 4есет. АтисиТиз е от 
питегиз 4 фонит еси, аш Ф9 бесиит, ащ десной 4е- 
вирт, © с т зтИтиит. Бератамит ищет Фо @ атисий т 
Итфез. Гутез е3ё соЦесйо позет питетогит, 4 аё Фо зим, 
ни; Фойогит аедие т рИсез, дифе: за тЧайле. Тллтез Надие рт- 
тиз Фойотит. Весип4и рытогит атИсШогит. Тетйиз езё зесипдо- 
гит атисщотит. ЕЁ мс т тИтиип. Митетиз сотрозё из её а 
сопзкй ех питетр8 Феетзотит Итбит. Пет питетгиз сотрозниз в 
Чи Юитфиз дит зо сайиав тертезащафиг. 
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‹ли для своего употреблешя таблицу, которую они въ 
«честь своего учителя, назвали таблицею ПШиовюора; пото- 
‹му что первую мысль о написанномъ ими они получили 
‹отъ этого философа. Новые назвали эту таблицу абасиз. 


«При помощи этого средства, они могли найденное усимями 
‹своего ума сдЪлать легко доступнымъ обыкновенному и 
‹всеобщему познаню и, такъ сказать, очевиднымъ для глаза. 
«Таблиц$ этой они придали довольно любопытную форму, 
«которая изображена ниже.» 


ПоелЪ этого слЗдуеть таблица умноженя, какъ въ изда- 
шяхъ Боэщя, такь в5роятно и въ рукописяхъ, бывшихъ въ 
распоряженти писателей изучавшихъь это м$ето; потому что 
вс разсуждешя ихъ основываются на такомъ предположе- 
ви и Бейдлеръ видитъ въ этомъ доказательство, что Боэцй 
описываетъ здФесь именно ваши цифры и нашу вистему ечи- 
слен1я '!°“). Но такой таблицы Пивагора нЪфть въ прекра- 
сной рукописи ХТ вЪка, принадлежащей библютек5 Шартра, 
рукописи, которая во многихъ м$етахъ правильнЪе издания 
1570 года. Это обстоятельство пораждаетъ мысль, что то, 
о чемъ Боэщй говорить въ дЪйетвительности, вовсе не бы- 
л0 таблицей умноженя (которая на основав1и именно это- 
го мфета и названа была впослфдетыи ЛНиеаюровою). По 
этой причин$ мы предположили, что трудность объяснить 
смысль словъ автора могла происходить отъ того, что ‘ихъ 
относили къ табл умножентя. Но что же было на ея 
мет? Наша рукопись не даетъ прямаго отвЪта на этотъ 
вопросъ, но можетъ, кажется, навести на истинный путь. 

Воть что мы въ ней находимъ. 

Въ первой строк$ написаны девять знаковъ, которыми 
Боэцй означалъ девять первыхъ чиселъ: одинъ, два, три... 
девять. Они написаны отъ правой руки къ лЁвой и надъ 
ними означены ихъ имена. 


19°) бреНефит обзегоайопит а4 изютат питегайит ре’Ипеп- 
Нит, вс. Уюетреге, ш 4°, 1755, (28 страпицт). 
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Оштаз.  Атфаз. Огииз. Апагаз. То. 
9108. 
Сеептйз. Тетешаз. —Иепав. Са 45. 


@ о $ Л @ 


ПоелЪ девяти знаковъ мы видимъ кружокь, въ которомъ 
вписана буква а; ниже мы будемъ говорить объ этомъ деся- 
томъ знакф. 

Подъ этой первою строкою находится другая, на которой 
написаны римсыя цифры Г.Х, С, М, Х, С.М.Т и проч. так- 
же отъ правой руки къ лЪвой. 

ЗалЪмъ, въ трехъ другихъ строкахъ написаны римскими 

цифрами другя числа, именно: половины, четвертыя и ось- 
мыя части предыдущихъ. 
‚ Наконецъ еще въ двухъ строкахъь помфщены друше рим- 
ске знаки, изображаюние дфленя унца (ипса, дюймъ) и въ 
поел$ дней строкё-— числа 1, 2, 3, 4.....12, написанныя римски- 
ми цифрами. 

Изъ всего этого мы беремъ только строку цифръ Г Х, С, 


М, Хит. д. и предполагаемъ, что таблица, которая, по 
словамъ Боэц1я, «названа была древними маблицею Пиовлора 
«и Получила у новыхъ назване 6асиз», во-все не есть 
таблица умноженая, но таблица, назначаемая для вычисле- 
ни при помощи новой, излагаемой здЪсь, системы нумерации. 


Особенности этой таблицы и годность ея для подобной 
цфли заключаются въ ел$дующемъ. 


1') Назвашя эти найдены уже были въ одной рукописи ученымъ 
оренталнистомъь Отеауез’омъ. Знаменитый Гюэ (Ниеф, буёаие 4’Аугапсве) 
думалт, что они внесены были туда поздние Боэщя въ то время, когда 
ъ ЕвропБ распространялось знане арабской литтературы, съ тою 
цфлью, чтобъ указать на ихъ восточное пронехожден1е. Четыремъ сло- 
вамъ 476а$, Оита, (ет и Тететлаз онъ приписывалъ происхожде- 
не еврейское (Детопзтгайо Езопдейса, ргор. ПУ. Также Генльброн- 
нера А 25ю7а та!езеоз, р. 744.) 
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Въ верхней части начерчена была горизонтальная линия, 
раздЗленная на н$еколько равныхъ частей и изъ точекъ 
дфлен1я проведены были вертикальныя лиши. ВКаждыя двъ 
тая лини составляли столбець (софити:и). 

Надъ столбцами, на горизонтальной лини написаны бы- 
ли, отъ правой руки къ лфвой, римсюя цифры Г, Х, С, М, 
Х, С, М.Г Х. М.Г, и проч., означаюцщия одинъ, десять, ето, 
тысячу, десять тысячъ, сто тысячъ, тысячу тысячь, десять 
тысячъ тысячь и т. д. 

Х.Т.М.ГЕМ.Г С.М. хмм сСх м сх т 
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При помощи этой таб, вводимой нами вм$ето та- 
блицы умноженля, мы можемъ, кажется, сдЪлать понятнымь 
тексть Боэц1я, переводъ котораго будемъ теперь продолжаль: 

»Вотъь какъ пользовались только что описанною табли- 
«цсю. Употребляли разной формы чрсез или спагадегез. 
«Н%которые употреблали для арзсез сл$ дующие знаки: [, ко- 
«торый соотвЪтетвовалъ единиц, ’© — двумъ, < — тремъ, 
«99, — четыремъ, "Э- пяти, }“ — шести, №, — семи 
«З — восьми и наконець ©}— девяти '°°). Друме, чтобы 


1‘) Воспроизводимъ здфевь девять цифръ въ томъ видф, какъ он 
изображены въ этомъ мфет$ нашей рукописи. Многя изъ нихъ, какъ 
мы видимъ, отличаются отъ цифръ, находящихся вн текста; это за- 
ставляетъ предиолагать, что поелфдн1я были прибавлены какимъ нибудь 
нереписчикомъ. Этимъь подтверждается наше мн%не, что строка этихъ 
цифръ въ подлинной рукописи Боэщя не входила въ составь таблицы, 
о которой онъ говоритъ; такъ что таблица состояла только изъ верти- 
кальныхъ столбцовъ, наверху которыхъ были надписаны числа: одинъ, 
десять, сто, тысяча п т. д., означавиия единицы, десятки, сотни и пр. 
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«пользоваться этой таблицей, брали буквы азбуки, такъ что 
‹первая буква соотв$тетвовала единицЪ, вторая — двумъ, 
«третья—тремъ и слЗдующия—ел5дующимъ‘ по порядку чи- 
«сламъ. Наконецъ иные ограничивалисъ употребленемъ при 
‹этихъ дЪйстыяхъ обыкновенныхъ знаковъ, и прежде упо- 
«треблявшихея для обозначеная чиселъ. Эти 4066$ (каковы 
«бы они ни были) употреблялись точно также какь пыль *°”), 
«такь Что если они помфщались подъ единицами, то каж- 
‹дый изъ нихъ могъ означать только 098.» 

Эта послЗдняя фраза и слБдуюнция за нею весьма важны. 
Въ нихъ пменно выражается, какъ кажется, отличительный 
характеръ нашей системы счислевя, именно: значене мъ- 
ста ичифръ. Чтобы понимать эти фразы, необходимо обра- 
тить внимане на таблицу, описанную и начерченную нами 
выше; здЗеь именно оказывается польза и употреблен!е этой 
таблицы. 

Повторимъ послфднюю фразу Боэция и будемъ продолжать: 

«Если различные ареез помБщались подъ единицею (т. 
«е. въ столбиль единице), то они всегда представляли @0И. 

«Если помфетимь первое число, т.е. два (потому что 
‹единица, какъ говорится въ ариеметикахъ, не есть число, но 
‹начало и основанте чиселъ), итакъ, помфщая 08а подъ 
«литею, означенною числомъ десять, условились, что это 
«означаетъ: двадцать; эпри означало бы тридиать; четыре. 
«—б0рок5; и другимъ слБдующимъ числамъ придали также 
«значене, соотвЪтетвенно ихъ наименован!ю. 

«ПомЪщая т5же арзсез подъ лимшею, отм$ченною числомъ 
«сю, положили, что 2 будетъ означать двъсти; 3З—три- 
«ста; 4 четыреста; и также другя, соотв тетвенно ихъ 
«наименован1ямъ. 

«И такъ далЪе для слфдующихь с7040цевь: эта система 
«не вела ни кь какимъ ошибкамъ.» 


ют) Па чате сен рибшетет @зретдете.....БоэнАй, безъ сомнфня, ДЪ- 

заетъь намекъ на ри егиайиз Цицерона (ре пита Юеогит, Ш. 
П),—пыль, которою древше посыпали @а6бас?, чтобы чертить на инхь 
геометрическая фигуры. 
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Во всемъ этомъ можно, кажется, видЪть довольно яеное 
описане начала нашей системы счисленя, т. е. значензе 
положеняя цифрз, возрастающее въ десятичной прогрессеи 
съ права на лво. Употребляемые при этомъ столбиы, наз- 
ванные въ текст словомъ ради а или радфта (полоска) 
давали возможность обойтись безъ нуля, такъ какъ тамъ, 
гд$ мы егс употребляемъ, оставалось пустое м$сто. 


Прибавлене. Слова радта и рафбтща, которыя мы пере- 
вели словомъ столбець, чтобы придать ясный смысль тексту 
Боэщя, употреблены были этимъ авторомъ еще въ главф ХУ 
четвертой книги его трактата о музык; и здфеь они имфютъь 
очевидно то же самое значене: столбцы здФсь описаны и оз- 
начены на чертеж и въ текстЪ буквами. 

Почти такое же значенме словъ радта и радтща вахо- 
димъ мы еще въ одной астрономической статьЪ, гд% ими 0603- 
начено разстоянле между двумя концентрическими кругами при 
описан!и астролябш. Статья эта находитея въ рукониси Х] 
вЪфка послЪ письма Герберта къ Константину о построени 

небесной сферы. (Мапизсг 4е 1а Б®Поёдие 4е Съажхгез). 
Одно мБето изъ ариеометики Плануда также согласно съ 
предположенлемъ, что при введенши нашей системы счисле- 
н1а употреблялись столбцы, дфлави!е ненужнымъ употре- 
блеше нуля. Планудъ говорить, что нуль (10.90%) ставится 
на пустытлоь мъстахь; и какъ моста увеличивають значе- 
нзе цифръ, также дъйствують и нули, залиьняюиие пус- 
тыя мъста. *"*) Такимъ образомъ прежде введеня нуля 
употреблялись пустыя м5ета, что могло быть возможно 
только при помощи столбцевъ. Когда захотзли уничтожить 
столбцы и не стфеняться употребленлемъ таблицы, приго- 
товленной для такого рода вычисленй, то очень можетъ 
быть, что сначала оставляли ихъ только тамъ, гдф были 
пустыя м$ета; такъ, что двЪ маленьюмя вертикальныя лин!и 
(составляющия столбеце) означали пустое м5сто и зам ня- 
ли собою тепереший нуль *). ПослЪ того измФнили это 


— 


108) Леашфге, Нёзюе 4е Разгопотие атепте, 1. Т, р. 519. 
*) ПослФдняя фраза была первоначально напечатана авторомъ въ 
такомъ видф: «Реиё-ё ге, диап оп ага уоща зарритег ]е5 со]0ппез, 
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означеше въ нашъ обыкновенный нуль, который проще пи- 
шется. 

Изложивъ сжато начало новой системы счисленя, Боэцй 
даеть правила для умноженя и дзленя. Воть какъ онъ ихъ 
выражаетъ: 

«При умноженяхъ и дфленяхь надобно знать и наблю- 
‹дать старательно, въ какомъ столбиъ должно помщать 
‹фй и въ какомъ а’Исий. Ибо, если число единищё есть 
‹множитель числа десятков», то ФИ помфщаются къ де- 
‹сяткамъ, а а’Нсий къ сотнямъ; если тоже число есть мно- 
‹Житель числа сотенъ, то #90 помфщаются къ сотнямъ, 
‹и а’Иси къ тысачамъ; если оно есть множитель числа 
‹тысячь, то #08 помфщаютея къ тысячамъ, а а7’Нсий къ 
‹десяткамъ тысячъ; если-множитель числа сотень тысячъ, 
‹то 49 помфщаютея къ еотнямъ тысячь, а а7йсий къ 
‹тысячамъ тысячъ. 

«Но если число десятковъ есть множитель числа десят- 
«ковВЪ, ТО 9 помфщаютея въ столбцю отмъченномь чи- 
‹сломз сто, а агисий къ тысячамъ. 

‹Если оно есть множитель числа сотенъ, то 49% помф- 
‹Щаются къ тысячамъ, а атИсий къ десяткамъ тысячъ. 

«Иели—множитель числа тысачъ, то #9 помфщаются 
«вЪ СТОлбцЪ десятковъ тысячъ, а агтйсий въ столбцЪ со- 
«ТтенЪъ тысячъ. 

«И если оно есть множитель сотенъ тысячъ, то 49 по- 
‹мфщаются къ тысячамъ тысячъ, а айс къ десяткамъ 
«тысячъ ТЫСЯЧЪ. 

«Педобнымъ же образомъ, если число сотенъ есть мно- 
‹житель и т. д.> 

Все это м$Ъето очень понятно и совершенно соотв®тетву- 
етъ правиламъ, наблюдаемымъ нами при умножении; въ слу- 


‹еф пе раз зазбгешаге & Гизаве Фип фаШеая, ргбрагё роиг се сепге 4е 
<«с2]с9]$, ачга-4-оп 121586 зеетепё сеПез ой зе фгопумепе 4ез 26гоз 
<«4е зое 4и’а1отз 4еих рефёез Ирпез уегИсмев ({огтал& пе союппе) 
‹аигалеть {16 ГоНсе @и 26го.›; потомъ она исправлена въ прибавле- 
Н1ЯхЬ. Пр. Перев. 


172 ПРИМЪЧАНИЯ. 


ча$ нужды, оно можеть служить подтеержденемъ того смы- 
сла, который мы придали предыдущимъ фразамъ. Въ этомъ 
именно мЪфегЪ находили главнымъ образомъ сходство съ 
нашею системою счисления. 

ЗатВмъ слЪдують правила дБлен1з. Авторъ начипаетъ такъ: 

«Теперь уже д%леша какихъ угодно большихъ чиселъ 
«будуть нетрудны для читателя, умъ котораго подготовленъ 
«предыдущимъ. Поэтому мы будемъ говорить кратко и, если 
«встр$титея какое нибудь затруднене, то мы предоставая- 
‹емъ вниманио читателя заботу разр$ шить его.>› 

Неяспость текста непозволяеть намъ переводить далЪе; 
мы предполагаемъ, что текстъ этотъ дошелъ до насъ въ 
неполномъ и искаженномъ видЪ; по н%ть надобности вь 
продолжени, чтобъ составить мне о системЪ счисления, 
излагаемой Боэщемъ: для этого совершенно достаточно пре- 
дыдущаго. | 

Правила дзленя, предлагаемыя авторомъ, относятся, какь 
намъ кажется, къ слфдующимъ случаямъ: 

1° РаздЪлить десятки на десатки, или сотни ва сотни 
ит. д. 

2° РаздЪлить десятки, сотни, или тысячи и т. д. на еди. 
ницы; или сотни, тысячи и т. д. на десятки. 

3° РаздЪлить десятки или число, составленное изъ десят- 
ковъ и единицт, на число, сосгавленное изъ десятковъ и 
единицъ. 

4° РаздЪлить сотни или тысячи и т. д. на число состоя- 
щее изъ десятковь и единицъ. 

5° Наконецъ, раздЪлить сотни или тысячи на число, со- 
стоящее изь сотенъ и единицъ. 

Здзеь кончается первая книга Геометрли Боэщи. 

На приведенное нами м$сто указывали, какь на един- 
ственное, въ которомъ говоритея о новой системЪ счисле- 
н!я; и оно, вфроятно, встр$Зчалось дЪйствительно одно въ 
рукописяхь, надъ которыми работали до сихъ поръ. Но 
рукопись, находящаяся у насъ передъ глазами, содержить 
вь конц$ второй книги о томъ же предмегБ еще другое 
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мфсто, которое заслуживаетъь вниман!я, такь какъ въ немъ, 
какъ намъ кажется, весьма яено выражено значеше м$ста 
цифръ. Вотъ оно: 

ВелЪдъ за таблицею долей унца Боэщй прибавляетъ: 

«При составлени таблицы, приведенной выше, они (дре- 
‹вн1е) употребляли знаки разнаго родаи различныхь формъ. 
«У насъ во всфхъ вычисленяхъ подобнаго рода употре- 
«бляются только тЪ знаки, которые мы изобразили при по- 
‹строен1и афасиз. Первую лин!ю этой таблицы мы назначи- 
«ли для единицъ, вторую для десятковт, третью для сотенъ, 
«четвертую для тысячъ, наконецъ друпя линйи для @т4ез 1%) 
‹другихъ чиселъ. Если ар%сез помфщены въ первой лини, 
‘То они означаютъ единицы, во второй— десятки, въ третьей 
‹— сотни, въ четвертой— тысячи и такъ далЪе.» 


Посл этого БоэцШ показываеть величины долей унца, 
для которыхъ прежде этого онъ далъ только назван1я 0491- 
#43, Заета, дна4тгатз, агасрта и пр. 


Все это м%Ъето относится очевидно къ таблиц дфленй 
унца и должно быть внесено въ сочинене Боэция. 


Изъ предыдущаго можно, кажется, заключить, что изла- 
гаемая Боэщемъ система ечислен1я есть десятичная систе- 
ма, въ которой употребляемыя имъ девять цифръ получали, 
смотря по положенпо, различныя величины, возрастаюния 
въ десятичной прогресс оть правой руки къ лвой; и что 
эта система счислен1я есть пичто иное, какь сиетема Ин- 
дъйцевь и Арабовъ и наша современная, съ тзмъ только 
незначительнымь различемъ, что въ ней на практик$ оста- 
влялись пустыя мфета тамъ, гдф мы ставимъ нуль; этотъ деся- 
тый, вспомогательный знакъ зам нялся употреблетемъ стол- 
бцовъ, ясно обозначавшихъ порядки единиць, десятковъ, со- 
тенъ и т. д. 


-. ————ы————— 


109) Здфсь Боэщй употребляетъь слово [тез въ значеши подобномъ 
тому, какое дано было этому слову новыми. См. что мы говорили выше 
въ выноскЪ о .41907Ийтиз детопз" из Шонера. 
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Мы должны прибавить, что въ рукописи, которою мы 
пользуемся, вслЗдъ за девятью цифрами съ надписанными 
ихъ именами находится послф цифры девять, въ той же 
строк, десятый знакъ, именно кружокъ, въ которомъ напи- 
сана маленькая буква а. Весьма вЗроятно, что этоть деся- 
тый знакъ предетавляеть собою нуль; вписанная буква а 
есть, можеть быть, окончане слова зурйта, или первая бу- 
ква слова а’сиз; это елово употребляется въ той же руко- 
писи вт другой статьБ, также о систем$ счислевшя, для 
обозначен1я столбцовъ, потому что начерченные тамъ стол- 
бцы отм$чены сверху дугами круговъ и буква а могла 03з- 
начать, что кружокз замЪняеть собою столбецъ. Такое 
происхожден!е нуля было бы весьма естественно. 

Мы не думаемъ, что бы этотъ десятый знакь находился 
вт, подлинной рукописи; онъ, вЗроятно, быль прибавленъ 
поздизе. Но не излишне обратить на него внимаше въ ру- 
кописи ХТ вЁка, потому что обыкновенно думаютъ, что 
нуль введенъ у насъ только въ начал$ ХШ вЪка Фибонак- 
ки и это мн$е раздфляетсея самыми почтенными писателями. 

Наше изъясненйе этого м$ета изъ Боэця основывалось 
на двухь предположен!яхъ: во первыхъ на томъ, что упо- 
тгребляемое тамъ елово абасиз сове$мъ не означаетъ табли- 
цы умноженая, какъ это предполагалось до сихь поръ; во- 
вторыхъ,—что оно означаетъь таблицу особаго расположе- 
ня, прим ненную къ вычислен!ямъ по новой систем$ нумера- 
ци. Это двойное предположеше не противор$читъ литера- 
турнымъ указашямъ о древнемъ значени слова афасиз и 
подтверждается значетемъ, которое оно имЗло въ средне 
взка и даже еще въ начал ХУГ в%ка. 

ДЪйствительно: 

1° Известно изъ различныхъ гречеекихъ и римскихъ пи- 
сателей, употреблявшихъ до Боэц1я слова ХВоб и афасиз, 
что ими означалась собственно таблица, на которой древ- 
не дълали ариометическвя вычисленя и чертили зеоме- 
тричестя фуры. (См. Роуз, №. У; Рицатев, Гйа 
Саютлз ИИсепт13, въ концЪ; Регзшз, Баб. Т, \. 131; Маг- 
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бапиз СареЙа, Де пир: Руйоюдае её Метсит №. УТ, 
Че аеотейза.) 

Прибавлене. Мебог П!опузшз въ своемъ УТосафщйатрит 
даетъ слову @6асиз слвдующее значене: ТабеНа зирет диа 
десирайотез пит: Аъасиз Фе е4 дит еНат ёрза аесилано. 
(Издаше 1496 г. Вененая, 11 #01.) М%ето это совершенно подхо- 
дитъ къ нашему объяснен1ю слова &фасиз и, кажется, дока- 
зываетъ, что въ ХУ взЕЪ значене этого слова не было еще 
затеряно, какъ мы это предполагали уже по поводу одного 
мфста изъ В®Иофеёдие тзю7чще Угтег. 

2° НигдЪ, до Боэщя, не говорилось ни о таблищь ум- 
ножензя, ни о таблииь Пиесвлора; только основываясь на 
этомъ м5етЪ его геометрш, гдБ въ н®которыхъ рукописяхъ 
вставлена маблима умноженая, стали ее называть впослд- 
стаи теяза руфадотеса и афасиз руфадотсив. 


Замфчательно, что въ трактат ариеометики, гд Боэщй 
часто употребляеть эту таблицу, чтобы обнаружить свой- 
ства чиселъь различныхъ категорйй, треугольныхъ, паятиуголь- 
ныхъ и пр., онъ не называетъ ее ни Пиеагоровою, ви сло- 
вомъ абасиз. 

Послф Боэщя одинъ только древн! писатель Бедъ назы- 
валъ иепза руфадотса зеи афасиз питегап таблицу ум- 
ножен!я, которая была гораздо пространнЪзе нашей. Но ну- 
жно еще провЗрить, дЪйствительно-ли это двойное назване 
находится въ рукописяхъ Беда, особенно самыхъ древнихтъ. 


3° Слово абасиз употреблено въ письм% и въ трактатЪ 
Ше питегогит Филзюте, приписываемыхъ Герберту, и зд$еь 
оно очевидно означаетъь не таблицу умноженя, а именно 
новую сиетему счиесленя, излагаемую авторомъ. Но, какъ 
мы говорили въ одной изъ предыдущихъ выносокъ, система 
эта совершенно одинакова съ системой Боэц1я; изъ этого 
нужно заключить, что и у Боэщя также слово абасиз им%- 
еть особое значене, относящееся къ системЪ счисления. 

Мы полагаемъ, что Боэцй употребляль слово афасиз 
(подразум$вая можетъ быть при этомъ ру а907сиз) для 
обозначеня таблицы, приспособленной къ вычисленямъ по 
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новой системЪ; какой нибудь позднЪйпий писатель, напр. 
Гербертъ, могъ дать это назване самой систем счисления. 
Такое предположене подтверждается кажется ми шемъ, 
которое составилъ себЪ Валлисъ на основан!и многочислен- 
ныхъ историческихь документовъ; именно, что слово аба- 
сиз въ среде вЪка и въ эпоху возрождения употреблялось, 
какъ синонимъ слова а19079тиз (Ое 4А1дебта тасаиз, р, 
16); что и то и другое слово веегда означало употребленте 
арабекихъ цифръ для изображен1я чиселъ, т. е. нашу сис- 
тему счисления 1*°) (104., р. 19); и что, вели у какого ни- 
будь писателя встр$фтится слово 0[907987%и$, то изъ этого 
съ достовфрностно можно заключить, что арабемя цифры 
известны были во времена этого писателя. '*') 


10) ДЬйствительно, мы видимт, что въ начал ХШ в$ка Фибовакки 
свой трактатъ ариеметики называетъ: 7/46е? а66асв. 


Спустя столе, другой италансюЙ писатель Рао]о 41 Расотаг 
который былъ извфстенъ какт геометрт, астрономъ и литераторт, про- 
званъ былъ Рао о аей?’абасо за необыкновенное искуство въ вычи- 
слен!яхт. 


Въ концф ХУ вфка Глсаз РассоЙ говоритъ, что наша система арие- 
метики называлась афаси$, какъ бы по арабски, тиодо ата со; но, 
что по мн$фн!ю другихъ. это слово происходить .отъ греческаго. (Зит- 
та 4е Атийтейса. Пазйпсйо 2—а; ае питетаНотпе.) 


Сочинене того же времени, автора Ег. Ре]оз, носитъ затлав!е: бе 
зедие Ас 1а а? ае атийтейсра е зетДапфтетр 4е деитенля Фей То 
поте еотрефщоп ае № афасо....сотойаа ез Та орега рег Етг. Рё- 
Г03.....[тутгеззо зп Тваитзто, 0 ртезетф сотреп ют аеабасо рет...1492 


Наконецьъ СИс}%оуеи8 вт. начал ХУТ вфка назвалъ свой трактатъ 
ариеметики Ргазз питегат@ диет афасит сит и прибавиль къ 
этому подобный же трактатъ древнаяго, неизв$стнаго ему, автора, подъ 
загхав1емъ: ОризсШит 4е Ргаж питетотит дио4 а1до79зтит чосащ. 
Это ясно доказываетъь, что во времена СИейфоуеиз’а слова абасиз и 
9190733тиз были синонимами и означали нашу систему счисленя, каЕъ 
это думалъ и Валлисъ. 


111) Е ибзсипаие чт зсгиюте айаио А1дот13т+ потеет терегйих, 


сего сопсТидаз Пдитаз Вазсе еа аенце рийззе содпйаз (фе Шдеьта 
Ттастаёиз, р. 12). | 
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Место изъ геометрли Боэщя и трактать де питеготит 41- 
50оте, приписываемый Герберту, до сихъ поръ были единствен- 
ными известными древними памятниками нашей системы счи- 
сленя. Мы нашли третй, помфщенный велФдъ за геометруей 
Боэця въ той же упомянутой нами рукиписи ХТ вфка. Мы 
ознакомимъ читателей съ этой статьей въ другомъ сочине- 
н1и. Надфемся, что она потдвердитъ смыелъ, приданный на- 
ми словамъ Боэшя. Девять цифръ въ ней названы именами: 
‘т, апдтаз и т. х. и значеня ихъ, т. е. представляемыя 
ими числа, изображены въ сл5дующихъ девяти стихахъ: 


Оташе рглиоепто *?)..потепй роз$14её 104%. 

Апагаз ессе ]осит ргеуш0сав 1рзе зесап4ит. 
Отпиз роз питегиз поп сотроз Каз 1 ргипиз. 
Оеп1дае №15 Ютоз засседеп$ ш91еаф Аутфаз. 
310112 дитоз Нео 4е пошше Оийтпаз. 

Зехфа {епеё Са{с1$ рет{есфо папеге хал4епз. 

Деплз етат Яеие зерепо ге попоте. 

Осфо БЪеайНсоз Тетеплаз ехргии ипаз. 

Ее зеда ог 9%08 езё 4ш гофа патоае уосафаг. #13) 


Въ этомъ прим$чати мы имЗли въ виду найти истинное 
значене словъ Боэця и составить мнЪн!е о томъ, относят- 
ся ли они къ нашей систем счисления. Но мЪето это вы- 
зываетъ еще другой вопросъ, который чаще всего и быль 
именно обсуждаемъ: вопросъ о томъ, дЪйствительно ли, 


''г) ЗдЪеь находится въ рукописи пустое м$ето. Могло бы годиться 
слово 3264. 

''”) Этотъ посл$днЙ стихъ относится къ цифр 9. Но далфе въ со- 
чинен1и 9 называется с@етйз. Какая же причина этого двойнаго наз- 
ван1я 650$ и с@етиз, которое встр$чается также, какъ мы видфли 
выше, и въ рукописи Бозц1я? 

Въ этомъ новомъ сочинени, вслфдъ за девятью цифрами, ветр$чаемъ, 
также кавъ у Боэц1я, кружокъ, изображаюний безъ сомнфн1я нуль. Не 
назначалось ли первоначально слово $203 для этого десятаго знака, 
къ которому оно очень идетъ? Въ такомъ случа недостаетъ одного 
стиха для пифры 9—с@етиз. 


Мы оставляемъ эти вопросы читателямъ, которымъ знан1е еврейска- 
то языка можеть облегчить рфшен!е. 


10 
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какъ говорить Боэцй, система эта была известна Пиеаго- 
рейцамъ. Многе писатели разд$ляли это мнзше '*“); но 
большинство не могло допустить, чтобы Греки знали сиете- 
му счисленя, лучшую, ч$мъ ихъ собственная, и въ тоже 
время такь мало цфнили бы ея преимущества, что оставили 
ее въ совершенномъ забвенш. Такое возражение весьма ва- 
5но; и Монтукла, чтобы отстранить его, предполагаетъ, что 
здЪеь дЪло идетъ о Грекахъ позднзйшаго времени, когда 
знан1я и любовь къ наукамъ были уже въ упадкБ. Предпо- 
ложен1е это можно допустить; но существуетъ хи необхо- 
димость прибЪгать кь нему? Мы думаемъ, что Монтукла 
сдлалъь это предположене только потому, что обыкновен- 
но преувеличиваютъ различ1е между системами счисления 
Грековъ и ИндЪйцевъ, также какь и затруднительность пер- 
вой изъ нихъ. Намъ кажется, наоборотъ, что эти двЪ сиете- 
мы очень мало разнятся одна отъ другой. Об имфютъ ос- 
нованшемъ десятичную прогресе1ю и одинаковымъ образомъ 
изображаютъ всякое число черезъ единицы, десятки, сотни, 
тысячи и т. д. помош!ю девяти коренныхъ и основныхъ чи- 
сель: одинъ, два, три... девять, еоставляющимъ порядокъ 
единицъ и служащихь къ соетавленю порядка десятковъ, 
сотенъ, тысячъ ит. д. Однимъ словомъ, та и другая систе- 
ма счисленя основываются на одной и той же формулБ, 
выражающей составъ какого угодно числа; именно: 


—4.10"+-.В.10”—*+0.10”—*-+....-- Е.10 + Р, 


гдЪ каждое изъ основныхъ чисель 4,В,С....Е,Е взято изъ. 
девяти первыхъ чиселъ: одинъ, два, три... девять. 


Въ чемъ же заключается дЪйствительное различ1е между 
этими двумя системами счислен1я? Въ той и въ другой 


1“) СопгаЯ ФАзурод1аз, Тзаас У05з15, Ниеь, Хош Сапе, Едоцага 
Вегпага, офи Уе1ег, У’ага, Вауег, УШо1 301, Мопбаеа. 

Въ начал нынфшнаго столфт!я явилось въ Итали новое разсужден!е 
с занимающемь насъ вопросф, подъ заглашемъ: Метоте зиЦе се 


атабейе. (МПзи, 1813 ш 45). Мы не могли еще достать себЪ этого со- 
чинен{я. 
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системЪ девять чисель порядка единицъ изображаются де- 
вятью особыми знаками, но Греки изображали девять чи- 
селъ каждаго изъ слЗдующихь порядковъ особыми новыми 
знаками, тогда какъ Индфйцы употребляли для этого т$ же 
первые девять знаковъ, значен1е которыхъ измфнялось и 
указывалось занимаемыми ими мЪ$стами. Но такъ м$ета ос- 
таются т$ же въ об$ихъ системахъ, то ясно, что вычисле- 
ня не должны были быть труднЪфе въ одной систем неже- 
ли въ другой и такимъ образомъ не было особенно важна- 
го повода зам$нять греческую систему системою индФйскою, 
хотя послЪдняя болфе полна и боле научна. Такая замЪна 
могла бы быть едЪфлана математиками, но ее не легко бы 
было сдЪфлать обязательною для всего народа. Доказатель- 
ство этого находимъ у Римлянъ, система счисления кото- 
рыхь чрезвычайно затрудняла всямя вычиесленя, и не смо- 
тря на это, удержалаеь, хотя Римляне знали гораздо болЪе 
совершенную систему Грековъ. 

Противь мн$5н1я, что Грекамъ была изв$стна индЪйская 
система, можеть показаться съ перваго взгляда очень силь- 
нымЪъ то возражете, что система Грековъ не давала воз- 
можности изображать очень большия числа (они останавли- 
вались на девяносто девяти милШонахъ) и что Архимедъ, 
чтобъ помочь этому недостатку, написаль особую книгу 
Рутс ла и пользовался найденнымъь имъ средетвомъ въ 
книг Атепатиз. Если бы, говорятъ, въ пивагоровой школ 
знали индЪфйскую систему, то она изв$стна бы была Архи- 
меду и онъ не имфлъ бы надобности искать новыхъ средствъ 
для изображеюя большихъ чисель: ему достаточно бы было 
предложить эту самую систему. Если бы Архимедъ хот®лъ 
дЪйствительно создать новую систему счисленйя, то, безъ 
сомнЪн1я, это значило бы, что онъ не зналь системы Ин- 
дЪъйцевъ; но цзль его была совс$мъ не такова: онъ хотзль 
найти средство выражать большця числа по систем» самихъ 
Грековъ. Что же онъ сдфлалъ для этого? Онъ приложилъ къ 
греческой системЪ, начиная съ того пред$ла, гд$ она пе- 


реставала удовлетворять потребностямъ вычисленй, систему 
10+ 
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индЪйскую, т. е. значене положеня` цифръ. Неужели это 
доказательство, что Архимедъ не зналъ системы ИндЪйцевъ? 
Можно ли даже сказать, что онъ не объ ней говориль въ 
недошедшей до насъ книг Риутсиза, которая относилась 
къ вопросу о счислени и въ которой прилагалось къ систе- 
м$ Грековъ начало изм5немя величины цифръ съ положе- 
немъ? Въ книгБ Атгепатииз онъ не входитъ въ подробности, 
которыя находились въ Рутсима, потому что предметъ пер- 
ваго сочинен1я не состоялъ въ томъ, чтобы изображать боль- 
пия числа, какъ это, кажется, иногда думаютъ; предметъ 
этой книги составляло единственно исчислен1е числа зеренъ 
песку, помфщающагося въ сфер$, описанвой изъ солнца, 
какъ изъ центра, и обнимающей неподвижныя зв$зды. Опре- 
дЪливъ это число, онъ хотфль изобразить его по систем 
счислен1я Грековъ. Для этого-то онъ и прелложиль дать 
пифрамъ, находящимся далфе осьмаго столбца, величины, 
различныя по положенио, точно также, какъ въ индЪйской 
системЪ. 


Изъ незначительнаго числа документовъ мы не можемъ 
узнать, какь именно отм$чалось то м$сто, начиная съ ко- 
тораго измфнялось значене цифръ съ положен1емъ. ДЪла- 
лось ли это посредствомъ особаго знака? или требовалось, 
чтобы первые восемь’ столбцовъ были необходимо заняты? 
это показывало бы, что въ греческой систем было введено 
употреблен!е нуля, въ какомъ бы то ни было видЪ, напр. 
въ видз точки, пустаго м$ета или столбца. Впрочемъ мы 
знаемъ, что нуль былъ изв$стенъ Грекамъ и что они его 
употребляли, когда нужно было показать отсутетве граду- 
совъ или минуть и пр. при ихъ вычисленияхъ съ дробями, 
имфющими знаменателемъ степени числа шестьдесять 115). 


Вс$ эти изслдовашя не превышали силъь Архимедова ге- 
н1я; но ничто, кажется, не даетъ намъ права сказать, что 
онъ не могъ почерпнуть этого принципа изъ знав1я индЪй- 


') См. Реатфте Л/етое зит РаттеНчие 4ез Стесз. 
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ской системы; или что, зная эту систему, онъ поступилъ бы 
иначе въ своей книг Дхепати. 


Но, скажутъ, Аполлон, посл Архимеда, занимался так- 
же усовершенствовантемъ греческой системы счислен!я; онъ 
зам$ниль четырьмя столбцами октады, т. е. группы въ во- 
семь столбцовъ Архимеда; если бы онъ зналъь индЪйскую 
систему, то приложиль бы со втораго же столбца принципъ 
изм$нен!я величины ©ъ положенемъ, который онь прим$- 
ниль къ пятому столбцу. 


Но, чтобы судить о сочинении Аполлон1я, которое до наеъ 
не дошло, и изъ котораго намъ извфетны только результа- 
ты по отрывочвымъ указанамъ Паппа, надобно знать поче- 
му онь остановился именно на четырехъ, а не нз трехъ 
или пяти столбцахъ. Причина этого, какъ намъ кажется, 
заключалась въ слёдующемъ. Греки имфли тридцать шесть 
цифръ для выраженя всЪхъ чиселъ, состоящихь изъ четы- 
рехъ столбцовъ, какъ напр. 2354. Двадцать семь первыхъ 
цифръ были различныя буквы ихъ алфавита; девять слфдую- 
щихъ, выражавшихь тысячи, были девять цифръ единацъ, 
отм5ченныя знакомъ з0 или знакомъ ударен1я. Тфже трид- 
цать шесть цифръ служили для означеня чисель далЪе 
простыхъ тысячъ до осьмаго столбца исключительно; начи- 
ная съ пятаго столбца, цифры эти означали мир!ады и надъ 
ними ставилась, для означен1я мир1адъ, буква М или же 
посл нихъ и также передъ четвертымъ столбцомь стави- 
лись буквы Мо. Знаки эти были неудобны: они осложняли 
вычислен1я и могли порождать ошибки; Аполловй захотфль 
ихъ устранить. Для этого онъ изобрль группы въ четыре 
столбца и ввель изм неше значеня цифръ съ положенемъ. 

Въ этой идеф Аполлон, также какъ въ идеф Архимеда, 
мы видимъь намфреше сохранить въ неприкосновенности 
цифры, употреблявпияся у Грековь, также какъ и значене 
ихъ, и примфнить ихъ кь выражешю всевозможныхь чи- 
селъ. Мы видимъ, что оба эти веливе геометра вполнЪ 
достигли этой ц$ли, примфнивъ къ цифрамъ измфнеше ве- 
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личины съ положенемъ на основан!и именно инд йской си- 
стемы счисления. 

Доказываетъь ли это, что имъ была совершенно неизвЪ стна 
индЪйская система? 


Прибавлензе. Доказываетх ли это, что имъ была совез- 
шенно неизвьстна индъйская система? Запоздавъ нашею ра- 
ботой, мы, къ сожал$ню поспфшили редакцею этой фразы 
для печати и неосмотрительно употребили выражен1е индьюй- 
ская система вмЪсто того, чтобы сказать система афасиз’4. 
Очевидно, что мы имфли въ виду показать только, что указа- 
н1е Боэщя не заключаетъ въ себЪ ничего невозможнаго; т. е., 
что излагаемая имъ система нумеращши могла быть извЪстна, 
какъ онъ говорить, пиеагорейцамт; система эта, повторяемъ, 
не была въ точности системою ИндЪйцевъ, т. е. нашею 
современною: она отличалась отъ нея отсутстнемъ нуля и 
неизбЪжнымъ употребленлемъ столбиовь для назначен1я м$ста 
цифръ. 

Въ сущности система эта была ничто иное, какъ письмен- 
ное изображене счетной доски (аШе & сотидет), извЪстной 
у Римлянъ подъ именемъ „АЪасиз; она состояла изъ парал- 
лельно натянутыхъ шнурковъ, на каждомъ изъ которыхъ мо- 
жно было передвигать девять шариковъ для составлен1я группъ, 
изображающихь числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9; шнурки изобра- 
жали свойство единицъ каждой группы: первый шнурокъ о03- 

`’началъь простыя единицы, второй десятки, тремйй сотни и 
тавъ далфе. 

Мы видимъ, что дисьменный Афасиз (Афасиз РВдитеё) быль 
то же самое что и ручной Абасиз (Афасиз тапие[ оп ра1- 
раде); столбцы въ немъ представляли шнурки, а девять зна- 
ковЪ (или цифръ) изображали группы, которыя можно было 
составлять изъ девяти шариковъ на каждомъ шнуркЪ. 

Такимъ образомъ переходъ отъ ручнаю Афасиз, а къ пись- 
менному былъ весьма естественъ и не требовалъ никакого 
генпальнаго усимя; никто не отказался бы приписать этотъ 
переходъ Римлянамъ, еслибъ Беэщй не приписывалъ его Пи- 
оагору. И только вмя Пиеагора было въглазахъ нфкоторыхъ 
поводомъ къ самому сильному возраженшю противъ нашего 
изъяснен1я текста Боэщя; и это потому, что не хотятъ допу- 
стить, ЧТо Архимелу и Аполлон1ю известна была система 
счислен1я, которая могла дать имъ мысль о измфнен!и величи- 
ны цифр съ положентемъ. 
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Но мноме писатели думали, что Греки, уже во кремена 
Пиеагора, знали счетную машину, которую мы описали у Ри- 
млянъ подъ именемъ Абасиз; на томъ основан, что эта ма- 
шина изрфстна съ самой глубокой древности у вефхъ наро- 
довъ *). Но подобная машина, какъ замБчаетъ знаменитый 
Гумбольть, **) основывается на значении положенля знаковъ 
изображающихъ числа. Она должна была, также какъ и пись- 
менный Афасиз, описанный Боэщемъ, дать Архимеду и Апол- 
лон1ю мысль о значени положеная, мыель, которая во всякомъ 
случа была изв$стна этимъ двумъ великимъ геометрамъ, по- 
тому что они, какъ мы уже сказали, приложили ее, первый— 
къ своимъ октадамъ, второй къ своимъ тетрадамъ. 


О м$ст$ Геометр!и Боэщя, относящемся къ правиль- 
ному патиугольнику втораго рода. — Происхож- 
дене и развит1е зв8здчатыхъь многоугольниковъ. 


Боэщй въ первой книгБ своей Геометр!и, которая есть 
нереводъ предложен!й изъ четырехъ первыхъ книгь Эвкли- 
ха, даетъ только изложен!е каждой теоремы или задачи и 
соотв$тствующй чертежъ. 

Посл$днее предложене, взятое у  Эвклида, есть задача: 
вписать въ круг$ правильный пятиугольникъ (предложене 
ХГ четвертой книги Эвклида;) поел изложен1я этой задачи 
слфдуетъ, по обыкновеню, соотв$тствуюцщий чертежъ, зам$- 


! 


*) Машина эта есть зиапрай Китайцевъ. Она была въ употреблени 
не только въ большой части Аз1и, но и’ во многихъ другихъ странахъ, 
какъ-то у Этрусковъ, въ Египт$, въ Перу. См. мемуар Александра, 
Гумбольта въ [У том$ Математическаго Журнала Крелля, стр. 205: 
Себег е 6е сегземедетеп УТбЁегп Я6Исйеп будете оп ПДаШ2а- 
сйеп ип Яфе’г 4еп Отзутип9 4ез МУеЦепкеттез т аеп зтё@зсйет 
ДаЩеп. | 

Машина эта, китайская или римская, изображена во многихъ сочи- 
нен1яхъ. (См. Уе]зег, ДАегит аидиапатит таеЙсатит Пт осю, 
Уепе{11з, 1593, ш-ЮС р. 268.—Га Гочьёге, Ди тоуаите 4е бат, 
Раг1з, 1691, .2 у01. т-12.- Ра Мойпе, Ге сабтеЁ 4е 41а БЫНоедие: 
4е Зе Сепезчете, Раг1з, 1692, ш-Ю1, р. 23.—Насег, Ап Еда панот 
ор Фе Еетещату СтатасЕетз ор Фе СИтезе; Гопа., 1801, т-#01.) 

**) См. вышеприведенный мемуаръ Гумбольта. 
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чательный тфмъ, что на немъ вмфетЪ съ обыкновеннымъ 
пятиугольникомъ изображенъ пятиугольникъ звиздчатый, или 
6100940 рода. 


Кром$ того, посл чертежа, находимъ объяснеше, чего 
не встр$чаемъ послЪф другихь предложен, и оно, кажетез, 
имфеть цфмю показать значене этой двойной фигуры, или, 
лучше сказать, того новаго пятиугольника, который предла- 
гается, какъ соотв$тетвующй задачЪ. 


Это м$ето у Боэщя понять довольно трудно и мы можемъ 
легко ошибиться въ предлагаемомъ нами изъяснен!и его; по- 
этому мы зд$еь вынишемъ его, слЗдуя тексту рукописи, 
гораздо болфе правильной, чзмъ Базельское издаше (1570 г.) 


‹та аит сгсийип, аипочапдщит дио4 е8{ аедийа- 
«етит ащие ведщтапди ит аеядпате поп @зсотоепц.» 


Здесь находится чертежъ соотв$тетвующй вопросу и 
авторъ продолжаеть: 


‹№ т оттба диаеситдие зип? питеготит тайопе зиа 
«СОПЗ; её рторотноп ег и ех аз сопзиитит. 0:- 
«тситфетепнае аедиайюе т рисайотби8 $48 диет 
«ехсефетез; ощие аПетпайт ротнот физ 348 Фетт отит |ю- 
«с4е14ез. “ 


Надобно вписать в5 круз равно- 4 
стороннй и равноуюльный пяти- 
ольникз. 

Соотв$ тствующй чертежъь пред- 
ставляеть два патиугольника, изъ 
которыхъ одинъ имфетъ новую фор- 
му и по этому отличается отъ обык- [м 
нчовеннаго пятиугольника. Боэшй к 
оправдываетъ это слБдующимъ образомъ. 


Ибо все, что выражено в5 числахь, существ уеть, как 
слъдствФе самижь чисель; числа же выводятся про порило- 
нально одни изъ друлихь. 
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Дузи **°) увеличиваются на количество равное имъ самим 
посредствомь удвоензя и хорды ихъ “Т), взятыя попарно, 
составляют периметр» ') фииры. 


Если можно допустить такой переводъ текста Боэщя, то, 
по нашему мн$н!ю, онъ соотвЪтетвуеть построеню звЪзд- 
чатаго паятиугольника. ДЪйствительно, пусть 4, ВБ, С, Ш, Е, 
будуть паять вершанъ обыкновеннаго правильнаго патиуголь- 
ника. Дуги, стягиваемыя его сторонами, суть АВ, ВС, СО, 
РЕ, Е-4. Если ихъ удвоимъ, то получимъь АВС, ВСУ, СЕ, 
РЕАЛА, ЕЛБ; хорды ихъ будуть АС, ВО, СЕ, БА, ЕВ. 
Возьмемъ эти хорды попарно, будемь имть 40, СЁ, ЕВ, 
50, РА и вь этомъ порядк$ онф образуютъ звЪздчатый 
пятиугольникъ. 


Впрочемъ н%фтъ ничего удивительнаго, что фигура эта 
встр$чается у Боэц!я, потому что весьма вфроятно, какъ 
мы покажемъь это ниже, она извфстна была въ древности, 
именно Пиеагору; кром$ того ее находимь въ ХШ в$кЪ 
въ комментар1 Вампана къ Эвклиду; впродолжен!е трехъ 
или четырехъ стол т! теор1я зв5здчатыхъ многоугольниковъ, 
называвшихся въ то время роудомит едтефетз, была раз- 
рабатываема и получила даже н$которое развите. Впоелд- 
ств1и она была брошена и оставалась неизвЪстною, такъ 
какъ безъ пособ1я алгебраическаго анализа сна представля- 
еть только предметъь для любопытства и не приносить ни- 


118) Сутситфетепиа во многихъ другихъ мфстахъ у Боэщя есть наз- 
ван1е ду» круга. 

17) Мы переводимъ ро’йотфиз словомъ хорда, потому что роуНо 
есть назван1е круговаго сезмента, который у Римлянъ не имълъ дру- 
таго названа. (Рогйо стсий её Пдита адчае 5иб гесёа, её дтсий сатсит- 
Тегетёа сопИнеитг.) Мы предполагаемъ, что Боэщй далъ здЪфеь части 
назван!е цЗлаго, т. е. назваль хорду сезментомъ, такъ какъ дла хорды 
не было тогда простаго назван1я; ее называли Ппеа зтзегила. 

118) Римляне называли словомъ {е79тиз конець лини и также яе- 
риметръ многоугольника и вообще какой нибудь фигуры. (Е%дита ей 
диоа зиб «Паио у аПдииз 1егттзт4з сопипеиу. Опред$леюме Бо- 
эщя.) 
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какой существенной пользы для геометри. Но знаменитый 
геометръ, возсоздавиий эту теорю въ начал нынфшняго 
вЪка, и давний ей свое имя, придалъ ей значеше, котораго 
она не можетъ болЪе потерять, показавъ ея истинный на- 
учный характеръ и аналитическую связь, необходимо и не- 
разрывно соединяющую ее съ многоугольниками древнихъ ''°). 


ТЪмъ не менфе теор1я эта приноситъ честь среднимъ в$- 
комъ, гдЪ намъ такъ р$дко приходится ветрЪтить сл$ды 
тен1я и каке нибудь зародыши плодотворныхъ нововведений. 
Воть почему мы укажемъ ЗдЪеь все найденное нами по это- 
му предмету въ истори эпохи, отъ которой остались толь- 
ко очень р$ёдюе документы. 


Прежде всего скажемъ, на чемъ основано наше мнЪн!е, 
что зв$здчатый пятиугольникъ былъ разсматриваемъ въ › древ- 
ности, въ особенноети Пиеагоромъ. 


Въ Энциклопедии Алстемя ‘?°) въ ХУ книг%, гдВ гово- 
рится о геометрия, находимъ, тотчасъ послЪ построеня обык- 
новеннаго правильнаго пятиугольника, слфдующее м%ето: 


«Рещадопит ейат Па зстфиит, е а зиретзННоя8 пов- 
«ит ос потите Лезиз» 


(ЗдЪеь находится фигура зв$здчатаго пятоугольника съ 
буквами $, е, $, и, $ при пяти вершинахъ.) 


«5? рещфадопо ца сопутисю а@4аз Итеат ех зиренот 
«пд о т оррозйит апдит Фиат, Вер Ша Вдита, 
‹иат оосиф зап ищет Рутадотае; даша Ру#адогаз, фас 
‹Паита аескйиз, афзстфефаё зидийз ргтотитепиФиз апди- 
‹13 йа ащтдие ИЦетаз ъ, 1, и, 3, «. Сегттат зосатщ езт 
«Туиаепт[изз: диза засегаоез чеетез Дегтанотит её аа 
«отит хосабатит ПОгилаае: ди Ффситфит сасоз (можетъ 
«быть с9сеоз) рилиз Рдитае дезаззе.» 


“ 


119) См. Ротз0$ Метозте зит 1ез роудотез её 1ез рочё4гез, атиае , 
15. (Уоитие{ ае Ресфе родеситлчие; Х-е сашет, 4. 4.) 

120) Еисуфораефа иптетза. Негфогпае, 1620, ш 49.—Также бесил- 
да аифа, 114. 1630, ш—№1, 2 уо1.—Тоже Гасди, 1649, ш— 1, 2 у01. 
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Кирхеръ, въ своей А’ #итоюда '*) (ратз У, Фе Мад- 
45 ати Цейз), говорить въ томъ же смысл о звъздчатомъ 
пятиугольник, который онъ называетъ рейнирйа, потому 
что дв смежныя стороны’ вмзет$ съ стороною ихь пере- 
сЪЗкающею образуютъ букву А. Вершины онъ означаетъ бук- 
вами у, 7, 1 4, а. Вотъ слова этого автора: < диз (8- 
‹0$ та95с18) п [тедиепииз осситй, диат репой рйа @ 
‹релрра; в ащет репойрва п] айиа, дчат птеата8 
‹Ноита т дитдие А Фаисит, дибиз о ь 3 а атаесё 4 ея 
«ищет её} запщет ехртипебаит; дио Аппосйит оеллЦо 
‹ипрозй0, 1иззи ехатат т зотто арратепйз, тох а4ти- 
«гаофЦет а ащайз усютат геротаззе Мадё Видит, еодие 
<атдиат зиттае рйсйайз зутфдо т зщз пидатепиз 
‹ибитииг.> 

Послф этого Вирхеръ приводитъ различныя таинствен- 
ныя обстоятельства, при которыхъ употреблялся этотъ реп- 
ирйа. 

Въ ХУТ в$кБ знаменитый алхимикъ Парацельсъь разсма- 
тривалъ также пятиугольную звЪзду, какъ эмблему здравя '?*). 

Изъ математической бибмотеки Мургарда узнаемъ что 
профессоръ Кестнеръ говорилъ о рещашфйа и дехашрйа въ 
своемъ сочинени С’еотей“чзсфе АбрапМитает (Етзе бат- 
тит, Апиеп4итдет @ег ебепет Сеотейче ип4 Тидопоте- 
че. Сот4еп, 1790, ш—8°. 

Переходимъ собственно къ теор зв$здчатыхь много- 
Угольниковъ. 

Первые сл$ды ея находимъ въ комментар1яхъ ВКампана, 
геометра ХЛ в$ка, которыя онъ присоединилъь къ своему 
переводу элементовъ Эвклида, едЪланному съ арабскаго тек- 
ста и первому въ Европ по времени появленя. По пово- 


= › 


131) А’ тоо9да, зе 4е а питетотит тузетиз, диа 07190, 
апйдиЦцаз, её Габужа питетогит ёхропцит, вс., Вотае, 1665, ш 49. 

127) „.... ЧеЦат рещадотлсат, зеи Сегтатлсо иМотище редет Ттиз- 
{ае, Тфеорйтазю Ратасезо отит запцаийз.“ (КеЛег, Натгтоплсез 
Мипа, Шег зесапдп$, р. 60.) 
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ду тридцать девятаго предложен!я первой книги, гдЪ гово- 
ритея, что сумма угловъ треугольника равна двумъ пря- 
мымъ, Вампанъ представляеть звЪздчатый пятиугольникъ, 
казъ примЗръ многоугольника, раздфляющаго съ треуголь- 
никомъ это свойство, т. е. имфющаго также сумму угловъ 
равную двумъ прямымъ. Предложене это было воспроизве- 
дено Замберти въ его издамяхъь Эвклида, гдЪ вмфеть съ 
комментарями издателя пом$щены также комментар1и Вам- 
пана ‘?*); различные друге писатели также ввели это пред- 
ложеше въ своихь комментартяхъ къ элементамъ Эвклида, 
таковы Лука Бурго ‘?°), Пелетье *°) и Влавй *°). Рамусъ, 
въ своихъ Ослоае тафетайсае **Т), книга [Х, также при- 
водитъ звЪздчатый патиугольнткъ, какъ примфръ фигуры, 
въ которой сумма угловъ, также какъ и въ треугольникЪ, 
равна двумъ прямымъ !°*), 

Но вс эти геометры, подобно Боэцю и Кампану, огра- 
ничивались раземотрф$н1емъ звфздчатаго пятиугольника, не 
давая даже подозрЪвать теор!и, къ которой могутъ вести 
этого рода фигуры. Мы находимъ, что одинъ писатель на- 
чала ХГУ вЪка Брадвардинъ первый распространилъ теор1ю 


123) Комментари ЁКампана были напечатаны одни въ 1482 и 1491 
годахъ, потомъ вмфст% съ комментар1ями Замберти въ 1505, 1546, 1537, 
1546. | 

12%) Бис; офега а Сатрапо ицетотее Афзято "ап ща. Глисаз 
Расзоиз, Теоодиз 315191145, МИззита тафетайсагит Фзсрипатит 
заетиа тат15зтиз уифесю сазйдайззито ащетзй, етепааей, ес. Уе- 
ре{11$, 1509, 11-01. 

125) Летопзайопит чт Еисйфз ЕЩетета Сеотейчса, 167$ зех. 
хоп, 1557, ш 80.—Цет, 1610, ш—40.—Гез эх ргепиетз Иотез 4ез 
@етепз деотейчаиез Ф Вис ае, азес 1ез двтопзтаНотз де Гасаие$ РеПе- 
Иет, аи Матз. Чепёхе, 1828, ш—8°. 

26) Рисиа1$ @етещотгит, 67? ХТ; ассеззи ХУТ ае зойаогит те- 
дщатит сотрапопе, еёе. Вотае, 1574, ш—8°. Им$ло очень много 
изданшй. 

127) Бсдатит та фетайсатит, фт ХХХТ ЕгапеЕ. 1559, ш 4°.— 
Цеш, ВазЦеае, 1569.—Цет, ЕтгапеЁ. 1599.—Цеш, 1514., 1627. 

128) бе дитаиапдщит е сопйпиайз отфтай; дитачапдий и- 
7%физ Гасрит аедча дитаче ищетотез апди юз 4иобиз гесИз. 
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звЪздчатаго пятиугольника на многоугольники съ большмъ 
числомъ ‘сторонъ и основалъ истинное учене о звЪздчатыхъ 
многоугольникахъ. 

Сочинене, въ которомъ изложена эта теор1я носитъ сл$- 
дующе заглаве: деотейча зресщайта Тотае Вгадтатата, 
гесойдетз оттез сопсфияютез деотейчсаз зидепифиз ати- 
ит, её р озормае АтзюеМз, ое песеззатаз, тиф сит 
диодат гасюиь 4е диаатаита стсий; пооцег еаца. Раг1$и$, 
ари@ ВедтаЧиат Свааеге, ш—401.,— двадцать листовъ, 
безь означеня года издан1я. Первое издан1е этой геометрии 
было въ 1496 году 1); мномя друшя издавя явились въ 
1505, 1508 и пр. '°°). Намъ неизвзстенъ годъ вышеупомя. 
вутаго издавя. 

Изложивъ учен1е объ обыкновенныхъ правильныхъ много- 
угольникахъ, которые онъ называеть простыми фигурами, 
Брадвардинъ посвящаетьъ главу звъздчатымь многоугольви- 
камъ, которые онъ называеть физурами сз выдающимися 
улами (% ало]ез вот641етз). Онъ говорить, что мно10ую04- 
ники эти образуются чрезз продолжене сторонз проетало 
мнозотольника 90 встръчи их дру с5 друюмь и приба- 
вляетъ, что ему веизвЪстно, говорилось ли кЪМЪ нибудь изъ 
теометровъ объ этихъ новыхъ фигурахъ, кром$ Кампана, 
который упомянуль о нихъ мимоходомъ и въ немногихъ 
словахъ. 

Вотъ обзоръ этой части сочинен1я Брадвардина. 

Пятиугольчникъ есть первая фигура съ выдающимися утла- 
ми. Сумма его угловъ равна двумъ прямымъ. Сумма угловъ 
въ другихъ многоугольникахъ съ выдающимися углами идетъ 
возрастая и начинаясь съ двухъ прямымъ, также какъ И ВЪ 
проетыхъ фигурахъ. 

Это согласно съ формулою 3—2{т—4), которая опредз- 
тяетъь сумму угловъ въ многоугольникВ ©ъ выдающимися 
глами, имфющемъ 2 сторонъ. 


12ь) Нейфгоппег, Нёзюта Матезеоз, р. 523. 
30) Мотаса, Ыззюте 4ез татетайчиез, ® Т р. 573. 
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Выдающеся многоугольники перваю рода при продолже- 
ни ихъ сторонъ до ветрЪчи другъ съ другомъ образуютъ 
выдающиеся многоугольники вт0рало рода, точно также какъ. 
изъ простыхъ многоугольниковъ получаются выдающиеся пер- 
ваго рода. 

Семиугольникъ есть первая фигура съ выдающимися угла- 
ми втораго рода; онъ происходить изъ семиугольника съ 
выдающимися углами перваго рода, который самъ есть третья _ 
фигура перваго рода. 

Подобнымъ же образомъ выдающийся пятиугольникъ, пред- 
ставляющй первую фигуру перваго рода, быль полученъ 
изъ простаго пятиугольника, который занимаетъ третье м$- 
сто въ ряду простыхъ многоугольниковъ. Изъ этой аналоги 
Брадвардинъ вывель слфдующее общее правило: первая фи- 
ура како нибудь рода получается отз продолженая сто- 
фронэ5 третьей фиуры предыдущиело рода. 

Въ концЪ авторъ говоритъ, что было бы слишкомъ дол- 
го изслБдовать углы этихъ фигуръ и что онъ думаетъ, хотя 
и не можеть утверждать, что въ первой фигурз каждаго ро- 
да сумма угловъ равна двумь прямымъ, въ другихъ же идетъ 
постоянно возрастая отъ одной фигуры къ сл$дующей. 

На поляхъ сочинен!я изображены: пзтиугольникъ, шести- 
угольникъ, семиугольникь и восьмиугольникъ перваго рода; 
семиугольникъ, восьм иугольникъ и девятиугольникъ втораго 
рода; наконецъ девятиугольникъ и двфнадцатиугольникъ 
третьяго рода. 

Черезъ два вЪка посл Брадвардина, Сраез 4е Вопуе]- 
]ез, о которомъ упоминаютъ обыкновенно только по поводу 
его ошибочнаго р$шеня вопроса о квадратурЪ круга, по- 
мфетилъ теор1ю выдающихся многоугольниковь въ разныхъ 
изданяхъ своей геометри *?'), впрочемъ не въ такомъ пол- 
номъ видЪ, какъ изложилъ ее Брадвардинъ. Въ его сочине- 


131) адеотейзае иитодисйот:$ ИФтф зех, бтелзси 3 аппоюНотьиз 
есфатай, диёбиз апиесфитфиг бей 4е стси диадгита, её ае си 
сайопе зрйаетае, е зтгодисНно % ретгзресилат Сато Во. Раг. 
1503, ш— 01. 
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ши находимъ выдающийся пятиугольникь (который онъ на- 
зываетъ также зап!) съ доказательствомъ, что сумма пя- 
ти угловъ его равна двумъ прямымъ; выдающийся шести- 
угольникь, составленнный изъ двухъ треугольниковъ; выда- 
ющийся семиугольникъ, проиеходащй отъ продолжен1я сто- 
ронъ простаго семиугольника; наконецъ семиугольникъ 60- 
лъе выдающейся (р1аз 6от6Ф1ет®), образуемый продолженемъ 
сторонъ выдающагося семиугольника и отличаюпийся т$мъ, 
что сумма угловъ его, какъ доказываеть авторъ, равна двумъ 
прямымъ. 

Указанте на эту теорю ветр$чаетея въ извлечени изъ 
геометр1и 4е Вопуе!ез’ я, напечатанномъ въ Аррей(сез къ 
Моатдатва риозорйаса 2). 

Эти первыя понят1я о теори зв$здчатыхь многоугольни- 
ковъ прошли незамфченными, какъ въ многочисленныхъ из- 
даняхъ Матдатйа ри озориса, такъ и въ изданляхъ геоме- 
тр1и 4е ВоиуеПез’ я, о которой говорилось только по по- 
воду и подъ вмяшемь ложнаго рёшеюя задачи о вписыва- 
ни въ кругъ правильнаго семиугольнига и ложной квадра- 
туры круга, которая была заимствована у кардинала Кузы 
(№Меоаз Ое Сиза). у 

Въ сочинеши о перспективныхь фигурахъ Данила Бар- 
баро '**) находимъ зв$здчатые пятиугольникъ, шестиуголь- 


Сочинене это, за исключетемъ у%тофисйо т фетзресихат, было 
переведено на французсвй языкъ подъ заглавлемъ: 7.407е поет 6 
Че, Зоиспащ РГатф е ртайаие 4е Сеотейче, сотрозе поизеЦете 
еп [’апсозз, ват тайте Сие; 4е ВоиоеПез, спапотте 4е Моуоп, Ра- 
г1$, 1542, ш 49. Друмя изданя были въ 1547, 1551, 1557 и 1608 го- 
дахт. 

ВопуеПез написаль много другихъ сочиневй, въ которыхъ онъ авляет- 
ся философомь, богословомъ, историкомъ, ораторомъ, поэтомъ и пра- 
вовЪдомъ. 

137) См. стр. 1231, 1233 и 1235 издавя 1535 года. „Рещадопиз 
тифоттлз @сцит, сириз Г1щета поп зе тщио ичетоаит. Едтефетз 
хего сит е]из 14ета зе зпосет зесат. Нехадотиз....“ 

133) Га ртайса 4еЦа ретзрейа 4 топздпот Ват Батбаго, Уе- 
ще, 1569, ш—1о1. 
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никъ и два семиугольника. Но авторъ, кажется не им ль 
намфрен1я производить этихъ новыхъ многоугольниковъ: онъ 
хотфлъ только показать, что изъ обыкновенныхъ правиль- 
ныхъ многоугольниковъ можно получить двумя способами 
друге подобные имъ многоугольники. Первый способъ со- 
стоить въ продолжени сторонъ до ветрЗчи ихъ другъ съ 
другомъ попарно (также какъ и для образоваюня многоуголь- 
ника втораго рода): точки встр$чи будуть вершинами дру- 
гаго многоугольника, подобнаго съ даннымъ. Второй спо- 
собъ состоитъ въ проведеши всЪхъ длагоналей, идущихъ изъ 
каждой вершины во вторую или третью сос$днюю вершину: 
дагонали эти своимъ пересВченемъ образуютъ другой мно- 
гоугольникъ, также подобный данному. Помошию этихъ двухъ 
построен!й получаются также и зв$адчатые многоугольники, 
которые и сосгавляютъ собственно самую замчательную 
часть чертежа. 

Кирхеръ, о которомъ мы уже говорили по поводу рея- 
рта и пелйрра, вводитъ въ своемъ другомъ сочиневи ‘?") 
семиугольникъ втораго рода (или третьяго вида), чтобъ 
нагляднзе представить объясненте, заключающееся въ зам$- 
Чательномъ мЪетЪф у Д1она Вассля, по поводу семи дней не- 
дли, посвященныхъ Египтянами тЪмъ самымъ богамъ, по 
имени которыхъ названы были семь планетъ. Планеты эти, 
въ порядкЪ ихъ разстоян1я отъ земли, суть: Сатурнъ, Юпи- 
теръ, Марсъ, Солнце, Венера, Меркурий и Луна. ВКирхеръ 
располатаетъ ихъ въ этомъ порядкБ на окружности круга 
и, переходя посл$довательно отъ первой до четвертой, отъ 
четвертой къ седьмой, отсюда къ третьей и т. д., онъ по- 
лучаеть фигуру, которую называетъь семиугольникомь (это 
будетъ семиугольникъ третьяго вида); послБдовательныя вер- 
‚шины будутъ означать тогда семь дней недЪли въ ихъ дЪй- 
ствительномъ порядкВ. Именно: Сатурнъ будетъь соотв$т- 
ствовать суббот, Солнце—воскресенью, Луна—понед$ль- 


134) ДАуз тадпа 1$ @ итфтае т 4есет Ифтоз @9ефа, Вотае, 
1646, ш— 101. р. 217 её 537. 
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нику, Марсъ-вторнику, Меркур1й-середф, Юпитеръ-четвергу 
и Венера-пятниц%. Составленте этого семиугольника, говорить 
Кирхеръ, выражаетъ собою прекрасное свойство числа семь. 

Сочинев!я, о которыхъ мы говорили до сихъ поръ, уже 
очень давно забыты, хотя авторы ихъ пользовались нзкоторою 
извзетностью. ДЪйствительно сочиненя эти не отличались 
генальнымъ творчествомъ, которое увЪковЪчиваетъ и со- 
чинене и автора, и въ создатяхъ котораго мы, даже по исте- 
чени вЪковь, охотно отыскиваемъ мысль изобр$тателя и 
слЪды его усилий. Насколько поэтому неудивительно, что 
многоугольники Боэця и Вампана и теорля Брадвардина въ 
настоящее время неизв$стны. Но теперь мы должны указать 
въ истор!и этого вопроса на имя знаменитое, на сочинене 
достопамятное, на одно изъ т5хъ р$8дкихъ открытй, которыя 
составляють славу новзйшихъ временъ, наконецъ на ана- 
литическя соображеня, которыя, дв& вЪка тому назадъ, долж- 
ны были произвести глубокое впечатл$ ие на умы геометровъ. 
Но Кеплеръ опередиль свой вЪкъ и мы говоримъ теперь о 
немъ, о его сочинени Гармоня мровь !3°), о его прекра- 
сномъ предложени объ отношении квадратовь временз обра- 
1ценй къ кубамь разстоянй оть солниа и о другомъ его 
предложени, совершенно инаго рода, состоящемъ въ томъ, 
что различные виды мнозоуюльниковё съ одинаковым чи- 
сломз сторонъ опредъляются изъ одною и тозо же чрав- 
неня. Теперь можно бы подумать, что ни одна новая мысль 
не являлась при обстоятельствахъь столь благопрятныхъ, 
по видимому, для быетраго обезпечевя за авторомъ прочной 
славы. Однако глубоко-ученая теор1я Кеплера была забыта 
и отъ его беземертнаго сочинен1я осталея извзетнымъ только 
веливй законъ движешя небесныхъ т$лъ; даже этотъ законъ 
не былъ признанъ и былъ, можеть быть, пренебрегаемъ его 
современниками, въ числЪ которыхъ мы къ сожалЪн!ю долж- 
ны назвать Декарта и Галилея; необходимо было, чтобы Нью- 
тонъ, черезъ восемьдесять лЪть послЪ этого, изъясниль этотъ 

35) Нагтоплсез Мипаз, 0675 У. Тапей Аазтае, 1619 т #1. 
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законъ, заставилъ его понять и снова придаль ему жизнь '*°)! 
Теор!я многоугольниковъ, руководствовавшая Кеплеромъ въ 
его долгихъ и трудныхъ изысканяхъ, была прината еще 
менЪе благосклонно; къ ней не отнеслись даже съ простымъ 
любопытствомъ, ничто пе могло спасти ее отъ совершеннаго 
забвен1я. Это напоминаеть намъ печальное размышлене 
Бальи, высказанное именно по поводу законовь Кеплера: 
„Итакъ напрасно открываютъ истины: вы говорите для ево- 
ихъ современниковъ, а они не слушаютъ васъ!“ Н\тъ, не 
напрасно; но истины новыя бываютъь слишкомъ часто на- 
значены только для будущаго. 

Сочинен1е Кеплера состоитъ изъ пяти книгъ. Первая подъ 
заглав!емъ: Де Пдитагтит гедшатит, диае рторотНопе5 рат 
тотасаз рачитф от, Чазябиз, от@те еф аз етепилз, саиза 
зчетиае её адетопягайо"тлз, посвящена общей теор пра- 
вильныхь фигуръ; въ ней же, какъ частный случай, заклю- 
чаются звпздчатые многоугольники. 

Во вступленши ЁВеплеръ упрекаетъ Рамуса за то, что тоть 
критиковаль Х книгу Евклида и хот$лъ выкинуть ее изъ 
геометри. Онъ предлагаетъ пополнить ее изслф дованемъ 
правильныхъ многоугольниковъ, которые не мотуть быть 
вписаны въ кругъ зеометрически и указашемъ на различ!е 
ихъ оть тзхъ, которые могутъ быть вписаны. Онъ обфща- 
етъ писать объ этой геометрической стать какъ философъ 
болфе яенымъ, удобопопятнымь и общедоступнымь обра- 
зомъ, ч%мъ это дфлалось до тфхъ поръ. 


136) Кеплеръ какъ бы предвидфль, что его открытая, стоивиия ему 
семнадцати лфтъ постояннаго труда, будутъ поняты только посл дол- 
гаго времени. 

„Кребй брошенъ! говоритъ этотъ великй челов$къ съ выражен16мъ 
„Ээнтуз1азма, я пишу книгу, которая будетъ прочитана теперь или въ 
„потометв$, это все равно: пусть ждетъ она читателя хотя бы сто 
„ЛЪтъ; развЪ Ботъ не ожидать шесть тысячъ лфтъ созерцателя своихъ 
„творен!й?“ (Уасю т щеат, Ибтитдие зстФо, зе ртиезеп из, зеи 
розет48 Тедсп4ит; п ищегез: ехресоф Зе зиит Лебютет рег ат- 
710$ сефит. 5% Пемз 3рзе рег аттотит зепа та сошетлЛаютет 
рае а из с. Наттот1сез Мипа$з, 16. У, р. 179.) 
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Книга начинается многочисленными опред$лен1ями, необ- 
ходимыми для пониман!я сочинен1я; мы приведемъ изъ нихъ 
два или три. 

Правильныя фиуры суть т$, которыя имЗютъ равныя 
стороны и равные углы: 

Ихъ различаютъ на два класса. ОднЪ суть первоначаль- 
ныя и коренныя (рубтойтез её тафйсщез)—это обыкновенные 
правильные многоугольники; друг!е суть звиздчалтые, обра- 
зуемые изъ коренныхь чрезъ продолженле сторонъ !?*). 

Вписать фигуру въ кругъ значитъ посредствомъ чеометри- 
ческало построеня (т. е. при помощи прямой лиши и кру- 
га) опредБлить отношен1е стороны ея къ д1аметру круга. 


ЗатЗмъ Кеплеръ припоминаеть мног!я предяоженя Х. кни- 
ги Евклида, которыя ему нужны будуть впоел5детвш. Съ 
тридцать патаго предложен1я онъ начинаеть изселЪдован1е 
различныхъь правильныхъ многоугольниковъ, разсматривая 
сперва тЪ, которые могутъ быть вписаны въ кругь геоме- 
трически. 


Изъ зв$здчатыхъь многоугольниковъ этого рода здЪеь на- 
ходятся: пятиугольникь втораго вида, восьмиугольникъь и 
десятиугольникъ третьяго вида, двЗнадцатиугольники третьяго 
и пятаго видовъ, пятнадцатиугольники втораго, четвертаго и 
шестаго вида и наконецъ зв$зды изъ 24 еторонъ пятаго, седь- 
маго и одиннадцатаго видовъ. 


Переходя къ многоугольникамъ, которые не могутъ быть 
вписаны въ кругъ геометрически, онъ доказываетъ, что обык- 
новенный и два звЪздчатые семиугольника принадлежать къ 
этому числу. Поел$ этого онъ прибфгаетъь къ анализу, но 
вскорз же упрекаеть его за то, что онъ не болЪе искусенъ 
и ничему его не научилъ. Въ этомъ мЪфетф находимъ нЪ- 
сколько аналитическихъ замфтокъ, которыя должны бы были 
предохранить сочинене Кеплера отъ забвения. 


137) Кеплерт не говоритъ, принадлежить ли эта мысль о зв$здчатыхт 
многоугольникахъ ему самому, или была заимствована имъ изъ какого 
нибудь древнфйшаго сочинен1я. 


11* 
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„Въ возраженте, говорить онъ (стр. 34), мнЪ укажуть на 
„аналитическое искусство, которое арабъ Геберъ назвалъ 
„алзеброй, а Итальянцы называютъь С083а: такъ какъ стороны 
„всякаго рода многоугольниковъ повидимому могутъ быть 
„опред5лены этимъ способомъ. 

„ Гакъ, напримфръ, для семиугольника 005$ Вугее, изоб- 
„Ю$тиий въ этомъ родЪ вещи весьма остроумныя и даже не- 
„вЗроятныя, поступаетъь сел$дующимъ образомъ.... “ит. д. 

Посредствомъ геометрическихь соображенй, ВКеплеръ 
ищетъь выражене стороны правильнаго семиугольника, впи- 


саннаго въ кругъ, въ функщи радуса и приходитъ кь та- 
кому уравненю: 


7 — 14 9 - 797 — 106) аедие ое Пдитае ии, 
или по нашему теперешнему обозначентю 
7 — 149 7 — 4 = 0, 


гдЪ х есть отношеше стороны семиугольника къ радлуеу 
круга. 

„Величина корня такого уравненя, говоритъ онъ, не 
„единственна; именно ихъ двф для пятиугольника, три для 
„семиугольника, четыре для девятиугольника и такъ далЪе. “ 

Онъ прибавляетъ (для елучая семиугольника), что три корня 
представляютъ стороны трехъ различныхъ семиугольниковъ, 
которые могутъ быть вписаны въ одномъ и томъ же круг$. 

Въ этомъ мы видимъ совершенно ясное истолковаше трехъ 
корией уравненя, опред$ляющаго сторону правильнаго впи- 
саннаго въ кругъ семиугольника; видимъ аналитическое по- 
нят1е, обнаруживающее необходимую связь между теорею 
звЪздчатыхь многоугольниковъ и теорею многоугольниковъ, 
извзстныхъ древнимъ. 

ДалБе Кеплеръь выражаеть еще разъ тоть же принципъ 
въ весьма зам чательныхъь словахъ; понимая трудности, про- 
истекающия именно отъ полноты и богатства анализа, онъ 
признаеть вс$ преимущества этого метода. 

„До сихъ поръ, говорить онъ, сторона многоугольника и 
„одноименной съ нимь звЪзды имли у насъ каждая свое 
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„особое, отличительное опред лен!е. Въ алгебраическомъана- 
„лизЗ особенно удивительно то (хотя это-то именно и зал- 
„рудняетъ геометра), что искомое не можетъ быть задано 
„въ отдфльноети. Но, хотя это еще и не доказано въ общемъ 
„видЪ, будемъ продолжать начатое нами выше, т, е. что 
‚уравнен1ю удовлетворяетъ столько чиселъ, сколько въ фигур% 
„находится хордъ или д1агоналей различной длины; какъ на- 
‚прим$ръ въ пятиугольник —двЪ, въ семиугольник — три; 
„изъ нихъ одно число выражаетъь сторону, а друг1я— даго- 
„нали. Воть почему, наконецъ, все, найденное для отноше- 
„н1я стороны фигуры къ д1аметру, принадлежитъ также от- 
ь„нонтенямъ всЪхъ другихъ лин кь тому же даметру. “ 


Таюмя же соображен1я высказываеть Кеплеръ въ слЪдую- 
щемъ предложении, гд$ онъ доказываеть невозможность раз- 
дБлить геометрически дугу на три, пять, семь и т. д. частей. 
„Вопросу, говорить онъ, соотв$тетвуютъ мног1я лини, а изъ 
„свойства, общаго многимъ вещамъ, нельзя вывести ничего 
„особаго и частнаго для одной изъ нихъ въ отдёльности.“ #33) 


Во второй книг подъ заглавемъ: Ве Вдититит тедща- 
узит сопдтиепна говорится опять 0 правильныхь много- 
угольникахъ, потомъ о многогранникахъ. Веплеръ разематри- 
ваетъ различные способы соединять однородные и разно- 
родные мвогоугольники такъ, чтобы вполнЪ занять ими часть 


138) Среди этихь взрныхъ и глубокихъ математическихъ соображенй 
мы встр$фчаемъ разсужденя, свид$тельствующая о томъ, что гей 
Кеплера, подь вмянемъ идей Пиеагоровой и Платоновой школы о 
ировыхъь свойствахъ чиселъ, стремился сд$лать изъ этихъ научныхъ 
изел$дован!й о многоугольникахъ употреблен1е странное и фантасти- 
ческое; таково сл$дующее м$ето, которымъ оканчивается 45-е предло- 
жене: „И такь доказано, что стороны этихъ фигуръ должны навсегда 
„остаться неизвфстными, и что онф по самой сущности своей, не мо- 
„Гуть быть найдены. И н$тъ ничего удивительнаго, что то, чего нельзя 


„встр$тпть въ первообразБ (Агсев6буре) ийра, не можеть быть вы- 
„ражено.“ 


И такля-то идеи привели Кеплера къ одному изъ величайшихъ откры- 
т, сдБланныхь человфчествомт, 
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плекости, или чтобы составить изъ нихъ правильные много 
гранники. 

Въ третьей книг$ Де о’ рторотйопит фагтотсатит, 
едие ищита её афртепизз гегит а4 сащит ретитепвит, го- 
ворится только о музыкальной гармонии, такъ что книга эта 
совсЪмъ не относится къ геометрии и астрономии. 

Четвертая книга имБеть заглаве: Пе сопбдитаютфбиз 
рагтопласз тафогит заетайит чз Тегта еатитчцие ереси 
1% сет: Мееот, ааздие МафитаИиз. Кеплеръ употреб- 
ляетъ здБсь звЪздчатые многоугольники и величины ихъ уг- 
ловъ, чтобы сравнить съ ними раепредзленя (сопбуитайот$) 
или угловыя разстоямя планеть: величины этихъ угловыхъ 
разетоянй находились, какъ предполагалось, въ соотвЪтетвши 
съ событями и явлен1ями подлуннаго м!ра, которыя должны 
были быть различны, смотря по тому, какому многоуголь- 
нику принадлежать эти углы. ДФятельныя распредбленя 
(сопйдитайонз е/Псасез)—это тая, которыя способны воз- 
будить земную природу и внутреншя качества духа; имъ 
соотв$тетвуютъ углы многоугольниковъ, вписываемыхь гео- 
метрически. Сюда относятся: квадрать, треугольникъ, пяти- 
угольникъ втораго вида, семиугольникъ третьяго вида, деся- 
тнугозьникь третьяго вида и двЪфнадцатиугольникъ пятаго 
вида. 

Пятая книга имЪеть заглае: Де Паттоти регресйзята 
тойиит сойезйиит отфищцие ех из4ет Ехсениюсищит зетиаа:- 
атетогитдие еЁ Тетрогит репю@когит. ЗдЪеь Всоплеръ 
сравниваетъ пять правильныхъ тЪль съ гармоничеекими от- 
ношемями и старается открыть въ этомъ аналогию съ дви- 
жен1ями планетъ. Изъ заглав1я видно, что въ этой У книг 
находится знаменятый законъ о постоянстовь отнощензя 
квадратовь времень обращенй планеть къ кубамз их раз- 
стоянёй отз солнца. 12"). 


139) Особое чувство смфшанное съ уваженемъ возбуждаютъ слова 
самаго Кеплера, въ которыхъ онъ возвЪфетиль о своемъ великомъ от- 
крыт!т; въ нихъ выражается все его счаст1е и вся важность, которую 
онъ придавалъ открытю этой, такъ глубоко скрытой, истины. 
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Изъ предложеннаго нами обзора сочинен1я Кеплера видно, 
что учене о зоъздчатыхль многоугольникахъ имфетъ здЪеь 
важное и новое значене въ аналитическомъ отношении. Не 
смотря на это, впослЗдетви мы не находимъ никакого елфда 
этого ученля, хотя оно должно было представляться въ тео- 
р1и угловыхь сЪченй, занимавшей часто геометровъ. Въ 
особенности не долженъ бы былъ пройти его молчанемъ 
Валлиеъ, который только черезъ полвфка послЪ Кеплера 
написаль петортю алгебры и трактать объ угловыхъ сЪче- 
нНяхъ. Геометрь этотъ видфлъ правда, что второй корень 
уравненя второй степени, опред$ляющаго сторону правиль- 
наго паятиугольника, вписавнаго въ кругъ, представляеть 
величину д1агоналей '“°); но такое геометрическое изъясне- 


„Нанедши, благодаря наблюден1ямъ Браге и благодаря постоянному 
„и долгому труду, истинные разм$ры орбитъ, наконецъ-то говорить 
„онъ, наконецъ-то открыль я соотношене между пер1одическими вре- 
э›менами и разм рами этихъ орбить; 


Бега Чи14ет гезрех шешеш, 
Везрех16 башеп, её ]1опхо фетроге уепИ. 


„И если вы хотите въ точности знать время этого открытая, то 8-го 
„марта этого 1618 года оно въ первый разъ зародилось въ моемъ умЪ, 
„потомъ было испробовано посредетвомъ неловкихъ вычислен:й и всл%д- 
„стве этого отвергнуто какъ ложное; посл того 15-го мая оно пред- 
„ставилось мн$ съ новою силой и разе$яло мракъ моего ума; но какъ 
„ни полно подтверждалось оно моими семнадцатилётними работами 
„надъ наблюден1ями Браге и моими собственными совершенно согласными 
„соображенями, я сначала думалъ, что это мечта и что я имфю д$ло 
„съ обманчивымъ доказалельствомъ, но нфтъ боле сомнфнЙ; вполн% 
„ВЪрно и вполи:; точно предложене, что отнощенае между перюдиче- 
„скими временами двуль планеть въ точности равно отношению полу- 
„торныхь степе::2% (зез4щ-аЦете ди гаррот?) иль среднихь разстоянй" 
(1.5. У, р. 189). 


110) Зам чае это, по всей вфролтности, было сдфлано уже полтора 
вфка тому назадъ Стифельсомъ; въ его алгебрЪ находимъ выражен1я 
стороны и длагоналей правильнаго пятиугольника въ функциг рад1уса 
описаннаго круга (см. его Атийтейса ицедтга ро? 178); если допустить’ 
что онъ получилъ эти выражен1я не чрезъ р$шев1е квадратнаго уравне- 
ня, то ихь форма всетаки должна была ему показать, что двф эти 
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в1е корня, чуждаго вопросу, было недостаточно: нужно было 
распространить его на самое изложен1е задачи и видЪть въ 
этомъ корнЪ не только д1агональ, но сторону вторало пя- 
тиулюльника. Эта мысль, которая намъ теперь кажется очень 
простою и которая пополняетъ аналитическое р$Бшене за- 
дачи, ускользнула отъ Бернулли, Эйлера и Лагранжа и 
пришла на умъ геометрамъ только самаго послБдняго вре- 
мени. 

Учеше Брадвардина о выдающихся многоугольникахь было 
горячо опровергаемо писателемь ХУП вЪка . Бтозаиз 
омъ ВЪ сочинени Ароозза рто Аузюще её Еисй4е сотта 
Р. Ватит её айоз; Дапйзс, 1652 11 4‘. Ученио этому 
нечего было бояться какихъ бы то ни было нападенйй, 
которыя могли служить только къ его распространен1ю и 
ЕЪ большему знакомству съ нимъ. Но, по странному слу- 
чаю, это сочинене Бросц!я было кажетея послднимъ, въ 
которомъ говорилось о такихъ многоугольникахъ. ПослЪ 
этого они были совершенно забыты и не возбудили о себЪ 
никакого воспоминан!я даже послБ того, какъ Нуансо, въ 
начал$ нынфшняго взка, снова открылъь ихъ и ввель въ 
науку. 

Вотъ что находится въ сочинении Бросщя объ этихь много- 
угольникахъ. | 

Сначала онъ сильно порицаеть Рамуса за то, что тотъ 
указываль на звЪфздчатый пятиугольникъ, какъ на фигуру, 
иную ч5мъ треугольникъ, въ которой сумма равна двумъ 
прямымъ. „Это доказываетьъ, говоритъ онъ, незнан1е Рамуса 
„въ геометрли. Фигура эта есть десятиугольникь С©ъ патыю 
„входящими и пятью выдающимися углами и сумма его уг- 
„довъ равна шестнадцати прямымъ. “ 

Броецй указываетъь на сочинеше Брадвардина и дока- 
зываетъ, что можно составить безчисленное множество фи- 
гуръ съ выдающимися улами въ Т, 9, 11 ит. д. еторонъ, 


лини суть корни подобнаго уравнен1я; потому что Стифельсъ, весьма 
искусный алгебраисть своего времени, былъ особепно опытенъ въ р%- 
шени квалратныхъ уравнен1й, 
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фигуръ, въ которыхъ, какъ въ фигурЪ Рамуса, сумма уг- 
ловъ равна двумь прямымъ. Брадвардинъ только подозр*- 
валъ это красивое предложене, но не доказалъ его; Спаез 
4е ВоиуеПез прим$ниль его къ выдающемуся семиугольнику 
третьяго вида. Броецш идеть далБе: онъ разсматриваетъ 
фигуры различныхь видовъ при одномъ и томъ же числ сто- 
ронъ и опредБляетъ сумму вхъ угловъ. 

Онъ находитъ, что ееть три вида семиугольниковъ, счи- 
тая въ томь же числБ обыкновенный, и въ нихъ сумма 
угловъ равна 10, би 2 прямымъ; 

Три вида воесьмиугольниковъ, въ которыхъ сумма угловъ 
равна 12, 8, 4 прямымъ; 

Шесть видовъ фигуръ съ 14-ю выдающимися углами (въ 
томъ числ обыкновенный четырнадцатиугольникъ), въ кото- 
рыхъ сумма угловь есть 24, 20, 16, 12, 8 и 4 прямыхь; 

Семь видовъ фигурь съ 15-ю выдающимися углами, въ 
которыхъ сумма угловь равна 26, 22, 18, 14, 10, би 
2 прямымъ. 

Эти выводы согласны ©ъ закономъ, найденнымъ Пуансо, 
по которому сумма угловъ веякаго многоугольника есть 
$== 2(т — 21), гдБ т есть число еторонъ и #й указатель 
вида или порядка фигуры. 

Точка зрзю, еь которой Броещй смотрфлъ на эти фи- 
гуры, видя въ нихь многоугольники ©ъ углами поперем$нно 
входящими и выдающимися и стороны которыхь не перес$- 
каются между собою, привела его къ новому епособу по- 
строен1я этихъь фигуръ и къ любопытному свойству изопе- 
риметрии. 

Возьмемъ, напримЪ$ръ, обыкновепный правильный семи- 
угольникъ и отм$тимъ середины его семи сторонъ. Пред- 
ставимъ се0Ъ, что около прямой, соединяющей дБ смежныя 
средины, мы вращаемьъ малевьый треугольникъ, отеБкаемый 
этою прямою отъ семиугольника, и наконецъ совмфщаемъ 
его съ плоскостшо фигуры. Подобнымъ же образомъ около 
шести другихъ прямыхъ, сосдиняющихъ попарно смежпыя 
вершины, переверпемъ маленьк!е треугольники, отс$касемые 
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отъ семиугольника. Ве они вм$етЪ образують въ своихъ 
новыхъ положеншяхь новый многоугольникъ о четырнадцати 
сторонахъ, съ углами поперем$нно выдающимися и входя- 
ЩИМИ. 


Этотъ новый четырнадцатиугольникъ очевидно имфетъ пе- 
риметръ одинаковый съ первоначальнымъ семиугольникомъ. 


Если теперь опять около каждой прамой, соединяющей 
вершины двухъ смежныхь входящихь угловъ, повернемъ 
маленьюй треугольникъ, отс$каемый ею отъ многоугольника, 
то получимъ новый многоугольникъ о четырнадцати сторо- 
нахъ, есь углами поперем$нно входящими и выдающимися; 
этотъ новый многоугольникь очевидно будетъ имЪть пери- 
метръ одинаковый со вторымъ, & слБдовательно и съ пер- 
вымъ многоугольникомъ. 


Площади трехъ такихъ многоугольниковъ весьма различны 
между собою, такъ какъ второй помБщается внутри перваго, 
и трет внутри втораго. 

Не трудно убЪдиться, что второй многоугольникъ есть 
ничто иное, какъ семиугольникъ втораго рода, въ которомъ 
уничтожены части сторонъ, заключаюцияся внутри; подоб- 
нымъ же образомъ третй многоугольникъ есть семиуголь- 
никь третьяго вида, въ которомъ также вычеркнуты вну- 
тренте отрЪ$зки сторонъ. 

И такъ воть новый способъ получать выдающиеся много- 
угольники, производя ихъ одни изъ другихъ. Этотъ способъ 
заслуживаетъ вниман!я, особенно велдетве того любопыт- 
наго обстоятельства, что веф многоугольники, выводимые 
такимъ образомъ изъ какого угодно первоначальнаго, им$- 
ютъ всегда одинъ и тотъ же периметръ. 

Мы не встрЪчаемъ еще другихъ еочиненй, въ которыхъ 
говорилось бы о выдающихся многоугольникахъ, до начала 
нынфшняго вЪка, когда эта теорля явилась въ новомъ видф; 
но ни знаменитый авторъ ея, ни геометры, которые ею вос- 
хищались, не подозрЪвали даже, что она играла уже важную 
роль въ течене четырехъ столЪти. 
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О геометр!и Арабовъ. 


Съ УШ до ХШ в$ка Европа была погружена въ глубо- 
кое невзд$ те. Въ этотъь долмй пер1одъ любовь къ наукамъ 
и ихъ развите сосредоточены были у Арабовъ Багдада и 
Кордовы. Имъ обязаны мы знакомствомъ съ греческими со- 
чинен1ями, которыя были переведены ими для своего упо- 
греблевя и отъь нихъ перешли къ намъ гораздо прежде, 
ч$мъ сдБлалиесь извфетны эти сочиненя на языкЪ оригинала. 
До самаго посл5дняго времени думали, что въ этомъ состо- 
яла единственная услуга, оказанная намъ Арабами; собст- 
венныя ихь сочиненя не старались отыскивать и изучать, 
предполагая, что въ нихь не должно заключаться ничего 
оригинальнаго или отличающагося отъ произведенй грече- 
ской образованности. Это была ошибка, которую теперь на- 
чинають исправлять, особенно съ того времени, какъ озна- 
комилиеь съ сочиненлями Индусовъ и узнали, что Арабы по- 
черпнуяли изъ нихъ начала алгебраическаго исчислешя, су- 
щественно отличающаго ихъ сочинен1я отъ сочиненй Гре- 
ковъ. Но ошибка эта замБчена еще слишкомъ недавно и 
арабемя сочиненя намъ еще мало извБетны. Значительное 
число ихъ уже много столбтй существуеть вь Европ, 
большею часто на арабскомъ азыкЪ, нзкоторыя же на ла- 
тинскомь въ переводахь ХИ и ХШ в5ка. Пожелаемъ, что- 
бы важность этихъ сочиненй была признана и чтобы они, 
по возможности скоро, вышли изъ поглощающих ихъ биб- 
отекь: тогда только можно будеть думать о настоящей 
петорм арабской науки. Теперь же можно собрать только 
нфеколько главныхъ фактовъ и разс$янныхъ данныхЪ, по 
которымъ не возможно съ увфренностю судить о м8рЪ 
участ1я этого великаго и знаменитаго народа въ дЪлБ рас- 
пространен1я и усовершенствован1я математическихъ наукъ, 
и изъ которыхъ недостаточно выясняется характеръ, полу- 
ченный этими науками отъ см5шен1я двухъ составныхъ эле- 
ментовъ: — греческаго и индЪйскаго. Но характеръ это.ъ 
обнаруживается въ европейекихъь сочиненяхъ ХУ вЪка, на- 
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писанныхь по арабскимъ образцамъ, и по нимъ-то мы мо- 
жемъ теперь его изучить и ясно съ нимъ ознакомиться. 


Наклонность и ревностная любовь Арабовъ къ наукамъ 
развились быстро въ УШ вЪк$, когда началось царствова- 
не Абассидовъ. Эти государи, благородные подражатели 
Егитетскихь Птоломеевъ, сосредоточили въ Багдадв та- 
ланты всего мра ‘“'). Они дЪятельно собрали ве знамя, 
которыя только могли найти у народовъ, покоренныхъ пруем- 
никами Пророка и Омадами. Такимъ образомъ арабы сд$- 
лались владфтелями и единственными хранителями всЪхъ 
уже готовыхъ наукъ ““?) въ то самое время, когда онЪ, сл$- 
дуя судьбЪ всего челов ческаго, клонились къ упадку и те- 
рялись у народовъ создавшихъ и развивавшихъ ихъ въ те- 
чен1е многихь вЪковъ. Греки и Индусы ‘““3) были главными 
вкладчиками въ этотъ научный капиталъ. Таково происхож- 
ден1е наукъ и въ особенности геометр1и у Арабовъ. 


Кажется, что элементы Евклида были первымъ сочинен1- 
емъ, которое они перевели, а именно въ УШ вЪкФ, въ цар- 
ствоване Альманзора. Благодаря просвфщенному поотреню 
калифа Азь-Мамуна (который началъ царствовать въ БагдадЪ 
въ 814 году), векорБ едЪлались извзстными сочинен!я Ар- 


химеда, Аполлошя, Гипеикла, Менелая, Оеодос1я и Альма- 
гестъ Птоломея. 


Съ этихь поръ начинаются быстрые усп$хи Арабовъ въ 
наукахъ; въ [Х вфк$ мы находимъ искусныхъ геометровъ, 
обладавшихь весьма обширвыми св дЪшями. 


11) Тару Назюте 4ез здепсез тафетайдиез еп Пае, +. Г. р. 117. 

'?) „Не подлежитъ сомнфн!ю, что Арабы, со времени основан1я ка- 
„лифата и учреждев!я ихъ царства, имфли глубокое уважене къ искус- 
„ствамъ н наукамъ, такъ какъ опи перевели на свой языкъ всЪ лучшя 
„греческ1я, еврейскля, халдейскя и индфйсвя книги.“ (О’Нег ео, 
В. опетще, по поводу слова Ет [наука].) 

1*3) Въ ВЯ. очежще 4е Г’ Нетфеюь при словф Кеаь (т. е. трак- 
татз), находимъ названя множества сочиненй, переведенныхъ или 
перед$ланныхь Арабами съ индЪЙскаго, по веЁмъ отд$ламъ математи- 
ческихъ и философскихъ наукт. 
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Три брата Могаммедъ, Гамедъ и Газенъ, сыновья Муза- 
Бенъ-Шакера, прославились переводами многихь греческихъ 
и индфйскихь сочинен!й и своими собетвенными сочинен1ами 
по всЪмъ отдЪламъ математики; мнопя изъ ихъ сочинешй 
дошли до насъ. Аетрономичееюя таблицы, составяенныя 
Могаммедомъ-Бенъ-Муза 790 индъйской системъ, были дол- 
гое время знамениты на востокЪ, но боле драгоцЪнное и 
въ нашихъ глазахъ болЪе важное сочинене его есть Трак- 
тать Алгебры, самый древый изъ веЪхъ, которые были из- 
вЪстны до посл$дняго времени, пока не были еще открыты 
сочиненмя Индусовъ. Изъ этого сочинена Европейцы по- 
черпнули первыя свЪдЪея въ алгебрЪ, сначала черезъ по- 
средство Леонарда изъ Пизы, который Вздилъ самъ учиться 
въ Аравшю, потомъ непосредственно изъ самаго сочиненя, 
которое было переведено вь ХШ вфкЪф. По этой причинЪ 
Могаммеда-Бенъ-Муза считали изобр®тателемъ алгебры 1““) 


14) Въ начал своего сочинен1я 475 тадпа Карданъ говорить: Наес 
атз ойт а Майотее, Мозаз Ато; НИо, инит зитрзй. ЕМепт 
йи1из тез (оси ез ФезИз Геопатаиз Разапиз. 

Тоже самое онъ повторяеть въ своемъ трактат$ Де зибнИние (№. 
ХУП), гд$ онъ ставить Могаммеда Бенъ Муза поел Архитаса и даеть 
ему девятое м$сто въ ряду двфнадцати величайшихъ генйевъ челов$- 
чества. Ниуе Майотениз Моя: Пиз Агтабз, Адебтайсае щ йа 
Исат ати; зтоещот, зиссеё. ОБ 34 тоетфит аб атиз потате содто- 
тет адерфиз ез&, 

Тарталеа приписываеть также Могаммеду-Бенъ-Муза изобрЪтене 
алгебры, которую онъ въ заглав!и У1 части своего сочинен1я бепегой 
анаю № питет е тизите, опредфляетъ такъ: Апйса ртайса зреси- 
[айеа 4е Рае тадпа, 4еНа т Атафо А1дебта её Атисаба]а, озег 
еда аеЛа соза, тоуща аа Маитей, НуИо ае Моззе атабо, 1а ашще 
зе рио @те а регЁеНа ие а сисщате, ес. 

Сначала приписывали изобр$теве алгебры Геберу, другому арабскому 
геометру. Такъ Стифельсъ, знаменитый н%$мецеЙ алгебраистъ, совре- 
менникъ Кардана, писаль къ профессору Милих!ю: Тио 4чо4ме сопзИло 
4345, Адебтат (4чат регзиазй Ъотлз тапотфиз а Себдто азтопото, 
сйоте ериз Ца сззе пипсирщат) ти ехетоИз ЗИизтаат зстрз 
(Атййтейса ущедта, р. 226); онъ же называеть часто алгебру Кедщ а 
Сет. Это мнфн1е было еще раздёляемо въ ХУП стол$ти (см. Керег, 

Наттопасез Мип®, ПГ. Т, ргор. 45); но оно не имфло другаго оено- 
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и имя его, по справедливости имфло большую извзетность 
между европейскими геометрами. Однако сочинене его, ко- 
торое, хотя бы изъ признательности, слфдовало напечатать, 
оставалось въ рукописи и было въ течеми трехъ стол 
забыто; только въ 1831 году Розень въ первый разъ напе- 
чаталь сго на арабекомъ и ангийскомъ язык%. Либри въ [ 
том Назвюше 4ез зеепесз сп Цайе напечаталъь одинъ изъ 
латинскихъ переводовъ, хранившихся въ королевской библ1- 
отскф. Переводъ этоть не такъ полонъ, какъ рукопись, ко- 
торою пользовался Розенъ. Въ немъ нзтъ между прочимъ 
геометрическаго отдзла. 


ИзвЪстно, что Мотаммедъ-Бенъ-Муза заимствоваль часть 
своихъ математическихъ познаний у ИндЪйцевь ''°). Надобно 
думать, что отъ нихъ онъ получиль и алгебру. Сочиненше 
его предетавляеть несомнзнноо сходство съ сочинен1ями 
ИндЪйцевъ, но нисколько не похоже на книгу Д1офанта. 
Могаммедъ, подобно ИндЪйцамъ, вводитъ геометрическя 


ван1я, кром$ сходства въ словахъ, и потому не могло удержаться, 0со- 
бенно посл того, какъ стала известна истинная этимологя слова 
алгебра, которое происходить отъ двойнаго арабскаго названия АТоебт 
$ Атосаб@ай, означавшато противоположенае и сравнеме (орроз о 
её сотратайо). Это назван1е, которое мы замфняемъ однимъ словомъ 
аллебра, хорошо подходитъ къ теор уравнев!Й, составляющей оснозва- 
н1е всей этой науки. 

Друг! писатели, во тлавЪ которыхтъ стоять Регомонтанъ п Ше- 
бель, считали первымъ основателемъ алгебры Д1офанта п это мн}н!е 
вообще было принято, такъ какъ Ллофантъ существовалт гораздо ра- 
нфе Арабозъ. Но въ настолщее время возвикт вопросъ о первенств» 
между Греками и Индусами. Брамегупта жилъ двумя вЪками поздн$е 
Длофанта, но совершенство его сочинетшя свид}тельствуетъ несомнфино 
о весьма древнемъ существованитг алгебры въ Инди!т. 

Пелетье въ своей элгебрЪф говоритъ, что это одно изъ такихъ дЪлЪ, 
пзобр$тене которыхъ не могло припадлежать одному челов$ку, и ко- 
торыя 2’07ё 073 тёШе, оютте в от4аге ач’артез ип 1019 (етоз ае 
оусизИотз, Т94еттлз84013 её 4е сопипиеПез ехетсйайотз Фезрти. 

15) Сазит, ВазБИоеса Атаблсо-Назрапа, р. 427--428.— СоергоокКс, 
Втайтедиюа ата Бтазсата А1дебта, О1ззеайоп,р 1.ХХИ.—Е. Вовеп, 
А1дебта оГ Мойаттей еп Муза, предисл. стр. УП. 
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соображеня, чтобы со всею леносттю обнаружить вЪрность 
алгебраическихъь дЪйствЙ; особенно замфчательно доказа- 
тельство, по этому способу, правиль для р$ёшевн1я уравне- 
ня второй степени, при чемъ онъ разсематриваетъ три слу- 
чая ‘“°). Сочинеше его содержитъ также, подобно индЪй- 


116) Эти три случая даны авторомъ только въ числовыхъ прим$рахъ; 
помош1ю буквъ они представляются въ вид трехъ слЗдующихь урав- 
нений: 

а? д — с = 0, 
а? — щ — с = 0, 
а2° — д с = 0. 


Общее уравнене второй степени можетъ представлять еще четвер- 
тый случай: 


а ба с = 0, 
тдЪ вс$ члепы положительные; Мотаммедъ объ немъ не говоритъ, такъ 
какъ корни при этомъ бываютъ всегда отрицательные. 


Во вс$хъ уравнен1яхъь онъ разсматриваетъ только доложительные 


корни, отрицательные же оставляетъ въ сторон, какъ неимВющце ни- 
какого значення. 


Въ третьемъ случав, для уравнен1я 91° — \ + с = 0, оба корня 
которато 
„ — 8 Ту р — дас 
2а 2а 


положительны (предполагая, что они дЪйствительные), Могаммедъ го- 
ворить, что вычисляется и тотъ и другой корень, но что всякй разъ 
необходимо удостов$ряться, который изъ нихъ соотвфтствуетъ вопросу. 
Сначала пробуютъ первый, получаемый отъ знака 74юсь; если онъ не- 
тодитея, то вопросу будеть необходимо удовлетворять второй корень, 
происходяпий отъ знака минусе. (У’йеп уом те и ат зпзапсе 
йасй тефетз уом 30 113 сазе, ту 4; зфиот 6у адфйоп, ата { м 
40 поф зетче, Теп зи тасйот сетиу чяП. Расе 11). 

Индфйцы принимали также два корня, когда они оба соотвфтетвуютъ 
вопросу (Вуа-@батйа, 8 8 130, 139), и отбрасывали одинъ изъ нихъ, 
какъ неимВюпий смысла, въ другихъ случаяхъ (104. 85 140, 141). При- 
мфромъ можетъ служить задача: Тнь зномома, имъющело 12 дюймовь 
вышины, уменьщенная на третью часть зипотенузы, равна 14 дю%- 
мамъ; нойти длину тъни. При р5шенш вопроса получается квадрат- 


. 45 
ное уравнен1е, корни котораго положительные и равны 5- и 9. Пер- 
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скимъ сочиненямъ, геометрическй отдзлъ о измфренш по- 
верхностей. 
ЭдЪеь же находимъ три приблизительныя выраженя отноше- 
И 62832 
20000’ 
какъь мы уже говорили, извЪетны были ИндЪйцамъ **); и 


——_ди 


22 — 
ня окружности къ маметру —-, у10 которыя, 


вый изъ нихъь соотвЪфтетвуетъ вопросу, потому что онъ болзе 14 и, бу- 
дучи уменьшенъ на третью часть гипотенузы, можеть дать 14; второй 
же будучи менфе 14, долженъ быть отброшенъ, какъ говоритъ Баска- 
ра, по причинЪ своей негодности (бу теазоп оГ @з зтеопдтийу). 

Лука Бурго во всемъ буквально слЗдуетъь за Могаммедомъ-Бенъ-Муза; 
ОНЪ Также разсматриваетъ три случая и для каждаго даетъ рёшене 
въ четырехъ латинскихъ стихахъ; потомъ онъ подтверждаетъ эти р?- 
шен1я геометрическими соображен1ями. Въ случа двухъ положитель- 
ныхъ корней, онъ признаетъ, что для ифкоторыхъ вопросовъ годятся 
оба корня, другимъ же удовлетворяеть только одинъ (5%сйе Гипо е 
Райто тодо зайзТа е Фета. Ма а 1е чоШе зе папе 1а зегиа а Рипо 
тойо. А Те ъойе а РаЙто. ЕТ фетсфе зе сазапдо 1а тайсе а а 
уетаптетще 4е 14а тца ае 1е созе поп зайзГасеззе @ Фета. Е Фи 1а 
ИНа ЕВ (тафесе) адлопда а 14а тиа ае е созе, е палегал ей 4ие$10: е 
та? ТаЦата се а ито ае В 40% тоф поп а зайзГайо ей ачез\цо. 
сое длопдпепа а, озетго сасапаода 4еГ атессате то 4е Те созе, её. 
битта ае Атййтейса, ес. Плзипено 8, Гасафиз 5, Ач. 12). 

Это несомннное сходство сочинензя Могаммеда-Бенъ-Муза съ одной 
стороны съ сочиненями ИндЪйцевь и съ другой стороны съ сочине- 
н1е’хь Луки Бурго достаточно объясняетъ начало алгебры у Европей- 
цевъ и прямое влян!е арабскихъ сочиневй на развит1е и характеръ 
математическихъь наукъ въ эпоху возрожден1я. Это мы и желали по- 
казать въ этой замЪтк?. 

62832 _ 3927 
20000 — 1250 
жить Индфйцамъ и что они нашли его, вычисляя сторону правильнаго 
многоугольника, имфющаго 768 сторонъ. 61 ’[ифат, соте аррагазсе 
Фф ип Ифто 4 Втапитл пи Алт-Аат. атеат тока соп 
41дедпоз15то  теюдо Сеотейлсо, тейние Гтзегеоте Ф ип 
фХойдото тедйате & 768 Чай сйе 14а сатеопретемга ае сзтгсо1о за 
атейго соте 3997 а 1250. (64990 зиПа зюта 4еЙе татетайсйе, 
орега ает 59. Р. Етапсмил, ТГлеса 1821, ш 8). Т. Симпсонтъ, посред- 
ствомъ вписыра“1я мпогоугольника о 768 сторонахъ пашелъ теже са- 
мое отношение 3,1416; онт, получилъ даже болЪе приближенное отношение 


17) Кажется, что отношеше — 3,14160 принадле- 
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три числа 13, 14 ин 15, выражаюцщия три стороны треу- 
гольника, что мы также ветр$тили въ сочинешяхъ Браме- 
гупты и Баскары. 

Сочинене Могаммеда далеко не такь обширно, какъ эти 
послфдн!я: въ немъ не говорится о неопредъленныхеь ура- 
вненшяхъ второй и даже первой степени. Причину этого мы 
находимъ въ предисловии автора, гд$ сказано, что онъ со- 
ставиль этоть сжатый трактать, по желаню калифа Аль- 
Мамуна, сь цЪзмю облегчить множество дЪйствли, часто 
представляющихся въ общественномъ быту и обыденной 
Жизни. 

Одно это м%$ето доказывало бы, что у Арабовъ въ то 
время были болфе обширныя и выспия сочинен1я, если бы 
мы даже не знали, что имъ извфетны были ученыя сочи- 
ненмя ИндЪйцевь и что сами они пиеали о рёшеви ура- 
внеюшй третьей степени, какъ мы это увидимъ ниже. 

Какъ бы то было, но это фактъ весьма замфчательный и 
достойный вниман!я европейскихъ ученыхъ, что трактатъ 
алгебры, который у Арабовъ разсматривался в5 1Х въкъ, 
какь элементарный и былъ, такъ сказать, практическимъ руко- 
водствомъ для всенароднаго употребленя, сдБлалея черезъ 
700 лЗть у Европейцевь А7з тадпа и поелужиль основа- 
немъ и началомъ величайшихь открыт въ наук *“*). 
628317 /_ | 
00600 (см. его Элементы Геометузи). Способъ его очень прость; не 


знаю, почему объ немъ никогда не упоминаютъ. 

1“8) До сихъ поръ изъ арабскихъь сочинен1й извЪетна была только 
алгебра Могаммеда-Бенъ-Муза. По крайней мЁ$р$ объ ней только гово- 
рили геометры ХУГ вЪ$ка: Лука Бурго, Карданъ, Пехетье, Тарталеа 
Стевинъ, и др. Но объ алгебр писали многе друе арабскле писатели: 
имена многихъ изъ нихъ и заглав1я ихъ сочиненй можно найти въ 
ВЗИоедие отчете ае ГП’ НегЬе]оф при словахъ Себу и Кеюь 
(стр. 966, 967, 981 изд. 1697, ш-Ро]). 

Существуеть еще сочинене, переведенное съ арабскаго на англй- 
скй языкъ въ Калькутт$ въ 1812 году; въ немъ изложены ариеметика, 
теометря и алгебра; я удивляюсь, почему о немъ не говорять въ 
послздн!е годы, когда стали заниматься исторею наукъ у ИндЪфйцевъ 
и Арабовъ. Затлав1е этого сочинев1я, до сихъ поръ намъ неизв$стнаго, 


12 
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Могаммедъ написалъь еще трактать о плоскихъ и сфери- 
ческихъ треугольникахъ, который, какъ говорятъ, существуеть 
еще и теперь подъ заглавемъ Де диз р4атлз её зрйает4сяв. 

Существуеть еще сочинеше по геометрии, которое онъ 
написалъь по всей вЪроятности вм$етВ съ двумя братьями 
Гаметомъ и Газеномъ, такъ какъ оно носитъ заглав!е Уегфа 
Моуз, Ша осрайег, Мафитей, Натей, Назеп. Въ этомъ 
сочинен!и доказана формула площади треугольника въ функ- 
ци трехъ сторонъ и приложена, какъ у ИндВйцевъ, къ 
треугольнику, стороны котораго суть чиела 13, 14 и 15. 
Доказательство тоже, какое было дано въ ХШ вЪкЪ Фи- 
бонакки и орданомъ Неморарлемъ и которое передано намъ 
Лукою Бурго и Тарталеа. Оно принадлежить, кажется, Ара- 
бамъ, потому что существенно отличается отъ доказательства 
Герона Александрийскаго. 


мы нашли въ каталот5 библлотеки Г.апо1ё$, атё. 552, именно: Те А\о- 
оа8и4-001-13а6, а сотрепфит ор ат йтейс ап деотейу; т Ше агабгс 
{аподиаде, бу Вийае-оодд-4еет, ор Ато т бута, 9 а тапайоп 
тю  зегяат атЯ соттетату, 6у Фе 1ще Миоищее ЕКмозйит ОТее 
ор -Тиотроо’: №0 итей 18 аа4ей а {теайзе оп дефта, ву №иут-о04-4еп 
ОДее Кфат, Йеа@ Фазее, ю Фе биг Пеешатее ата Млати Оащищ, 
Вездзе ат едйеа Фу Тагтее Ститий Мит, Мидфищее Тат ОТее ам4 
Спот ОЁит. СаиИа, Регега, 1812, ш 8. 

Либри издалъ недавно сочинене по алгебр, переведенное съ араб- 
скаго оригинала на латинеюй языкъ и остававшееся въ рукописи въ 
королевской б1блюотекз: Глбег аидтепй её ФиитиНотз чосиз пите- 
тазо фипаНотлз, ех ео дио4 затетез 1п4 розмегитЬ диет Абтайат 
сотюЦауй, её зесипаит Пфтит диз Лпаотит Фсриз езр, сотрозии. 

Сочинен1е это драгоцЪнно во многихъ отно'.еняхъ. Оно существенно 
отличается отъ сочиненй Могаммеда-Бенъ-Муза и имфетъ предметомъ 
исключительно правила простато и двойнаго ложнато положен1я. 33- 
т$мъ оно показываетъ, что правила эти получены оть ИндЪйцевь. До 
сихъ же поръ ихъ приписывали Арабамъ, основываясь на словахъ Луки 
Бурго, который пазывалъ ихъ правилами Несжаут’а „е сосабийо Атабо“ 
(Зитта 4е Аг. ес. Пазйтейо УП, фтасаиз 1) 

Но въ другихъ сочиненяхъь того же времени ихъ называють Аедща 
‘'[а15%, зеп @идтепй е 4естетепй, какъ назвалъ ихъ и компиляторъ 
АЪтавВат (см. Адо’Ийтиз Че $74еду1$, тт ошоат из, ас рторот- 
Нопфиз, сит аптетз ае т, [013% оиздие тедийз. ГлрёлсК, 1507, ш 4%). 
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Три сына Муза-Бенъ-Шакера написали много другихъ 
сочинев!й, которыя указаны въ ВФофеса Атаблсо-Нззрапа 
Казири ($. Г, р. 418). 

Алкидъ, одинъ изъ ихь знаменитЪйшихъ современниковъ, 
котораго Карданъ ставить, такъ же какъ и Могаммеда- 
Бенъ-Муза, въ число дв$надцати величайшихъ геневъ *“°), 
писаль также по все$мъ отдфламъ математики. Карданъ съ 
похвалою отзывается о его трактат Де теща зех диати- 
кит 15°). Въ примчани У мы говорили, въ чемъ соето- 
яло это правило шести количествъ, которое производилось 
или путемъ вычисленшя или посредетвомъ геометрическихъ 
построенй на основани Птоломеевой теоремы. 

Алкидъ писалъ о ариеметикз ИндЪйцевъь ()е Ау тейса 
‘ийса) и объ алгебрЪ (Де диапиние т4айуа, зеи Ащебта). 
Мы не будемъ упоминать о другихъ весьма многочисленныхъ 
сочинешяхъ его. Н%которыя изъ нихъ должны еще хра 
ниться въ испанскихь библ1отекахъ; мног!я изъ нихъ, безъ 
сомнзн!я, должны быть не лишены интереса '°*). 

Тебитъ-Бенъ-Корахъ, ученикъ Могаммеда-Бенъ-Муза, быль 
также знаменитый геометръ, владЪвший математикою во всемъ 
ея объем. Изъ множества оставленныхъ имъ сочиневйй, 
списокъ которыхь находимъ у Ёазири, преямущественпо 
одно, Де дтоМетайфиз а14ебт4с13 деотеичса табюоте сотртобая- 
з, должно было возбуждать живое любопытство геомет- 
ровъ, потому что въ немъ, какъ видно ‚изъ заглав1я, Тебитъ 
прилагаетъ алгебру къ геометрии. Безъ сомнфн1я, заглаве 


19) Де зиИбпиние Ил ХХТ ПШ ХУТ. 
150) 764., ПЬ ХУТ—Руасиса отИйтейсае, сар. 46.- Ориз похит 4е 
рторогйот физ питетотит, ефс. Ртор. 5. 

151) Особенно интересенъ былъ бы трактатъ объ индЪйской ариеме- 
тикф. Странно, что въ вопросЪ, возбужденномъ уже очень давно. о 
происхождени нашей системы исчислен1я и относящихся къ нему от- 
рывкахъ изъ Боэщя и Герберта, не обратились до сихъ поръ, вм$ сто 
разсужденй о форм цифръ, которая должна была необходимо измз- 
няться, къ сравненю этихъ двухъ отрывковъ съ арабскими сочинен!- 
ями по ариеметик$. изъ которыхъ ни одно, сколько мнЪ извфетно, не 
было ни переведено, ни издано въ оригинальномъ текст$. 


12+ 
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это и дало поводъ къ слдующимъ словамъ Монтуклы: „Те- 
„битъ писалъь о достовфрности доказательствъ поередствомъ 
„алгебраическаго исчислен1я и это можеть вести къ пред- 
„положению, что Арабамъ принадлежить также и ечастли- 
„вая мысль о приложен!и алгебры къ геометрии.“ Для насъ 
это предположене стало несомнфннымъ фактомъ, доказыва- 
емымъ уже алгеброю Могаммеда-Бенъ-Муза и подтвержда- 
емымъ еще болфе убЪдительно другимъ сочиненемъ, кото- 
рое сдЪлалось извЪетнымъ въ самое послБднее время бла- 
годаря Седильо. (Ат. 560%) 

Сочинене это есть отрывокъ алгебры (найденный въ араб- 
ской рукописи № 1104 королевской бибмотеки), въ которомъ 
зеометрически рф шены уравнен!я третьей степени. 


Седильо показываеть, что авторъ, прежде ч$мъ перейти 
къ рёшеню такихъ уравненй, р$шаеть посредствомъ двухъ 
параболь задачу о лвухь среднихъ пропорцональныхъ и 
потомъ пользуется этимъ при р$шенш н$которыхъ уравне- 
нш. Не замфтиль ли арабсвый геометръ, что веЪ уравнен!я 
третьей степенн могутъ быть р$шены посредствомъ двухъ 
среднихъ пропорцональныхь и посредетвомъ д$лешя угла 
на три равныя части? Извзетно, что это одно изъ откры- 
тй, приписываемыхъ Вьету. Арабсвый писатель строитъ по- 
средетвомъ круга и параболы корни уравненй вида 2 — 
ах -—6 = 0. Но эти изелдован1я относились, по всей в$- 
роятности, только къ численнымъ уравнен1ямъ, которыя одни 
встрфчаются во всЪхъ арабскихъ сочинен1яхъь и въ евро- 
пейскихъ до Вьета; нуженъь быль неизм$римый шагъ, что- 
бы перейти оть этого кь ршеню буквенныхъ уравнений. 

Во всякомъ случаЪ, не смотря на это ограничене въ ал- 
гебраическихъ изысканяхъ Арабовъ, мы можемъ сказать, 
что они не только имЪфли алгебру, но умФли. также выра- 
жать формулы графически и наглядно представлять ихъ зна- 
чен1е; Кеплеръ '2*) сожалфлъ, что ему было неизвфетно это 


15°) Кеплеръ, не находя графическаго объяенен1я для квадратнаго 
уравнен1я, опред$ляющаго отношене стороны правильнаго пятиуголь- 
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прекрасное и драгоцнное искуство, которое было одно изъ 
самыхъ важныхь открыт Вьета. 

До сихъ поръ думали всегда, что свЗдфн1я Арабовъ не 
простирались далфе уравнешй второй степени. Это мн%н!е 
основывалось па томъ, что Фибонакки и Лука Бурго не шли 
далфе этого !?°). Монтукла первый усомнился въ этомъ и 
думаль, что Арабы могли заниматься изслфдовашемъ урав- 
ненй третьей степени; онъ основывался на заглави, 49дебта 
сибса, зеи ае ртоМетайит, зоВаотит тезофийопе, одной ру- 
кописи, перенесенной съ востока знаменитымъ Гомемъ 
(СоНиз) и находящейся въ Лейденской бибмотекВ '!5°), От- 
рывокъ алгебры, найденный Седильо, подтверждаетъь мнфне 
Монтуклы, которое, благодаря этому обстоятельству, стано- 
новится особенно важнымъ для истори науки у Арабовъ. 

Но ничто не даеть намъ права думать, что имъ было из- 
вфетно амебраическое рБшеше уравнен!й третьей степени, 
т. е. выражеюе ихъ корней. Напротивъ, заглавя рукописей 
Лейденской и НПарижекой королевской библотеки указыва- 
ютъ, кажется, на то, что вопросъ состояль въ геометриче- 
скомъ построени корней посредетвомъ т$лесныхъ м%етъ 
(коническихъ сЪченй). 

Изъ всеБхь отдфловъ математики Арабы особенно тща- 
тельно разработали тригонометр1ю, по причин приложен 
ея къ астрономш. Благодаря значительнымъ усовершенетво- 
ванямъ, они придали этой наук$ новую форму и приепосо- 
били ее къ приложен1ямъ, которыя Греки могли дфлать толь- 
ко съ большимъ трудомъ. 


ника къ рад1усу описаннаго круга, выражается такъ: дцотойо аресио- 
пет тертаеземафо? 4ио асйь деотей“ксо? М№иЦПо аПо 44 досеог фасете, 
фиат изиртатдо оторотИиопет, диат дчаето: рттейлит рейит. М 
зе’ сщещойот, дезифи физ оттФиз двотейчае ртаез4ийз. Наететз ищет 
зртеа питетгогит, |ргията соззат змат тезрей. Нос чпит е$ 
Фзстатет ИЩег со3$3саз еЁ ищет деотеказ ащеттитаНотез. (На’- 
топфсез Мипдь Щ. Т, ру. 37). 

5*) Фибоннаки рфшаетъ, правда, нфсколько уравненй высшихъ сте- 
пеней, но только такихъ, которыя приводятся къ квадратному. 

154) Назюте 4ез Майфетайаиез, +. 1, р. 383. 
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Первые уси$хи тригонометр1и начинаются со времени 
Альбатегыя, князя Сирйскаго '5°), который процвЪталъ око- 
ло 880 и умеръ въ 928 году. Этому великому астроному, 
прозванному Птоломеемъь Арабовъ, принадлежитъ счаетли- 
вая и плодотворная мысль замфнить 20рды дугъ, употреб- 
длявиИяся Греками въ ихъ тригокометрическихъ вычислен1яхъ, 
полухордами двойныхь дугъ, т. е. синусами самыхъ дан- 
ныхЪ дугъ. „Птоломей, говоритъ онъ, употреблять цфлыя 
„хорды только для простоты доказательствъ; мы же будемъ 
„брать половины хордъ двойныхь дугъ 155)“. 

Альбатегнй нашелъ основную формулу сферической три- 
гонометри: 


с0з3а = 6086. 6036 + тб. тс. соз А, 


и употребляль ее въ различныхъь приложевяхъ '?7). 

Въ сочиненяхъ его находимъ нервую мысль о тангенсахъ 
и выражене див. ‚ которое не употреблялось у Грековъ. 

6081148 

Альбатегый вводитъ это выраженте въ вычисленяхъ гномони- 
ки и называеть удлинненною тльнью (отфге &еп4дие); это 
есть ничто иное, какъ нашъ тригонометричесый танленсь. 
Альбатегый имфлъ двойныя таблицы, которыя давали длины 
ТБни, соотв тствующия высотамъ солнца и высоты, соот- 
вфтетвующя т$нямъ; т. е. тангенсы дугъ и дуги, соотвЪт- 
ствующя тангенсамъ. Но таблицы эти вычислены были для 
радтуса 12, тогда какъ его таблицы синусовъ относились къ 
радлусу 60; это доказываеть, что онъ не думаль еще вве- 
сти тангенсы въ тригонометричеекя вычислен1я ‘°°). 


155) Настоящее имя этого теометра есть Могаммедъ-Бенъ-Геберъ; онъ 
прозванъ быль аль-Батани, потому что родился въ Батанф, город 
Месопотамии; изъ этого имени сд$лано было Альбатегнй. 

156) Пе!атЬге, Назюте 4е Разтопотме аи тоует 4де, р. 12. 

157) Т644., р. 21, 164. ИзвЪетно, что соотв$тствующая формула: 


с08А —=3тА. 9тС. соза — созВ. созС 


пришадлежить Вьету, который халъ ее въ 1598 году въ ГТатогит ае 
тебиз тафето ас тезропзогит, ПЪ. УПТ 
8) Даашрге, Н№зюе ае Разтопопие 4и тоует @де, р. М. 
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Этотъ новый шагъ сдфлали геометры Абулъ Вефа и Эбнъ- 
Юнисъ живпйе стол т1емъ позднЪе его. 


Абулъ Вефа (937—998), изложивъ теор1ю синусовъ, опре- 
двляетъ другя тригонометричесяя линш, которыя онъ „бу- 
„деть употреблять въ своемъ сочинении, чтобы пользовать- 
„ся ими при р5шенши разныхь задачъь сферической астро- 
„номИ., 

Эти лини суть тангенсы и котангенсы, которые онъ на- 
зываеть обратными и прямыми тънями и секансы, назы- 
ваемые у него Фаметрами ттьни. 


Абулъ Вефа вычислиль таблицу тангенсовъ для рад1уса 60; 
секансовъ онъ не вычислялъ. 


Его таблица тангенсовъ боле не существуеть; но для 
насъ важно только знать, съ какого именно времени нача- 
лось ихъ употреблеюте въ тригонометрическихь вычисле- 
Н1ЯХЪ. 


Это счастливое нововведене въ наук, изгнавшее изъ нея 
сложныя и неудобныя выраженя, содержация синусы и ко- 
синусы неизвфстнаго, перешло кь Европейцамъ только че- 
резъ пятьсоть лЪть посл этого; оно приписывается Ре- 
ггомонтану и даже черезь сто лБть посл$ него Коперникъ 
не зналъь еще этого нововведеня. 


Эбнъ-Юнисъ (979—1008) также употребляль т$ни, т. е. 
тангенсы и котангенсы и имЪль для этого шестизначныя 
таблицы 15°). 


Ему принадлежить первая мысль 0 введенш вепомога- 
тельныхъ угловъ для упрощеная формулъ и для устраненя 
извлечен1я квадратныхъ корней, которые такъ затрудняли 
вычислен1я. Эти проемы теперь весьма обыкновенны, но они 
долгое время оставались неизвестными въ Европ и толь- 
ко черезъ 700 лБтъ ветр$чаются н%которые примфры ихъ 
въ сочинешяхъ Симпсона (Оеаге, Нёзюзуе 4е Разтопотще 
аи тоует 4де, р. 165). 


5) 1054., р. 164, 
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Астроному Геберу, жившему, какь предполагаютъ, окохо 
1050 года, обязаны мы формулою сферической тригономе- 
три с08С == з%В. с08е, одною изъ шести формуль, служа- 
щихъ для рф шен1я прямоугольныхъ треугольниковъ ‘5°). Фор- 
мула 05а = с049В. со С не была извЪстна до ХУТ взка, 
она была найдена Вьетомъ. 


06% эти формулы отличаются тБмъ, что содержать вь 
себЪ два косые угла треугольника. Грекамъ извфетны были 
только четыре другля формулы и он% были для нихъ доста- 
точны, такъ какь въ ихъ приложеняхъ тригонометр1и къ 
астроном1и не встр$чалея случай трехъ данныхъ угловъ. 

Таковы важнфйпия усовершенствован1я, сдБланныя Араба- 
ми въ тригонометрии. 


Такимъ образомъ Арабы могли съ уси$хомъ заниматься 
астрономей и между арабскими писателями можно насчи- 
тать весьма многихъ, посвятившихъ себя этой наук$. ЭдЪеь 
не место говорить о ихъ успЪхахъ въ этомъ отношеши; 
мы скажемъ только нЪеколько словъ объ одномъ изъ при- 
ложенй, именно 0 гномоник5, которая въ сущности пред- 
ставляеть вопросъ чисто геометрическй. 


Арабы придавали большую важноеть построеню солнеч- 
ныхь часовъ, которые были для нихъ почти единственнымъ 
средствомъ изм$решя времени. Этимъ вопросомъ занима- 
лись, начиная съ [Х в%ка, самые знаменитые геометры. Въ 
такого рода изслБдованямъ относились, безь сомнЪвя, два 
сочинен1я Алкинда: Де дот одзотит зоафетсогит 4езстр- 
Нопе и Пе 1ю0т0ю0д0 фотзотаЙ ртаезатйоте; и также два 
слЪдующя сочиненя Тебитъ-Бенъ-Кораха: Де фоготейа 
зеи 10743 Фитил8 ас пост и Ое Вдита Ипеатит диз 
дпототетит ($3 911655 итбта) регситти. Послднее за- 
глав1е показываетъь, кажется, что Тебить при построенш 
солнечныхъ часовъ пользовался коническими сфченями. Мы 
увидимъ, что такой способъ употребленъ быль съ большимъ 


160) Черезъ В, (, мы означаемъ два косые угла треугольника, черезъ 
6, с—противоположныя стороны и черезъ & гипотенузу. 
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искусствомъ другимъ арабскимъ геометромъь въ ХШ в5к$. 
Изъ Европейцевь мыель эта явилась въ первый разъ у Ма- 
вролика; благодаря ей, сочинен1е его получило характеръ 
оригинальностя и сдфлалось извЗетно. 


Гномоника болЪе всего обязана арабскому писателю Абулъ 
Гассанъ Али изъ Марокко, жившему въ начал ХШ в$ка; 
сочинен1е его называлось: Анула соединяющая в5 себъ на- 
чала и уъли, потому что оно состояло изъ двухъ отдль- 
ныхъ частей: въ первой говорилось о вычислензяхь, а во 
второй о инструментахь и ихъ употреблеши. Седильо, 
смерть котораго (въ 1832 году) ееть чувствительная потеря 
для математическихь наукъ и для восточныхъ языковъ, пе- 
ревель это сочинеше, которое было издано сыномъ его 
(М. Г. Ам. $6410) подъ заглавемъ: Туае 4ез тзиитет 
азтопотядиез 4ез Атабез (2 уд]. т-4°, Ралмз, 1834). 


Сочинен1е это представляетъ полный и весьма подробный 
трактатъь гномоники Арабовъ; въ немъ много новаго, изо- 
бр$теннаго самимъ Абулъ Гассаномъ. 


Эдфеь въ первый разъ находимъ мы лишШи равныхь часовъ 
которыя вовсе не употреблялись Греками. Это нововведе- 
н1е, сохранившееся потомъ у геометровъ новаго времени, 
‘принадлежить, кажется, самому автору, потому что онъ го- 
воритъ: „Въ этомъ сочинени мы указываемъ вещи еще не- 
„употребительныя, какъ результать нашихъ собетвенныхъ 
„размышлевй и соображений.“ (Тау. Ш, еВар. 14). Въ боль- 
шой подробности онъ излагаетъь построене линй разновре- 
менныхь часовь (етрогадтез, которыя называются также 
атйдиез, зпедщез !'), уиддиез). 


‘8") Часы эти, представляя собою всегда двфнадцатую часть време- 
ии между восхожденемъ и захожден1емъ солнца, считались равными 
впродолжен1е каждаго дня, но продолжительность ихъ была различна 
въ разные дни. Лин!и, обозначавиия эти часы отличались весьма мало 
оть прямыхъ лин, какъ это доказано Деламбромъ посредствомъ вы- 
числен1я (Ыз3ю"е ае Разтопотйе апдетте, Т.П, р. 481). Но свой- 
ства этихъ лин!й, еще неизв$стны; онф могли бы быть предметомъ 
прекрасной задачи анализа, которая приводится къ слБдующему: 
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Въ главахь ХХУТ и слдующихъ, подъ загланемъ: Опре- 
дълензе параметра и члавной оси параллелей для каждело 
даннало моста, Абулъ Гассанъ пользуется свойствами ко- 
ническихъь сБченй для черчения дугъ часовыхъь лин. Онъ 
вычисляеть параметры и оси этихь кривыхь въ функции 
широты м$ета, склонев!я солнца и высоты гномона. 


Этоть отдвль сочинешя показываетъ, что геометръ-астро- 
номъ Абуль Гассанъ былъ человЪкъ зам чательный. Онъ не 
даетъ доказательствь своихъ правилъ, потому что они долж- 
ны были находиться въ написанномъ имъ сочинени о кони- 
ческихь съченяхь. Деламбръ основательно изучилъ всю гео- 
метрическую часть сочиненя Абулъ Гассана и нашелъ что 
прлемы его гораздо лучше указываемыхъ Командиномъ и 
Клавтемъ, —писателями, которые чертили часовыя лини так- 
же при помощи теор1и коническихъ сБченй. Впрочемъ онъ 
зам$тилъ, что правила арабскаго геометра не доведены еще 
до окончательной простоты: въ нихъ для опредфленя пара- 
метра вводится высота полюса и это усложняетъ и удлин- 
няеть вычисления безъ всякой нужды, такъ какъ выражен!е 
параметра, приведенное только кь существеннымь элемен- 
тамъ, не зависитъ, какъ это доказаль Деламбръ, оть выео- 
ты полюса и содержитъ только склоневше солнца и высоту 
гномона. Замфчательно, говорилъ Деламбръ, что эта столь 
важная для гномоники теорема не обратила на себя внима- 
н1я писателей, предлагавшихъ весьма сложные пр!емы для 
построен1я часовыхъ линЙ помощю коническихь сче- 
нш 19°). 


Представимъ себъ на полусферь нусколько крулювь, плоскости ко- 
торыль параллельны между собою, но наклонены къ плоскости большало 
круа, служащало основанемъ полусферь; если ду эти параллель 
ныхь крузовь раздълимь въ постоянномь отнощеи, то точки дъленмя 
образують на поверхности полусферы хривую двоякой кривизны. Про- 
ведемь черезь эту кривую конус, вершиною которало быль бы центиуъ 
полусферы: —съчеме такозо конуса плоскостью будеть литя равныть 
400863. 

'07) Назюе ае Разтопотае аи тоуеп @де, р. 536. 
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Теорема эта, выраженная геометрически, показываетъ, 
что вс съчендя прямало конуса плоскостями равно отстоя- 
цими отъ вершины имъють одинаковый параметръ. 

То же свойство принадлежить и косому конусу. Это сл$- 
дуеть изъ прекрасной теоремы Якова Бернулли, на кото- 
рую мы указали по поводу коническихь сфченй Аполлон1я 
и которою Бернулли пользовалея для опред$лен1я параме- 
тра сВченя косаго конуса (при чемъ онъ предполагалъ с3- 
кущую плоскость перпендикулярною къ осевому треуголь- 
НИКУ ). 

Магомету Багдадину, геометру Х стол$тя, припиеы- 
ваютъ изящное изел$дован!е о раздфлен!и поверхностей, пе- 
реведенное Тоганномъ Де и ВКоммандиномъ ‘°?). 

Сочинеше это иметь предметомъ разд$ленме фигуры на 
части пропорцональныя даннымъ числамъ посредетвомъ ли- 
нй, приводимыхъь подъ извзетными условями. Оно заклю- 
чаеть въ себ 22 предложенля, изъ которыхъ 7 относится 
къ треугольнику, 9 — къ четыреугольнику и 6 — кь пати- 
угольнику. Авторъ излагаетъ эти предложеня въ форм$ за- 
дачъ, затЪмъ даетъ р5шен1я, которыя потомъ доказываетъ. 

По своему характеру сочинене это предетавляетъ допол- 
нен1е къ геодези: ему впоелБдетв1и подражали веЪ новые 
геометры въ сочиненяхъ по практической геометрии. 

Де и Коммандинъ предполагали, что сочинене это можеть 
быть приписано Евклиду, который также писалъ о дфленш 
фигуръ, какъ это указываеть Прокль въ своемъ коммента- 
р1В на первую книгу элементовъ. Савилй не раздЗлялъ это- 
го мнзн1я и вопросъ съ того времени остается неразр$шен- 
нымъ. Мы съ своей стороны весьма склоняемея къ тому, 
чтобы приписать сказанное сочинене одному изъ грече- 
екихъ геометровъ, если угодно—-Евклиду, такъ какь Проклъ 
упоминаеть о его Туасайз 4е Филяютиз; сочиневше 


165) Де зиретреетит диляют физ бег Масйотею Ваддефто а4зстз- 
из. №Митс рутит Зоаптлз ШФее Гоп@тептзз 6 Еедетес; Соттапаии 
Пубтайз орега т {ивет ефиз. 

Кедегю Соттатфта 4е вадет те пеПиз. Р1замы, 1570, ш—4, 
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по форм и чистот$ геометрическаго стиля совершенно по- 
добно греческимъ сочиненямъ и никакимъ образомъ не по- 
хоже на сочинешя Арабовъ, которые, соединяя науку Гре- 
ковъ съ наукою Индусовъ, вводили въ геометр!ю алгебраи- 
ческя вычислен1я и доказывали самыя обиия теоремы на 
числовыхь прим$рахъ, слБдовательно не въ той мЪр$ общно- 
сти и отвлеченности, какъ мы это находимъ въ сказанномъ 
сочинени. Прибавимъ еще, что Греки съ перваго времени 
алексанхрАйской школы писали о геодези, какъ это видно изъ 
сочиненя Герона старшаго, которое издано Вентури; если 
бы у нихъ не было трактата Де @130т6из зирегНаегит, 
то это быль бы пробфлъь несогласный съ полнотою всфхъ 
другихъ сочинений ихф. 

Оптика была у Арабовъ предметомъ изелБдован1я мно- 
гихъ писателей, изь которыхъ самый извЗетный есть Аль- 
газенъ. Его дошедшее до наеъ сочинеше '5“) отличается 
глубокими и обширными геометрическими изыскан!ями; 
здЪеь между прочимъ находимъ мы р$шене задачи, зави- 
сящей при аналитическомъ способБ изел$доваштя отъ урав- 
нен!я четвертой степени. Задача заключается въ опред$ле- 
ни отраженя точки оть сферическаго зеркала по даннымъ 
положен!ямъ глаза и предмета. Она занимала собою знаме- ` 
нитыхъ геометровъ новаго времени: Слюза, Гюйгенса, Бар- 
рова, Лопиталя, Р. Симеона. Посл5днй р%шилъ ее очень 
просто помощю чисто-геометрическихь соображешй. (5ес- 
_ попит сотсатит бт Т, Аррепатх, р. 223). 

Думали, что сочинеше Альгазена есть подражаше Опли- 
к Птоломея. Таково было мнёше Монтуклы. Но Деламбръ 
не раздляль его, хотя онъ вообще склонялся къ мнЪнямъ 
въ пользу Грековъ; онъ предполагаль даже, что сочинене 
Птоломея могло быть совсёмъ неизвфетно Альгазену, такъ 


16%) Напечатано въ Базел$ въ 1572 году вмЪфетВ съ третьимъ изда- 
н1емъ Оптики Вителл1о подъ заглав1емъ: ОрЙйсае Тезаитиз. АТазет 
Ата И6тз зещет, пипс утутит ей. Еуизает Ифет 4е стеризси$ 
вр пибфит азсепяотиз. Пет Уцешотл5 Триттдо-Рою7т 6"; ае- 
вет, а Ет. Казпего, т. №1. 
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какъ собственное сочинеше послфдняго гораздо совершен- 
нфе ‘°). Вакъ бы то ни было, сочинеше Альгазена дфлаетъ 
честь Арабамъ и мы должны его разсматривать какъ осно- 
ву нашихъ познанй въ ОптикЪ. Польсый геометръ Вител- 
110, одинъ изь ученфйшихъ людей 13-го стол5тя, пользо- 
валея этимъ сочинешемь при составлени своей Оптики, пер- 
вой, написанной европейскимъ геометромъ. 


Мы обязаны (Седильо знакометвомъ съ новымъ ориги- 
нальнымъ сочиненемъ Арабовъ, именно съ трактатомъ 
Гассана бенъ Хайтема о извьстныхь в5 зеометруи (Тгаце 
4ез соппиез дботеётщиез) “°°). 


Этотъ геометръ процвфталъ около 1009 года и умеръ въ 
Каир въ 1038 году. Онъ написаль комментарии къ Альма- 
геету и къ опред$лешямъ, съ которыхъ начинаются элемен- 
ты Евклида. 


Его практатз 0 извюстныхь раздлень на двЪ книги. 
„Первая, говоритъ онъ, содержить совершенно новаго рода 
„предметы, которые никогда не были извфстны древнимъ 
„геометрамъ; во второй же заключается рядъ предложен 
„сходныхь съ тфми, которыя находятся въ первой книгЪ 
„Оса, но которыхъ н$зть въ этомъ сочинени Евклида“. 


Подъ рубрикой Ридфедотепта авторъ излагаеть метафизи- 
ческое разсуждене о опредБлени извъстныхь, о ихъ раз- 
дълени и подраздБ лени, и о свойств тЪхь количествъ, къ 
которымъ извъстиныя относятся. 


По этимъ вступительнымъь разсужденямъ, говоритъ Се- 
дильо, характеризующимъ духъ ученыхь во время Гассана 


'65) Назюзте 4е Гайтопотме атедетте, Т. П, р. 412. 

166) Моиеаи доитпай азиийщцие, Мы, 1834. 

Рукопись, съ которой Седильо сдфлалъ свой переводъ, отм$чена 3-мъ 
1юня 1144 тода; въ королевской библотек она находится подъ 
№ 1104 вм$етЪ съ шестью другими арабскими сочиненлями по матема- 
тик®. Седильо обЪщалъ издать и эти сочинен!я, изъ которыхъ одно,— 
именно вышеупомянутый отрывокъ по алгебрф о рёшевши уравнемй 


третьей степени,—будетъь важнфйшимъ памятникомъ для истори мате- 
матики у Арабовъ. 
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бенъ Хайтема, можно достаточно точно оцфнить математи- 
ческую философлю Арабовъ. 


Но ученый переводчикъ передаетъь намъ только начало 
Рудедотепа и мы не видимъ, какое значен!е могли имть 
эти тонкя различя для геометрическихъ предложенш, сос- 
тавляющихь ` существенный предметъ сочинен1я. Безъ сом- 
нЪн1я различ1я эти относятея кь формЪ, въ которой авторъ 
излагаеть свои предложен1я. Но указываеть ли онъ пользу 
такой особой формы, также какь научный характеръ и ис- 
тинное значен1е предложен? Знать это было бы въ 060- 
бенности важно. 


Форма предложенй такова же какъ въ Оща Евклида, 
такъ что `сочинеше есть ничто иное, какъ подражаюте и 
продолжеше Пао; съ тфмь впрочемъ различемъ, что пред- 
ложен1я первой книги суть „предметы совершенно новаго 
рода, неизвЪстнаго древнимъ“ и относятся къ предложе- 
нямъ о геометрическихь мЪетахъ, тогда какъ предложеная 
Евклида суть обыкновенныя теоремы, въ которыхъ все опре- 
дЪлено. 


ЦБлмю предложений въ Даю Евклида было доказать, что 
нфкоторый предметъ (точка, прямая, или чиело), получае- 
мый чрезъ данное построене, или изъ данныхъ уеловйй, со- 
вершенно опред%ленъ, и затЗмъ найти этотъ предметъ по 
величин и положеню. 


Такова же цзль предложенй первой книги „извьстныхь “ 
Гассана бенъ Хайтема, но тутъ въ усломяхъ каждой задачи 
входить неопредленность, приводящая къ изслЗдован!ю 460- 
метрическоло мъста. 


Предложев1я эти двоякаго рода. 


Въ однихъ требуется доказать, что н®которое зеометриче- 
ское мъсто совершенно опредЪлено, когда оно является по- 
слЪдовательностио точекъ, удовлетворяющихъ даннымъ усло- 
в1амъ, и затБмъ требуется найти прямое и непосредствен- 
ное построенте этого м%ста. 
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Воть выражене одного изъ предложевшй этого рода: 


Из5 двухь извьстныхь по положеню точекз проводим 
двъ прямыя лини, пересъкающйяся в5 нъкоторой точку под 
извъетнымь уломь; если одну из этиль линий продолжимь 
потом5 такз, чтобы длина ея находилась с5 продолженяемз 
6% Извъстномь постоянном5 отношени, то конецз продол- 
женя будеть находиться на окружности круа, извъет- 
нало по положеняю. (11Ъ. Г, Ргор. УП). 


Во вс$хъ такихъь предложеняхъ геометрическое м$ето 
есть или прямая лишя, или кругъ. Они кажется вообще 
заимствованы изъ 0са фапа Аполлотя. 


Въ предложеняхъ другаго рода ищется не самое геомет- 
рическое м®сто, а что нибудь къ нему относящееся и что, 
велфдствые неопредзленности построенля, принадлежитьъ без- 
конечному множеству точекь или линй. Наприм$ръ: 


Изь двухь касающихся круювь одинь лежитз внутри 
друзало; кз меньшему крууу проводимз касательную, конець 
которой (не точка прикосновенля) находится на большемъ 
крумь; если соединимь этотз конець сё точкою прикосно- 
веная обоих круювз, то отношенле посльдней лили къ 
касательной будет извьъстно. (Ргор. ХХ). 


Послфднее предложене и друпя подобныя ему относятся, 
какъ мы видимъ, кь тому же роду предложений, какъ и по- 
ризмы Евклида по воззр8нтю Р. Симсона. 

Первыя же предложеня, отличаюцщияея т$мЪъ, что въ НИхъЪ 
ищется геометрическое м$ето, соотвЪтетвуютъ идез, кото- 
рую мы составили себЪ о характер$ и истинномъ значени 
поризмъ, прежде нежели намъ сдфлалось изв5етно сочине- 
н!е арабскаго геометра (См. Прим. Ш). 


Сочинене это до сихь поръ есть единственное, пред- 
ставляющее намъ аналомю, или по крайней мфрЪ н3зкото- 
рое сходство, съ знаменитыми книгами Евклида о пориз- 
махъ. Это обстоятельство уже само по себ придаетъ ему 
значеше въ нашихь глазахъ; и открыт!е этого сочинения, 
подтверждающее въ нзкоторой степени мнзн1е ученаго гео- 
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метра Гастильона, думавшаго, что сочинене Евклида еще су- 
ществовало на восток$ въ ХШ столфтми, позволяеть по 
крайней мфрЪ надфяться, что между многочисленными араб- 
скими рукописями, которыя до сихъ поръ лежатъ неразо- 
бранныя въ библ1отекахъ, найдутся нфкоторые слфды учения 
о поризмахъ. Не знаемъ, относится ли къ этой теори одно 
сочинене Тебита бенъ Кораха, указанное въ каталог вос- 
точныхъ рукописей Лейденской бибмотеки подъ заглавемъ: 
ДРаютит зе Чееттипаютит ег сопипепз ртоМетща 
деотейчса. Сочинеше это по заглайю и по имени автора 


должно привлечь внимане геометровъ, знающихъ арабскй 
ЯЗЫЕКЪ. 


Ве предложен1я второй книги „ извюстныхь“ одного рода 
съ предложенями Евклида, хотя и не одни и тЪ же; какъ тв 
такъ и друйя относятся къ элементарной геометруи (къ пря- 
мой лиши и кругу), хотя нЪкоторыя представляють большую 
степень трудности. Они въ родф т$хъ задачъ, которыя въ 
настоящее время предлагаются для упражнен!я ученикамъ, 
уже усвоившимъ себЪ элементы геометр!и. Приводимъ сл5- 
дуюпия: 

Б5 треулюольникъ, котораю стороны и у1045 извъетны, 
проводимь отз вершины кз основаню прямую линдю; если 
извъетино отношенае квадрата этой лини къ прямоуюл- 
нику изъ двухь отръзковь основанля, то и положене лини 
будет» извъстно. (Ргор. ХУ). 


Черезь двъ точки взятыя на окружности круза даннало 
70 величинь и положеную, проводим двъ прямыя, перест- 
киюийяся на окружности; если известно произведенае этих 
двух5 лин, то и каждая изь нижь по величинь и поло- 
женю будеть извъстна. (Ргор. ХХП). 


Если къ двумь крузамз, извьстнымь по величинь и поло- 
женлю, проведемь прямую касающуюся обоихь круювз, то 
эта прямая также будет извъетна по величинь и поло- 
жен. (Ртор. ХХ и ХХУ—посл$двая предложения въ со- 
чинени). 


ПРИМЖЧАН!Я 295 


„Ве эти вещи, говоритъ въ конц$ Гассаиъ бенъ Хайтемъ, 
„весьма полезны при рзшенш геометрическихъ задачъ и не 
„были высказаны ни однимъ изъ древнихъ геометровъ“. 

По своему характеру сочинене это заслуживаетъ быть 
поставленнымъ съ одной стороны между Рща и Ротзтаа 
Евклида и между Соса репа Аполлошя, съ другой сторо- 
ны между сочиненями Р. Симеона и Стеварта; подобно 
имъ оно заключаетъ въ себЪ дополненая къ элементарной 
геометр1и, назначаемыя для облегчен1я при ршени задачъ. 

НЪкоторые думали найти въ этомъ сочинеши Гассана 
бенъ Хайтема аналогю съ геометрлею положеня, какъ ее 
понимали Д’Аламберть и Карно. Но мы не можемъ приз- 
нать подобной аналоги между мнЪн1емъ Д’Аламберта, который 
самъ видЪль въ этой наук$ особенность, противорзчащую 
характеру алгебры '°7), между Оботейде 4е розйоп Карно 
и между сочинентемъ арабскаро геометра. Карно въ своей 
геометрли положеня имфлъ главнымъ образомъ въ виду уста- 
новить правильную теорлю отрицательныхь количествъ и 
его геометр1я положения по его собственному воззр5ю и 
на самомъ дфлф была ничто иное какъ обыкновенная гео- 
метр1я, въ которой, согласно съ его ученмемъ объ отрица- 
тельныхь количествахъ, каждое доказательство, выведенное 
для достаточно общаго случая, можеть быть непосредствен- 
но и безъ веякихъ новыхъ пр!емовъ прилагаемо ко всякой 
другой форм$ фигуры '°°). 


167) „Было бы желательно изыскать средство вволитъ яоложеще въ 
„вычислен1я задачъ, что въ большинствЪ случаевъ значительно упро- 
„стило бы ихъ; но состояще и самое свойство анализа, кажется, не 
„допускаютъ этого“. (Еисуорафе, Ат. бийианот). 

168) Это было существенное нововведен!е, которое за нФеколько лЪтъ 
не было бы допущено двумя математиками, избравшими спецальнымъ 
предметомъ своихъ работъ чистую геометрю и ей обязанные своею 
извфетностю. Мы говоримъ о Р. Симсон$ и Стеварт$, которые для 
каждаго предложен1я давали столько доказательствъ, сколько раз- 
личныхь формъ могла допускать разсматриваемая фигура вел$детв!е 
различнаго расположен1я ея частей. Карно, напротивъ того, доказавъ 
предложен1е для фигуры въ ея общемъ состоянйи, показываетъ зат$мъ, 
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Благодаря этому новому характеру общноети, простоты 
и краткости и евойетву теор1й и многочисленныхъ предло- 
жен!й, заключающихся въ сочинеши Карно, сочинене это 
пр1обрЪло свое научное значенше и им$ло счастливое вля- 
не на успзхи чистой геометрии. 

Не основываясь на идез Д’Аламберта, сочинене Карно 
не представляетъ никакой аналоги съ сочинешемъ арабска- 
го геометра „о извъстных в5 чеометреи". 


Не можемъ кончить нашего обзора трудовъ Арабовъ по 
геометр1и, не сказавь слова 0 знаменитомъ персидскомъ 
астроном и геометр$ Нассиръ ЭддинЪ изъ Фузы (1201— 
1274), котораго сочиненя, написанныя на арабскомъ языкЪ, 
обнимаютъ всЪ отрасли челов$ческаго знан1я. Въ нихь на- 
ходимъ, за исключешемъ трудовъ относящихея къ астроно- 
мш, переводы многихъь греческихъь сочиненй Евклида, Ар- 
химеда и Феодос1я, сочинен!е по алгебр$ и Сотрепфиит 
ариеметики и алгебры. Изъ вефхь этихъ трудовъ только 
элементы Евклида были изданы знаменитою книгопечатней 
Медичи (Вота, 1594, ш 101.) съ присоединенемъ коммен- 
тар1я Нассиръ Эддина,—комментар!я, пользующагося уваже- 
нцемъ и принесшаго пользу многимъ писателамъ въ то вре- 
мя, когда арабсый языкъ быль боле распространенъ, ч5мъ 
теперь; ибо въ этомъ комментар!Б содержатся мног1я новыя 
доказательства предложений Евклида. Особенно зам чатель- 
но здЪеь доказательство пятаго постулата, которое Валлисъ 
находилъ остроумнымъ и воспроизвелъ во П засти своего 
сочинения. 

Изь всего предыдущаго мы выводимъ сл5дуюцйя заклю- 
чен1яз: 


какъ должны измфниться предложен1е и выражающия его или относя- 
пяся къ нему формулы, когда фигура изм$няетея вслЗдетве измЗне- 
н1я въ положен1и ея различныхъ частей. Новыя формулы которыя онъ 
называеть соотвьтетвенными (сотт@айхез) первой и которыя онъ 
выводить непосредственно, безъ всякаго новаго доказательства, дока- 
зывались бы Симсономъ и Стевартомъ прямо, точно также, какъ и 
начальное предложенще. 


ПРИМЪЧАН!Я 297 


Арабы выказали большое уважеше и р$5шительную на- 
клонноеть къ наукамъ математическимъ. 

Они обладали полнымъ знамемъ сочиненй и науки гре- 
ческихъ геометровъ. 

Они значительно усовершенствовали тригонометр1ю и эта 
часть геометр!и получила у нихъ новую форму, существен- 
но необходимую для дальнзйшихъ успфховЪ астрономии. 

Въ другихъ отдзлахъ геометрии они повидимому не шли 
далфе Грековъ, потому ли, что не одарены были изобрЪта- 
тельност1ю, или потому, что, пртобр$тши весьма быстро 
значительныя познан1я во всхъ наукахъ, они не заботились 
о дальнЪйшемъ расширени границъ знанля. 

Но въ другомъь отношени они имЪли существенное пре- 
имуществе передъ Греками: 

Они обладали алгеброю ИндЪйцевъ и знали приложен!я 
ея къ геометрии. 

Изел$ дования ихъ въ этомъ родф доходятъ до рёшеня 
уравнен1!й третьей степени посредствомъ геометрических 
построений. | 

Наконецъ, изслЪдуя геомстрю Грековъ и алгебру ИндЪй- 
цевъ одну при помощи другой и благодаря взаимной поддер- 
жЕъ, оказываемой этими двумя отраслями науки, Арабы сооб- 
щили математическимъь наукамъ тотъ особый и оригиналь- 
ный характеръ, который перешель къ Европейцамъ и въ 
рукахъ ихь послужиль въ ХУГ столБти основою быстро 
развившагося превосходства новой науки передъ наукою 
древнихъ. 


Геометр1ля у западныхъ народовъ въ средне вз%ка. 


Въ то время, какъ Арабы проходили быстрый и блестя- 
ий путь въ дфлЬ науки, Европейцы были еще погружены 
въ полное нев дёте. Посл Исидора Севильскаго, котора- 
го мы послёдняго упомянули при 0бзор$ геометрии у Рим- 
лянъ, до 12-го столБтя только очень немног1е писатели 
оставили намъ слабые слды не одной только образованно- 
сти, но также и нфкоторыхь научныхь познан!й. Въ 12-мъ 
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стол5ти выказывается первыя умственныя стремлен!я въ 
Европ и дёлаются многочисленныя попытки перенести сю- 
да древнюю науку Грековъ, сохраненную и пополненную Арз- 
бами. Движен1е это повторяется съ новою силой въ ереди- 
н$ 15-го стол5тя и съ этого времени, подъ руководствомъ 
знанля, почерпнутаго изъ греческихъ рукописей, подготов- 
ляются великя открыт!я 16-го вЪка, которыя служатъ на- 
чаломъ неизм$римаго превосходетва новыхъ народовъ пе- 
редъ древними въ области математики. 

Бросимъ бЪглый взглядъ на труды по геометр1и, явивше- 
ся впродолжене этого 800-лЪтняго пер!ода. 

8-е стольтзе. Въ началЪ 8-го вЪка отличался большимъ 
для своего времени образованемъ_Беда, который писаль о 
различныхь предметахъ. Ёъ математикЪ относятся сл5дую- 
пуя его сочинен!я: 1) ДвЪ статьи о теоретической и прак- 
тической музыкЪ. 2) Различныя сочинен1я по астрономии, 
изъ которыхъ замфчательнзе другихъ: небольшая статья Де 
отсийз зрйаетае е? ро, статья по гномоникф подъ загла- 
в1емъ Ое тепзита #070049 и сочинене Де аз оао, въ 
которомъ употребляются графичеекя построенля. 3) Нако- 
нецъ нфсколько статей по ариеметикЪ. Одно сочинете, на- 
зываемое Де атийтейс1з питетаз, есть весьма сжатый пе- 
речень опред$ленй, заимствованныхъ изъ еочинен!й по арие- 
метик5 Апулея и Боэщя, имена которыхъ Беда приводить 
самъ. Другое —Де (1оди@а рег дезнип @уотит— научаеть 
счету по пальцамъ и ихъ сочленен1ямъ. Этой книгой пользо- 
вались и воспроизводили ее различные писатели. 

Третье, — представляющее кажется изъ всего объемиста- 
го собранля сочиненй Беда наибол$е интереса въ настоя- 
щее время, — есть статья Де питетгогит дилзютпе, на ко- 
торую до послЪдняго времени такъ мало обращалось вни-` 
маня, что писатели дхававпие объ ней отчетъ, перепутыва- 
ли ея содержане ‘°’). Это именно та статья, которая сл$- 


'6°) Мопбаа, Назюге 4ез та фетайдиез, Т. Гр. 495: „Беда из- 
далъ книгу объ ариеметикф подъ заглавемъ Де плите; и еще другую 
Де питеготит Флоте, изъ чего видно, какъ затруднительны еще были 
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дуетъ за письмомъ Герберта къ Константину и въ которой 
предполагали вообще изложенме нашей системы счиеленя. 
Принадлежить ли эта статья Беда или Герберту? Мы уже 
устранили этотъ вопросъ, когда говорили 0 томъ м5ет5 
геометрии Боэщя, которое относится къ систем счиеле- 
н1я; статья представляется по видимому заимствованемъ и 
развитемъ этого мЪета; по крайней м$рЪ въ ней говорится 
о томъ же предметВ и по нашему мизн!ю она имБетъ то же 
происхождеше ‘"°). Также какъ ивъ рукописяхъ Боэщя, въ 
старыхъ спискахъ статьи Беда мы находимъ арабская цифры 
(У\УаШз, 4е одебта Фтасюиз, сар. ГУ). 

Наконецъ, между сочинен1ями Беда есть книга Ое ахй- 
щен; рторозз Нот физ, гдЗ мы сначала встрзчаемъ различ- 
ные способы отгадывать задуманное число, & потомъ нахо- 
димъ довольно большое число ариеметическихъь задачъь а4 
асиеп оз; уиоетез, какъ выражается Беда, обнаруживающихъ 


въ его время нодобныя дЪйств1я“.—Оеанфге, Назюте 4е Разтопотие 
апчепте, Т. Т, р. 3922: „Въ этой главё (Де 4йзюте питегогит) 
Беда показываеть, какъ пользоваться пальцами и ихъ сочленен1ями, 
чтобы облегчить дфлен!е и умножен1е“. 

19) Постараемся здЪсь исправить ошибку, въ которую мы впали 
прежде, сказавъ, будто никто еще не замЪтилъ, что письмо Герберта 
находится въ сочинен1яхъь Беда. Мы тогда не обратили вниман1я, что 
замфчане это было сдфлано Андресомъ (Апагез) въ сочиненш: Рег 
0740%те, 4е ртодтез, е аеПо зо аНйище Тодт ИЦетаита, Рагта 
7 \01. п—4°, 1799, гд$ онъ выражается такъ: Ма е да оззетхатз3, со 
сфе пот ‹едо зПейию пе аа тщетайсь пе аа стс, сте ще ТеВета 
рота [та Пе Сетфетгзате е аиеПа тедезта аРеаНо, сйе 8: титоса 
яеЦе ореге 4 Веда 4 рутошлю 4 то де питетготит 4101- 
$3301е а4 Сопзз ап тит; пе то 30900 4еслдете зе за аа тот 
га 1е офегте @& Сетфетю озъег [та ачеИе & Веаа (Т. ТУ, р. 53). 

Но Андресъ говорить только о самомъ письмЪ, а не о сл5дующей за 
нимъ стать, которая ему была извЪстна въ сочинени Беда, но о ко- 
рой онъ не зналъ, что она приписывается Герберту. 

Прибавимъ еще, что этотъ ученый историкъ подробно комментиро- 
валъ упомянутое мЪсто изъ Боэщя съ цфию доказать, что оно ни- 
коимъ образомъ не можетъ относиться къ нашей системЪ счисленя 
(Т. ГУ, р. 41—45), но не замфтилъ аналог1и его съ сказанною статьею 
Де питетготит 4ил$оте. 
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намЪрен1я поддержать математическое образоваюе. Но изъ 
правиль, которыми пользуется авторъ для вычислен!1я пло- 
щадей треугольника и четыреугольника видно, въ какомъ 
жалкомъ видЪ ему удалось это сд$лать. Мы приводили эти 
правила, когда говорили о сочинен1яхъ Брамегупты. 

Книга Де атййтейсз ртороззйотбиз приписывалась так- 
же Алкуину и номфщалась между ето сочиненями. Но во- 
просъ, кто былъ дЪйствительно ея авторомъ, не представ- 
ляеть для насъ интереса. 

Алкуинъ, ученикъь Беда, считался подобно ему чудомъ 
учености въ свое время. Достаточно сказать, что онъ пи- 
салъ о веБхъ семи свободныхъ искуствахъ и преимуществен- 
но объ астрономш. До насъ дошла только часть его сочи- 
ненй, относящаяся къ грамматикЪ$ и реторик$; признано, 
что эти сочинен!я представляютъ заимствованя изъ Касс1о- 
дора. Знаменитость Алкуина между Ирочимъ происходить 
отъ того, что онъ принималь большое участ:е какъ въ уч- 
режден!и университетовь въ Париж и Павши, такъ и въ 
стремлен1яхъ Карла Великаго противодфйствовать дальнЪй- 
шему распространеню мрака, лежавшаго на ЕвропЪ, и воз- 
будить снова пламя науки. 

Но явилась схоластика, и релитозный элементъ, служив- 
Пий ей основою, былъ такь всемогущь, что исключительно 
поглотилъь ве умы. Такимъ образомъ совершилось въ исто- 
рам обстоятельство въ высшей степени удивительное: послз 
везхь старашй Варла Великаго настала именно эпоха сз- 
маго глубокаго невзд$вя, продолжавшаяся около двухъ сто- 
лытий. 

10-е стольътзе. За все это время истор!я называетъ 
только имена Герберта (сдлался папой въ 999, умеръ въ 
1003 году) и н$ёкоторыхъ его учениковъ. Монахь Гербертъ, . 
по образцу греческихъь мудрецовъ, Фздившихъ для своего 
образовантя въ Египетъ, отправился съ тою же пцфлю въ 
Испан1ю, — единственное м$ето въ ЕвропЪ, гдЪ разрабо- 
тывались Сарацинами науки, перенесенныя съ востока. По 
возвращении во Францю онъ ревностно распространялъ 
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свои познаня, которыя считались чудомъ у его современ- 
никовъ, такъ что его обвиняли даже въ маги. Но это по- 
казываетъ только, какъ глубоко было въ то время нев же- 
ство; ибо нельзя не признаться, что сочинеше Герберта по 
геометр1и и статьи его о сферЪ, объ астроляби и о сол- 
нечныхъ часахъь касаются только самыхъ элементарныхъ 
вопросовъ науки и обнаруживаютъ лишь весьма поверхност- 
ныя свфдЪшя. Несоотв$тств1е этихъ сочинений съ весьма 
развитымъ состоянтемъ науки въ это время у Арабовъ Се- 
вильи и Кордовы заставляеть даже сомнЪФваться, оть нихъ 
ли получилъ Герберть свои знан1я, хотя это и повторяютъ 
обыкновенно вслЗдъ за Вильгельмомъ Малесбюри. Въ этихъ 
сочиненяхъ и особенно въ геометрли видно скорЪЗе заим- 
ствован1е и объяснене сочинеюй Боэтщя, нежели перенесе- 
н1е науки и методовъ Арабовъ '''), первые сл$ды котораго 
мы ветр$чаемъ во Франщи только въ 12-мъ столЪтиш. 


'7') Зам чае это сотласно съ мнфемъ Гуже (@оп]еф), который го- 
воритъ, что предположен!е о пушествш Герберта въ Испаню иметь 
освован1е, но что цфль путешеств1я, обыкновенно указываемая, не до- 
казана. (Де Рефаф 4ез зсетсез еп Етатсе 4ерилз 14 тот ае Спа ета- 
дпе 7изди’& сеЦПе аи тоз Побем, р. 55). 

Напротивъ того Андресъ, который придаетъ большое историческое 
значен1е знанямъ и трудамъ Герберта, приписываетъ имъ арабское 
происхождение, предполагая, что Гербертъ получилъ ихъ не прямо отъ 
Сарациновъ, но скорфе оть ихь учениковъ, испанскихъ христ1анъ, ко- 
торые не могли научить ничему другому, какъ наукЪ и методамъ Ара- 
бовъ. „Оиезе гадзот пм Гапто сопдеНитоте поп зепга дищсйе ртоба- 
фИиа, спе аще? аоНо е дтапфФиото сле Ри Сетфетю нию ед $5 Геёсе 
30Но (а фФзарипа ае’ сруззнатл зрадпиой, зепга азете ахию [50970 
@ тепбсате И зоссотзо аеИё зсиоффе 4е’ батасет. Ма диотитаче зрад- 
пио Тоззето $ таези 4 Сетфетю, атлса рит ета & аойтта с 
её Фтаззе 4аПе брадте е сотитлсо аПе СщИе ева ШГ Пода. Га. зеепга 
Гатотйа Ф И ета 1а тщетайса; в 1а тоетанса, фие 8 зареса т 
1зрадта, ТиНа хеплое аеЦе зсифе е да Их: а’ батасепл. © хето е, 
сйе Сетфегю 4еЦа брадта аПе зсище Еиторее тесаззе Рагйтейса ата- 
са, соЦИа дище ГасИз @етато тойе оретагот, сте пеРатисо те- 
$040 Фторро етапо, зтбатагеатИ, дчеза зттефдатетще, о рег тегго 
а’таез и“ зрадтиой тарйа Ри 4а Ил а батасет, соте @се бидето 
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Предлагаемъ разборъ сочиневшя Герберта по геометрии, 
которое было издано Бернардомъ Пецомъ (Вегпаг@ Ре2) и 
помфщено въ его ТАезаигиз апесдоютит позлззитиз (Апел- 
зае УшаеПесогаш, 1721, ш 11.) Тот. ПТ, Рагз П. 


Предложивъ первыя опредЪлен!я, относяцияся къ геомет- 
р1и, Гербертъ знакомитъ съ м5рами, бывшими въ употреб- 
лени у древнихь; именно съ римскими 403, ипаа, ра- 
тиз, зеда, аойтатз и пр., перечень которыхъ находится въ 
геометр1и Боэц1я. Во всемъ сочиненм Гербертъ употреб- 
ляетъ эти м$ры, также какь и изображающе ихъ знаки, 
которыми выражаются также и отвлеченныя дроби, въ род* 
1 2 
323 
реугольник$ онъ употребляетъ слово согаиз#из. Посвящаетъ 
н%сколько главь прямоугольнымъ треугольникамъ, которые 
онъ называетъ Ичапдий ру#адотеь и показываетъ построе- 
н1е ихъь въ рац!ональныхь числахъ, когда дана одна изъ 
сторонъ. При этомъ онъ прилагаеть извЪетныя правила, 
приписываемыя Циеагору и Платону, помошию которыхъ 
получаются для сторонъ цБлыя числа, и отчасти другя пра- 
вила, праводящ1я къ дробямъ. Вакъ тЪ, такь и друйя, со- 
вершенно одного рода и выводятея изъ общихъ правилу, 
найденныхъ нами вь индЪйскихъ сочиненяхъ. Относительно 
прямоугольнаго треугольника Гербертъ р$шаетъ замБчатель- 
ную для того времени задачу, зависящую отъ уравнения вто- 
рой степени, именно: найти катеты по данной площади и 
гипотенузЪ. Пусть будеть А — площадь, с — гипотенуза; р5- 
шен!е Герберта, переведенное на формулу, даетъ дла кате- 
товъ сл5дующее двойственное выражение: 


и т. п. Для означенля верхняго основан!я въ четве- 


1 НИ ИИ 
У == уг аа | 


@ Маезб ит“. (реРотадбте, 4е ртодтез8, ес. Т. Т, сар. 1Х).—Свой- 
ство сочиненй Герберта не позволяетъ намъ раздЪлять это мне о 
происхожден!и знан!Й Герберта. 
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ЗатЪмъ онъ научаетъь при помощи аестроляб1и и другаго 
инструмента, который онъ называеть Ы0т0зсор, опред$лять 
высоту башни, глубину колодца и измфрять разстоян!е до 
недоступнаго предмета. Потомъ вычисляетъь перпендику- 
ляръ въ треугольникЪ, стороны котораго изв$стны. Для дли- 
ны сторонъ онъ беретъ числа 13, 14 и 15. Даеть для пло- 
щади правильнаго многоугольника невфрную формулу рим- 
скихъ землемфровъ и, подобно имъ, р$шаетъ обратную за- 
дачу: 70 данной площади правильнало мноюуюльника най- 
ти ео сторону. Говоря о кругЪ, даетъь отношеше окруж- 


22 
ности къ даметру: Въ главахъ подъ заглавтемъ 1/2 сат- 


ро диадгатдщо адтзреттоз содпозсете и Лт сатро блатущо 
адтрептоз зтоетте, находятся невзрныя правила для изм$- 
рен1я площадей четыреугольника и треугольника, которыя 
мы указали уже по поводу сочиненй Беда; Гербертъ упот- 
ребляеть въ прим5рахъь тфже самыя числа, какъ и Беда. 
Наконецъ находимъ (Сар. 85) формулу, выражающую сумму 
членовъ ариеметической прогресс1и ''?). Формулы, выражаю- 
щей площадь треугольника въ функцщи трехъ сторонъ, 
нфтъ; но есть другая, нев$рная, формула для прямоугольна- 
го треугольника. 

За геометрлей слБдуетъь небольшое сочинене подъ загла- 
вемъ: Сеубетй еизюа аа АдФошит 4е саиза фетзцайз 
атеатит т И4допо аедийщето деотейчсе иИтейсете ехреп- 


а* \/5 
30. Гербертъ объяснаетъ, что геометрическая формула д" УЗ 


для площади раввосторонняго треугольника точна, ариемети- 


аа 
ческая же формула —5— не точна, а только приближенна. 


—— 


177) Виллуазонъ (\У10130п) говоритъ, что въ одной очень старой ру- 
кописи въ 85-й главф находятся арабская цифры. (См. Аящесда дтаеса, 
Т. П, р. 153). Но мы должны сказать, что въ двухъ рукописяхь Гер- 
берта, находящихся въ Парижской королевской библотекЪ (№ 7185 и 
7377), мы видЪфли только римсюмя цифры и знаки, помопйю которыхъ 
у Римлянъ изображались дроби. Эти знаки в$рно переданы Пецомъ въ 
его издан!и геометр!и Герберта. 
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Въ своемъь объясненши Герберть дфлаеть ошибку: изъ его 
а’+а УЗ 
22 
которая дЪйствительно есть приближенная. Въ самомъ дЪлЬ, 
преобразуя ее въ однородную чрезъ вБеден1е единицы длины, 
а? + аф УЗ 
5—5 — 
формулу, которая тмъ боле приближается къ истинному 


разсужден!й видно, что они относятся къ формул , 


которую означимъ терезъ 6, мы получаемъ 


2 — 
выражен1ю площади т УЗ, чБмь мене будеть 6. 


Изъ этого разбора геометрли Герберта видно, что она со- 
ставлена на подоб1е сочиненй Боэщшя и Бела и въ ней 
нельзя признать арабекаго происхожденя, которое припи- 
сывается поверхностно и безъ критики научнымъ познанямъ 
ея сочинителя. 

Герберть повидимому пиесаль много объ ариеметик$, 
преимущественно 0 системБ счислен!я, отличавшейся отъ 
бывшей въ то время въ употреблен1я латинской системы, и, 
благодаря главнымъ образомъ этому обстоятельству, имя его 
стало столь знаменито въ истори науки. По поводу изв$- 
стнаго м$ста въ геометрли Боэця мы говорили уже о при- 
пнсываемой Герберту стать$ Де питехготили Филззоте *"?}; 
тамъ мы замЪтили, что статья эта пом$щена въ двухъ изда- 
нНяхъ сочиненй Беда, и на основаши этого высказали пред- 
положене, что статья эта можетъ быть приписана послЗд- 
нему. Но Герберть и ученики его оставили еще много дру- 
гихъ сочиненй объ томъ же предметЪ, изъ которыхъ видно, 
что тогда имфлись уже значительныя свздЪн!я о вычисле- 
н1яхъ по этой систем, называвшейся системой Аасиз’ а. 
Этого рода сочиненля Герберта, храняпияся большею частю 
въ Бибмотекь Ватикана, озаглавлены такъ; 1) Сетбетй 
зеройазйст Абасиз сотроз из; 2) Де питетз; 3) Ведщае 
Авасг; 4) Руадтепиий Сетфе’В тедщае 4е Афасо; 5) @ететВ 


113) Первый издатель писемъ Герберта помфстилъ посл 161-го и 
посл дняго письма первыя строки этой статьи. Второй издатель со- 
храниль письмо, но выкинулъ эти первыя строки. 
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ат итейса. Первое сочинене, Афасиз сотрозНиз, сущест- 
вустъ еще во многихъ другихъ б1ботекахъ. Въ библотек» 
Ст. Эмеранскаго аббатетва въ Регенебург$ Пецъ нашелъ 
это сочинеше съ присоединенною къ нему статьею: С. Ибех 
зибНзтиз 4е Ат тенса, которую онъ основываясь на 
начальной буквЪ (С. приписалъ Герберту. Въ этой Регенс- 
бургской рукописи статья А6аси называется также.4190713тиз; 
она посвящена Оттону Ш 1"). Вь Лейденской библ!отек% 
есть также двЪ рукописи, доставицяся отъ Скалигера и 
Восся; одна съ заглаыемъ: ТлфеЦив иирасайотит, 
т 4ио ера Сетфеть а Сопзаттит де доста Афасс; 
другая—С’етфетй 4е Пидяотфиз сит пойз аа Наз. (Сиа- 


[09из ВБФИойесае Опюетзйона Гидаито-Водаюае, р. 341 
её 390). 


Что касается до статьи Де питетотит диляоте, то уди- 
вительно, что ее нЪтъ подъ этимъ заглавемъ ни вт одномъЪ 
большомъ книгохранилищф, или, что вЗрн$фе, она покрайней 
мЪр$ не упомянута съ такимъ заглавемъ НИ ВЪ ОДНОМЪ ИЗЪ 
каталоговъ. Это обстоятельство способствовало нашему пред- 
положению, что статья эта могла принадлежать Беда, хотя 
мы вполнф сознаемъ, что способы исчислешя, излагаемыя въ 
ней, были извЪетны Герберту 1“°). 

Но кто бы ни быль авторъ ел, мы утверждаемъ, что надо 
разсматривать ее какъ заиметвоване отрывка изъ Боэця о 
томъ же предметВ и думать, что она касается системы счи- 
слен1я, отличающейся отъ нашей современной только въ од- 


134) (тетфегв Афасиз зец 4190719тиз а@ ОНопет ипрегоютет. (См. 
Тйезаитиз атесдоютит ползатиз, Т. Т, Паззеано 350900964, р. 
ХХХУШ).. 

5) Два экземпляра этой статьи, находящеся подъ другимъ назва- 
н1емъ въ Парижской Королевской бибмотекф, сопровождаются именемъ 
Герберта, которое приписано конечно въ позднЪйшее время. Первый 
экземпляръ озаглавленъ: ВаНопез питегогит Аъава (Мапизег. № 6620), 
а второй Тласийиз а4е Аъасо (№ 7189, А). Мы полагаемтъ, что часть 
рукописей, упомянутыхъ нами выше, и въ особенности рукописей Лей- 
денской бибмотеки суть также ничто иное, какъ списки статьи Де 
яитегогит 493 опе. 
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номъ, именно въ употребленаи нуля, которое введено было 
поздн$е и повело за собою уничтожене столбцовъ. При та- 
комъ воззр$и остается неразр$шеннымъ только одинъ воп- 
росъ относительно Абасиз’а: было ли это удачное нововведеше 
— употреблен1е нуля—прямымъ усовершенствованемъ систе- 
мы .Абасиз’ а, или же Европейцы заимствовали его изъ арабской 
ариеметики въ 11-мъ или въ 12-мъ столтш? 

Мнот1е изъ современниковъ Герберта, которыхъ считаютъ 
обыкновенно его учениками, писали также объ ариеметик$, 
какъ о прим$ненш системы „Абасиз’ а; таковы Адальбольдъ, 
епископъ Утрехтсей, Геригеръ аббатъ Лаубскй и Бер- 
нелинъ. 

Въ библотекЪ Ватикана еще сохранилась книга перваго изъ 
нихъ подъ заглавлемъ 4416014 а @астбегиит зсердазнсит 4е 
Азтопотиа, зеи Абасо !"5) У Пецавъ Тйезаигиз апесдоютит 
по ззитиз (Т. Ш, 3, р. 86) находимъ другое сочинене Адаль- 
больда подъ назван1емъ: ГлобеНиз 4е тайопе зтоетеп 4 сгаз- 
знифтет зрйаетае, гдЪ онъ даетъ для объема шара фор- 


мулу 0 > (Р означаетъ д1аметръ), въ которой за основа- 


не принято отношене Архимеда. Въ дЪйстняхъ надъ чис- 
лами Адальбольдъ, какъ и Гербертъ, употребляеть римсве 
знаки, выражающе дроби '/, °/ ит. д. 

Геригеръ комментироваль „6басиз Герберта въ сочине- 
н|и, которое хранится въ Лейденской библотек$ подъ за- 
главемъ: Рано Афас зесипаит Фоит Нетдетит \"). 

Бернелинъ издаль сочинене о музыкЪ, геометри и арио- 
метик$, которое записано въ библотек Ватикана подъ наз- 
ванемъ: Вегпейтя Афаст, Мизеса, Атйртейса её Сеотя- 
44а 1"); потомъ еще сочинеше въ четырехъ книжкахъ: Ое 
Абасо её питетз; Винье (У1юиег) вь ВФйойедие изютиие 
— 18) МопМалсов, ВзбИофеса ОФИофесатит татизстилогит поза, 1. 
Г. р. 87. 

177) Нузюзте ИЦеталте ае 1а Егатсе, 1. 7, р. 206. 

178 Мопаисоп 2634. +. Гр. 24. Вром$ того на стр. 116 узваемъ, что 


Ватиканская библлотека иметь еще нфеколько сочинен!й того же пи- 
сателя подъ заглавемъ: Веглейпиз дип:от ае Афасо её апа дича. 
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удостов$ряеть, что сочинен1е это находится во владфни у 
знаментитаго юриста Питу (Р1егте РИоп) *'?). Изъ Нзз-= 
{те ИЦеготе 4е в Етапсе, Т. Ш, написанной въ 1773 году, 
мы узнаемъ, что одинъ экземпляръ этого сочиненя нахо- 
дился въ то время въ ПарижЪ, въ аббатствЪ 5% У1ефог. Пре- 
дислов1е озаглавлено словами: Рф ртаеайо Ифтз Афас 
диет итлот Бетпейтиз ефай Риочзиз '°). Можеть быть 
къ этому же изел$дованю объ „.46асиз’Ъ относится другая 
статья Бернелина, которая въ Лейденской библлотекВ пом$- 
щена посл$ .469сиз’а Герберта подъ загланемъ: осой#са 
(вБроятно Эсйона) Бегпейта Ратзиз аа Атейит зиит вайа 
ае татяииз. 

Упоминаютъ еще объ одномъ монах, по имени ГальберЪ, 
который около того же времени также писалъ объ „Абасиз’Ъ 
Герберта (Нззюте ИНегоите ае 1а Етамсе, +. 7, р. 138). 

Было бы въ высшей степени полезно для разъяснен!я исто- 
рическихъ вопросовъ, касающихея нашей ариеметики и вве- 
ден1я ея въ Европу и особенно касающихся системы .46асиз’а 


$——————— 


177) Приведемъ одно м$ето изъ Винье, которое кажется не обратило 
на себя вниман1я, по важности, которую нельзя отвергнуть; оно дока- 
зываетъ, что въ 16-мъ вЪкЪ наши цифры и нашу систему исчислен1я 
разсматривали, если не какъ выведенныя прямо оть Абасиз’а, то по 
крайней мфрЪ какъ происшедийя съ нимъ изъ одного источника. Это 
м$сто подтверждаеть то объяснен!е, которое мы предложили по пово- 
ду АБасиза Боэщя. Вотъ слова Винье: 

„Сеуфеу{ емф епсоте ип ащте мет сотрадтот оц @зсие 28 зчетсез 
овботей ие её татетайдиез потте ВетпеЙлиз, 9и? сотроза дите 
тез Де Афасо еЁ питегфз. Гездие!з зе реиф арртепате Рот- 
9те ае СтИуе дот поиз изопз аилоит и 23 сотуез Фагйитейчие. 
ТГездие!з Потез бахоуе РИфои та аззите алой’ еп за ыБПотедие, 
её тесодпоззте ет 4сеих ит зсазот её имеИлдетсе аататаШе 4 а 
зсдетсе ди’ тайет. Её фоитг се а’атес сеих 1а [итетё епсоте Тот 
хепоттеЕз ви тёте 4етрз еп 1а Етапсе мизеитз ащтез дтатаз рет- 
зоптадез, & самзе @е 1еи’ дтат@ зсалоз’ ез тётез $сетсез розовм- 
4иез @ тафетанаиез, сотте, ес.“ (ВФИотёчие иястще, 3 Уо1.,1т 
#01. Рагз, 1588; Уо1. П, р. 642) 

189) Въ аббатствЪф 9%. \У1сюг существуетъ ‚еще другая статья объ 
АЪасиз’Ъ, упоминаемая Монфокономъ подъ заглайемъ: Вадим 
Гаидитетяз 4е Абасо. (ВЫ. ВЫ. Т. П, р. 1374). 
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занимающей важное м$Ъето въ истори письменности 10-го 
столЪия,—системы, которая вЗроятно только посл нЗеколь- 
кихъ вЪковъ забвен1я возобновлена была по сочиненямъ 
Боэщя и другихъ того же времени писателей '°*), получив- 
шихь ее, какъ говорить Боэщй '**), изь школы Пиеагора, 
было бы въ высшей степени полезно, говорю я, если бы 
изданы были сочиненя Герберта и его учениковъ, сочине- 
ня, заглав1я которыхъ мы упомянули выше, и если бы 0б- 
ращено было внимане на друг1я подобныя сочиневя, не- 
сомнфнно существуюлия въ библотекахъ богатыхь рукопи- 
сями. 

11-е стомьтае. Въ 11-мъ слолфтш составиль себЪ извЪ- 
стность Германъ Контрактъ сочинешями по математикЪ, 
между которыми есть одно 0 квадратур$ круга и одно объ 
астроляби. Послзднее сочинеше, въ которомъ говорится о 
устройств и употреблен!и астроляб]и, напечатано въ Тйе- 


'87) Мы полагаемъ, напримфръ, что Виктор, математикъ времени 
Боэщя, писалъ также объ этой системЪ, или покрайней м$рЪ оста- 
вилЪ относяпаяся къ ней вычислен1я, и что къ ней относятся цитаты 
Герберта и учениковъ его объ исчислении Виктортя и о краткости этого 
исчислен1я, такъ какъ зд$сь по видимому нельзя разум$ть пасхалю, 
которую также вычислаяль Вивторай. 

13") Въ истори наукъ нерфдко встр$чается, что идеи, принципы, 
даже теор!и, по нФекольку разъ и черезъ долге промежутки времени 
являются и снова исчезаютъ, пока не найдутъ себф достаточно под- 
готовленной почвы, чтобы укорениться въ ней и обезпечитъ себф про- 
должительное существоване. ЗвЪ$здчатые многоугольники представля- 
ютъ примф$ръ иодобныхъ перерывовъ. Сначала они разематривались 
въ школЪ Пиеагора, затфмъ посл десятив$коваго забвеная является 
въ геометрли Боэщя звъздчатый пятиулюльникь; забытая снова въ 
продолжен1и шести стол$т1й, теорля ихъ получаетъ новую жизнь, бла- 
годаря Кампану; черезъ сто лфтъ посл этого возникаеть теор1я вы- 
дающихжся многоугольниковъ; еще черезъ два столфт1я можно было по- 
думать, что блестящая роль и прочная будущность обезпечены для 
этой теори, благодаря имени и неувядаемымъ трудамъ Кеплера; но 
не смотря на это, она впала опять въ полное забвен1е, продолжав- 
шееся два столЪт1я; поел чего достигла уже наконець незыблемаго 
существован1я. обезпеченнаго ей аналитическими изсл$дован1ями, слив- 
шими ее съ теорею обыкновенныхъ многоугольниковъ. 
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заитиз ч0435тиз Пеца (Т. ПШ). Валлисъ въ истори алгеб- 
ры говорить, что одно м$ето етарой рукописи изъ ВФИо- 
Теса Вофеапа привело его къ мысли, что Герману Кон- 
тракту изв$етна была наша система счисленя, и онъ ста- 
витъ его вслЗдь за Гербертомъ во главЪ другихъ авторовъ, 
писавшихъ объ этомъ предмет 3). 

12-е стольтие. Дв$надцатый вфкъ извфетенъь по н%кото- 
рымъ усимямъ противъ общаго невзжества. Многе евро- 
пейцы по прим$ру Герберта оставляютъь отечество, чтобы 
получить образоване въ дальнихъ странахъ. Особенно из- 
вЪетны Аделардъ (АдВеаг@, или Ае]аг4) и Герардъ Ере- 
монсюй (Сегаг{). Первый изъ нихъ посфтилъ Испаню, Еги- 
петь и Аравю и по возвращени перевелъ съ арабскаго 
много сочиненй и между прочимь элементы Евклида. Это 
былъ первый переводъ элементовъ въ ЕвропЪ. Твореше Ев- 
клида было изв$етно до т5хъ поръ только по весьма огра- 
ниченному извлеченю, содержавшему изложене нЪфкоторыхъ 
теоремъ и пом$щенному въ первой книг$ геометраи Боэщя. 
Аделардъ къ своему переводу прибавилъь еще комментари 


13°) Ниуизсе Негтатту тепйопет терето зп диодат ВИофесае 
ВоЙеятае МБО, из Фейит дичо4 аф Негтатло её Ргодосбто @4- 
сети Абасит, #№0с езф (ао потите) АТдотазт ит. 

Германъ Контрактъ, въ глазахъ нфкоторыхъ историковъ, особенно 
Бруккера, имфеть значен1е потому, что онъ усиленно изучалъ араб- 
Сюй языкъ и доставилъ первые латинсвле переводы Аристотеля. 

Журденъ разбирая источники этого мн$и1я, думаетъ, что оно оши- 
бочно, или по крайней мЁр$ недостаточно подтверждено; онъ полагаетъ, 
что сочинене Германа объ астроляб1и не есть переводъ съ арабскаго, 
а скорфе составлено по изданнымъ уже въ его время матерлаламъ. 
(Весйетсйегз зит Гаде её РГотуте 4ез тадисйотз 1айтз ТРАтзюе 
р. 156) 

Сопоставаяя это суждене Журдена съ фавтомъ, о которомъ упоми- 
наетъ Валлисъ, мы получаемъ сл$детве, благопр1ятствующее уже нф- 
сколько разъ высказанному нами мнфн!ю, что вс сочинен1я объ Афа- 
сиз’В, каковы сочиненая Герберта и его учениковъ, имфютъ тотъ же 
источникъ, какъ и сочинен1е Боэщя, т. е. что они не прямо заим- 
‘ствованы изъ арабскихъ сочиненЙ, перенесенныхъ испанскими Сара- 
цинами. 
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на предложен!я Евклида. Переводъ этотъ остался въ руко- 
писи '3“) 

Журденъ (Тоиг@ат) приписываеть Аделарду сочинеше объ 
Астролябш и учеше объ АфасизЪВ '3°). (Весфегсрез зит [ез 
рафисйопз Ф Атазюе, р. 100). 

Герардъ изъ Кремоны (1114—1187) Фздилъ на долгое вре- 
мя въ Толедо; тамъ изучиль онъ арабский языкъ и сдфлалъ мно- 
го переводовъ, которые привезъь съ собою въ отечество. 
Переводы эти относятся ко всЪмъ отдЗламъ знанй, процвЪта- 
вшихъ у испанскихь Мавровъ. Между ними находимъ Аль- 
магесть Птоломея, Туасийиз 4е стеризсийз Альгазена и 
книгу де 3с4епйз Альфарабля '*°). Мурденъ думаетъ, что 


18%) Онъ находится въ библлотек$ доминиканцевъ Св. Марка во Фло- 
ренци подъ загланемъ: Еиси4з Чеотейча сит Соттетюо Адфата, 
и въ В. Боеата подъ заглавемъ: Еисиаз @ететща сит зсйойз 
её Фадтаттайз 1айпе тед4на рег Адйагтфт Воотепзет. Въ Па- 
рижекой королевской бибмотекВ есть также кошя (№ 7213 латин- 
скихъ рукописей). Другая кошя, принадлежавшая Ремомовтану, нахо- 
дится въ библютекЪ въ Нюренберт%. 

35) Мы не знаемъ, на какомъ авторитетф основывается Журденъ, 
говоря объ этомъ учени объ АфасизВ, не знаемъ также состоитъ ли 
это учен1е въ томъ же, въ чемъ система „Афасиз’а Боэц1я и Герберта. 
Этотъ историчесый вопросъ чрезвычайно важенъ, такъ какъ всЪ ра- 
боты Аделарда имфли цфлю ознакомить съ философскими математиче- 
скими сочинен!ями Арабовъ, при чемъ авторъ признаетъь значительное 
преимущество этихъ сочинен!Й передъ схоластическими учен1ями того 
времени; поэтому мы склонны думать, что если онъ писаль объ арие- 
метик$, то вфроятно объ ариеметик$ Арабовъ, которая основывалась 
на значении мъста цифръ, также какъ система Афасиз’а, отъ которой 
она по нашему мнёнш отличается только употребленемъ нуля. Мо- 
жеть быть сочинен1е Аделарла представляетъ переходъ отъ системы 
Абасиза къ арабской -системф, указывая ихъ тождество, послБ чего 
вторая система, какъ боле удобная для приложен, замфнила собою 
первую, получивъ назвате .4190745тиз. Поэтому сочинен1е Аделарда 
можетъ представлять особенную важность, рфшая можеть быть еще 
темный вопросъ объ истинномъ происхождени системы счислев1я, 
употребляющейся уже пять или шесть столфтй. 

186) Первый указатель переводовъ, приписываемыхъ Герарду ЁКре- 
‚ монскому составлень Фабрищемъ (БТ. тей. её тИтае 1%. Т. 3, р. 
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Герарду же обязаны мы переводомъ сочиненля Альгазена о 
перспектив (Весйегсйез су Идиез зиг [ез тадиснойз Ф.Атз- 
де, р. 128). Сочиневе по ариеметик$, находящееся въ В. 
Вофеапа подъ названемъ .4190715ти;з таз Сегат@ т 
$71460713 6 ттийлз 137), принадлежить можеть быть также 
Герарду Еремонскому, который дЪйствительно, перенося изъ 
Иепани часть научныхъ св дЪнй Арабовъ, не могъ не обра- 
тить вниман!я на ихъ остроумную систему счислен1я, хотя 
она уже была достаточно извфстна всЪмъ, посвятившимъ 
себя изучено наукъ. Допустить это мы считаемъ возмож- 
нымъ, принявъ въ соображене большое число авторовъ 
слвдующаго взка, лисавшихь объ этой систем, или упот- 
реблявшихъ ее въ своихъ еочиненяхъ. 

Еще три современника Аделарда и Герарда ВКремонскаго 
трудились надъ переводами математическихь сочиневйй, 
распространенныхь у Арабовъ; именно: Платонъ изъ Ти- 
воли (Р/аю ТФититиз), еврей Тоаннъ Севильсай, извфетвый 
подъ именемъ Гойаппез Нззрайетз18, и Рудольфъ изъ Брюгге, 
(Втидйет885). 

Первый перевелъ съ арабекаго Сферику Эеодося около 
1120 года (напечатана въ 1518 г.}, сь еврейскаго — изложе- 
не геометр1и Савосарды '!°*) и различныя друПя  сочи- 
невйя. 

Тоаннъ Севильсюй (Н3раепзз) перевелъ элементы астро- 
номи Альфрагана (по указаню Восс1я и многихъ другихъ 
писателей въ 1142 году) и различныя сочинен1я по астро- 


115). Журленъ даетъ второй списокъ, почти вдвое боле длинный; со- 
чинен1я Альфараб1ля въ немъ н%тъ; оно найдено Либри въ королевской 
библлотекЪ въ рукописи подъ заглавемъ: Рег АГатаби 4е зсзепйлз 
гапаиз а тадято Сйетатао Стетопея, т Тофею, 4е аталсо т 
Гайтит. (Назолте 4ез зсдепсез тафетайчиез еп Пойе, +. Тр. 173). 

187) НеЙгоппег, Нота та#езеоз, р. 601. 

158) Т/фег Етфадотит а батозатая тидаео зп фебталсо сотрозвиз 
а Рраопе Тфигипо т Гайпит зегтопет тат ай из. (а ВПоеса 
53. Маге1 Рошииеогат К]огепйае). Либри долженъ былъ помфетить во 
второмъ том$ Ыззюте @ез зсепсез тайетайНаиез разборъ этого важ- 
наго сочиненля. 


14 
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логи, къ числу которыхъ принадлежитъ сочинене Альбу- - 
мазара, яаходящееся въ рукописи вь ВБ. МадЕабесси 
подъ заглавемъ: [лбе’ имтоЧисютй таротз т таде90 
заепиае Азтотит, ефйопе Афитагаг ее биетгртеайопе 
Тойаттй; Назрензаз ех атасо т (айптит. Переводъ этотъ 
оконченъ былъ вЪ$роятно въ 1171 году, потому что онъ зак- 
лючается словами: зс7рНиз езё ПФег 19 атто Чопана поз“ 
Уези Ср 1171. Онъ имфетъ значеве, потому что содер- 
житъ астрономическя таблицы, написанныя арабскими циф- 
рами ‘°°). Это можеть быть самыя древн1я цифры изъ на- 
писанныхъ въ точно извЪстное время. Шоаннъ Севильский 
оставиль еще сочинен1е объ арабской ариеметикв подъ 
заглавтемъ .41907181из— древнЪйшее сочинен!е по ариеометик® 
съ такимъ назвашемъ, встр$чающимся потомъ во всЬхъ.со- 
чиненяхъ 12-го столЪтя. Оно начинается такими словами: 
тори ртоодиз т то 1 9дотаята 4е ртасИиса Атйитей сое, 
ди? едйиз ей а Мадазто Тойотпте Ызущетз. Оно очень 
полно и обнимаетъ собою семь дЪйствЙ: сложеше, вычитан1е, 
удвоенле, дЪлене пополамъ, умножене, дЪлен!е и извлечо- 
не корней, сперва для цЪлыхъ чиселъ, потомъ для дробей. 
Тутъь же, непосредственно послЪ ариеометики, находимъ от- 
рывокь алгебры, составляющ кажется часть того же со- 
чинен!1я, съ заглав1емъ: ЁЕтсегриопез 4е 14670 ди @ейит 
Сефта # Мисабща. '°). Въ немъ заключается рЪфшен!е 
уравненй второй степени и рЪшаются мног1я задачи, по- 
добныя слЗдующимъ: Какое число, будучи сложено съ своимъ 
удесятереннымъ корнемъ, даетъ 39? Какое число, будучи 
придано къ 9, даетъ свой ушестеренный корень? 
Сочинен!е это, остававшееся до сихъ поръ повидимому 
неизвЪстнымъ, имфетъ также значене ‘3*), какъ самое древ- 


139) Тато1от ВёагютА Ф сита Гаде, ес. %. ИП, р. 67. 

19°) Въ рукописи написано: Ехсерйопез 4е то д Фсёит СЧеба 
её М ааб ча, но это по всей вЪроятности происходить отъ ошибки пе- 
рецисчика. 

91) Коши его должно быть весьма р$дки, тажъ какъ въ каталогахъ 
рукописей оно нигдф не упоминается. 
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нее изъ изв5стныхъь по арабской ариометикв и элгебр%. 
До сихъ поръ древнЪйшимъ считалось сочинеше Леонарда 
изъ Пизы. 


Рудольфу изъ Брюгге мы обязаны знакомствомъ съ Пло- 
скошаремъь Птоломея, которое онъ перевель съ арабскаго 
перевода, снабженпаго комментар1ями автора, по имени Моль- 
зема. Греческий текстъ до насъ не дошелъ. Сочинене Ру- 
дольфа напечатано въ первый разъ въ 1507 г. въ конц% Пто- 
ломеевой Географ (Воша, ш №1.) и потомъ въ 1536г. *°*}. 
Правильный переводь сд$ланъ быль Коммандиномъ въ 1558 
году и пополненъ комментарлемъ, представляющимъ по боль - 
шей части общее изложене перспективы; этотъ трудъ на- 
писанъ въ легкомъ геометрическо мъ стил, какъ и вс вооб- 
ще многочисленныя сочинен1я о перспективЪ 16-го и 17-го 
столЪт1я. 


13-е столътзе. Тринадцатый вЪкь представляетъь новую 
эру въ истор наукъ. Въ этомъ вк» распространяется 
арабская система счисленя, алгебра и мнопя важныя сочи- 
нен1я греческой школы и тмъ подготовляется время воз- 
рожденля. Эпоха эта богата писателями: мы встр&чаемъ здЪсь 
знаменитыя имена, составляюпия славу среднихъ вЪ%ковъ: 
Тордана Немораря, Леонарда Фибонакки изъ Пизы, Сакро 
Боско, Кампана изъ Наварры, Альберта Великаго, Винцен- 
та-де-Бове, Рожера Бакона, Вителл!о. 


Вампанъ перевелъ съ арабскаго 13 книгь элементовъ Ев- 
клида и дв книги, приписываемыя Гипсиклу, и снабдилъ 


у——————ы— —--——— 


132) Рифст$ съ плоскошариемъ Тордана и различными другими отрыв- 
ками, относящимися къ астроном, подъ общимь заглаемъ: брйаегае 
ыдие абтогит сойезвит тайо, пафита еЁ тоиз; Узмаегиз ВазЦеае, 
1536, 10—49. 

Деламбрт, въ На$юз"е 4е Газтопотие апсетте (Т. 2, р. 456) пока- 
залъ для времени латинекаго перевода Рудольфа изъ Брюгге 1544 ГОДУ, 
вмфсто 1144. Эта ошибка обтясняетъ, почему этотъ знаменитый астро- 
номъ удивлялся, какимъ образомъ переводъ, едфланный въ 1544 году, 
оказался въ сочинев1и напечатанномъ въ 1586 году. 


14* 
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свой переводъ комментарлями !?). Благодаря этому труду 
распространилось въ ЕвропЪ знан1е геометруи; онъ напеча- 
танъ былъ въ первый разъ въ 1482 году и пережиль много 
изданй. Онъ пользовался большимъ уваженемъ долгое вре- 
мя послЗ возрождемя наукъ и комментари Камцана слу- 
жили постоянно пособ1емъ для геометровъ, писаешихъ объ 
элементахъ, каковы Замберти, Лука Бурго, Пелетье, Влавй 
и пр. и также для алгебраистовъ, трактовавшихъ о несойз- 
м$римыхъ величинахъ, напр. для Стифельса въ его АийЙэие- 
Иса ищедга. 

Говоря о томъ м%ЪетЪ изъ Боэцщ!я, въ которомъ по наше- 
му мн$ию рЪчь идетъ о звЪздчатомъ пятиугольникй, мы 
упомянули уже, что эта же фигура разсматривается въ ком- 
ментари Кампана къ 52-му предложению первой книги Ев- 
клида и что въ сл5дующемъ столЪт1и Брадвардияъ заимство- 
валъь отсюда свою идею о выдающихся многоугольникахт, 
теор1ю которыхъ онъ развилъ довольно подробно. 

Въ конц четвертой книги находимъ двф теоремы Вам- 
пана ‘““), изь которыхъ первая имфетъ предмстомъ дфлене 
угла на три части, вторая же—вписыване въ кругъ пра- 
вильнаго девятиугольника. Вторая задача приводится къ пер- 
вой. Р8шеше, предлагаемое Кампаномъ, замфчательно по 


193) НЪкоторые историки лумаютъ, что этотъ трудъ Камнана есть 
ничто иное, какъ переводъ Аделарда, къ которому Кампанъ прибавилъ 
комментари. Вотъ что говоритъ по этому поводу Андресъ: без (Сат- 
рапо) поп тадиззе соте зе 40 сотитететще; сего зЦиз#о сот со- 
тел р? Еисйае, тадоно руто Амр Атафо т Гайто АамР Тпогезе 
Ащатао оо, соте йа [аНо зейеге Я Татабозст (РреРоптоте, 4е 
ртодтезз, е аеНо зо айище Фодт ЦИегщита, Раг. Т, Сар. ТХ). 
Мн? не это подтверждается слЪдующимъ заглав1емъ рукопиенаго экзем- 
пляра Кампанова изданя Евклида, хранящагося въ Парижской коро- 
левской библютекЪ подъ Л 7213: ЕисИ4:3 рИозора зостайс тери 
40ег Мететщотит атНз деотейчсае дтапафиз а, Атабсо т Гайпит 
ре’ Аайатаит Софит ВаНютетзет, зи сопитето Мадяв“ Сатфра- 
и Мохатте”тзз. (Въ рукописяхъ 14-го столЬтая). 

1%) Въ изданш 1587 года (Вазе], ш №1), заключающемь въ себф вс 
дошедиия до насъ сочиневн1я Евклида, эти двЪ теоремы нахохатся въ 
конпВ тома. 
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своей простотЪ: на дл оно приводится къ построеню 
конхоиды Никомеда. Воть на чемъ оно основано: изъ вер- 
шины угла, какъ изъ центра, опишемъ произвольнымъ ра- 
длусомъ кругъ, который пересЁчетъ стороны угла въ точкахъ 
аи 6; построимъ радмусъ, перпендикулярный къ первой 
сторонф и черезь точку 6 проведемъ прямую такъ, что- 
бы часть ея между перпендикуляромъ и окружностшю была 
равна радтусу; наконецъ черезъ вершину угла проведемъ 
параллельную этой прямой; параллельная эта и будемъ опре- 
дълять третью часть угла. 

Вампанъ не говоритъ, какъ опредЪляетея положеше пря- 
мой, которая проводится черезъ точку окружности и отр5- 
зокь которой между даметромъ и окружностю долженъ 
равняться радлусу. Можетъ быть онъ даль рёшене этой 
задачи гдф нибудь въ другомъ мЪет%; оно приводится оче- 
видно, какъ мы сказали, къ построен1ю конхоиды Никомеда. 
Задача эта около конца 17-го столЗтя имЪфла нфкоторую 
знаменитость: она предложена была вмЗет$ съ двумя дру- 
гими задачами въ Уои’гна 4ез бататз (Августъ, 1676 г.) и 
рёшена Винани въ его сочинеши: подано ртоМетаит 
иб0ет8 деотей1з рторозютит а Ч. @ В. ). Овидо 
Оотиетз, Сапотлсо Ебтейитетя, соПедайз есЧеяае 4е Те’- 
па Ргаерозз Ио Фдтззитю. Ргастлзя8, рютит оссазюпе, 
ютатепйз чагиз а зой/йопет Пиз офегит ргоМетайз 
фе апдий ичзесйопе (Еогепйае, 1677, ш—4°). Вивани но- 
казываетъ при помощи очень простаго геометрическаго до- 
казательства, что три точки, въ которыхь конхоида пере- 
сЪкается съ кругомь и которыя соотвЪтетвують р5шеню 
задачи о трисекции угла, лежатъ также на равносторонней 
гиперболЪ. 

Изв етно, что дЪленю лини въ крайнемъ и среднемъ от- 
ношени играетъ большую роль въ теори несоизм$римыхъ 
‘количествъ, въ 10 и 13 книгв Евклида и въ теорли правиль- 
ныхъ тёль. Моогочисленныя свойства этого д$лешя не 
ускользнули отъ Кампана и онъ называеть его удивитоль- 
пымъ и основаннымъ па начал достойномъ вниман1я фило- 
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софовъ ‘°5). Лука Бурго въ своемъ сочинеши Охта рто- 
ротйопте ес. называеть именемъ руоротйо фота имепно это 
дфленле и перечисляетъ его тринадцать ее — приложений. 
Теперь свойства эти мало изв$етны, потому что на дБаеше 
прямой лини въ крайнемъ и среднемъ отношеши смотрять 
просто какъ на р5шеше квадратнаго уразнешя, которое 
должно заключать въ себЪ веЪ эти свойства. Но это вфрно 
голько относительно свойствъ чисто аналитическихъ, между 
т$мъ какъ самыя многочисленныя и любопытныя получают- 
ся именно изъ соображеюй геометрическихъ. Это дЪлеше 
заслуживаетъь того, чтобы веЪ относянляся къ пему теоремы 
были за ново возетановлены, как это уже сдЪлано нЪкото- 
рыми геометрами относительно гармоническаго дБлевя пря- 
мой лини ‘°°). Это было бы несомифнно собраве весьма 
янтересныхъ предложенй, которое повело бы къ новымъ 
открытямъ о томъ же предмет и кь другимь иодобнымъ 
весьма общимъ соотношен!ямъ **). 


195) МтабИ4з Иацие е рщептйа зесипаит рторо’нотет рефети т 
тефит Аицодие етета аилзае. С сит рита ррнозорпатйит аа- 
тлташоте фота сопоетлату, рос рителриит чеР ртаесушит ех зиретю- 
хит рутероогит зтоатаб И ртоседй пита, тат Филетза зоПаа 
пит тадтифте Фит базиит питето, Фит ейат Пуита, зттайото я 
диадат зутовота тайопабИ ег сопсйзе. (ШЪ. ХУ, Ргот. 10). 

198) Пе ВШу: Гласайиз ае рторотйоте пагтотлса, Раз, 1658, 11 -- 49. 
вайааши: ДеНа ртороггюте аттотлса. Во]озпа, 1161, ш 8°. 

197) ДЪлеше лини въ крайнемъ и среднемъ отношении приводится, 
наприм$ръ, къ задачЪ: найти между двумя данными точкамн А и В 
такую третью С, чтобы выходило АС* = АБ. СВ; легко обобщить эту 
задачу, выводя ее изъ другой, въ которой для этого нужно предполо- 
жить одну точку на безконечномъ разстояви. Пусть « будетъ такая 
точка; искомая точка С должна опред$ляться относительно трехъ дан- 
ныхъ точекъ А, В, ] помош!ю уравненйя: 


С-4*. УВ—СВ. СУ. ВА. ВУ. 


Если предположимъ У въ безконечности, то это уравнен1е дФйстви- 
тельно приведется къ предыдущему. 

Уравнен!е это замфчательно тфмъ, что каждая изъ входящихъ въ 
него точекъ играетъ одну и туже роль по отношеню къ остальнымъ, 
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Въ одномъ примфчанми, слфдующемь за первымъ предло- 
женемъ 14 книги (первой изъ двухъь книгь Гипсикла), Кам- 
панъ говорить, что Аристеемъ и Аполлошемъ доказана бы- 
ла слБдующая теорема: Поверхности вписанныхь въ одинь 
и тотз же шарь правильныхь додеказдра и икосаэдра от- 
носятся между собою какз ихз объемы. Сочинене Аристея, 
говоритъ онъ, называлось №7005:И0 здепйае дизтаце сотро- 
уит; сочинене же Аполлон1я им$ло предметомъ сравненве 
додекаэдра и икосаэдра. Въ началЪ 10-го предложеня той 
же книги, которое есть именно вышеприведенная теорема, 
Кампанъ опять упоминаеть имена Аристея и Аполлония. 
Самыя сочинен1я этихъ двухъ знаменитыхъ геометровъ древ- 
ности до насъ не дошли; можеть быть они неизвЪетны бы- 
ли и Вампану и онъ упомянуль о нихъ только елБдуя за 
Гипсикломъ, который почти въ т5хъ же словахъ говоритъ о 
нихъ въ началф втораго предложения. КромЪ того Гипсиклъ 
въ своемъ предислови говоритъ подробно объ Аполлон! и 
его сочинени Де @одесайейие её зсозафейу т еа4ет зръае- 
та Дезсгпрюгит сотратайоте. Кажется вообще обрашалось 
вниман1е только на это м$ето, потому что обыкновенно при- 
водится только сочинене Аполлон!я, а не Аристея, ия па- 
шелъ, что одинъ Рамусъ причисляеть послВдняго къ чиелу 
писавшихь о пяти правильныхъ тфлахъ. ВсЪ писавиие по 
исторш математики указывалотъ согласно только на два со- 
чинен!я Аристея: на пять книгь №етеща сотаса и на Госа 
деотейчса — сочиненше, которое, какъ изв$отно, пытался 
воспроизвести Винани. 

Вирочемъ нЪть ничего удивительнато, что Аристей пп- 
салъ о пяти правильныхь тЪлахъ, такъ какъ эта теор1я въ 
значительной степени занимала Грековъ и была у нихъ въ 
большомъ уваженши съ самыхъ древпихъ временъ ихъ науки. 
Пиеагоръ принялъ ихъ въ основу своего мровоззр$ ня, въ 
которомъ пять правильныхъ тЪлъ соотв тствовали четыремъ 


и какая бы точка ни была удалена въ безконечность, уравневн1е пред- 
ставляетъ всегда дЁлене въ крайнемъ и среднемъ отношении. 
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элементамь и вселенной ‘'°*), почему ихъ и называли м00- 
выми фичурами (Ндитае титаатае) *). Платонъ принялъ 
эту идею °‘'), развиваль ту же теор1ю *°!) и обыкповенно 
полагаютъ, что Теэтетъ, одинъ ихъ его учениковъ, нисалъ 
первый объ этомь предмет$ °?“). Потомъ мы встрЪчаемъ 
Аристея и далБе: Евклида, Аполловя и Гвпсикла ?°‘°). По- 
слфдн въ своихь двухъ книгахъ упоминаеть о своемъ учи- 
телЪ, Исидор Великомъ, отъ котораго онъ научелея тому, 
что зналь объ этомъ. Благодаря идеямъ пиеагорейцевъ и 


198) Кубъ представлялъ землю, тетраэдръ— огонь, октаэдръ-—воздухъ, 
икосаэдръ--воду, & додекаэдрь—вселенную. (Риибатей, Р/асй. 903. 
110. ХГ Сар. 6). 

19°) Ргоемв: Сотипещатиз чт ЕисИает, ТаЪ. ХТ, Сар. 4.—Кер]ех: 
Наттотясез тип, Таь. П, р. 58. 

200) Тупаец, Раг. Ш.—Ррцахеь: Римомюеае диезнотез. 

201) Рарриз: СоНеснопез тафетайсае, ТаЪ. У, посл Ргор. ХУП.— 
Рхов 5: % Емсйает, ШЬ. ХТ Сар. 4. 

207) ТдеаееРиз, Афетлетз1$, Атсбипае зода 5, беотерЧеч вит, рт. 
тизаие 4е дитщие 30145 тасной, щ ГаетНиз в Ргобиз ртодит, 
(Не!топпег Нззота т Йезеоз, р. 149). 

03) Относительно времени, когда жилъ Гипеикль, мнЪфн1я различвы. 
Одни полагаютъ, что во второмь в$кЪ нашего лБтоечисленля, друг! — 
во второмъ вк до Р. Х. векор$ носа Аполлоня. Говоря объ Ев- 
клидф, мы приняли второе мн$ше: тамъ мы сказали, что Гииеиклъ 
жилъ около 150 л$тъ посл Евклида. 

Таково же было мн$н1е Бернардина Бальли въ Слоса @ тщетио- 
#63, р. 37, и Восая, который полагаетъ, что Гинсилкюь жиль при Пто- 
10меф ЛатирусЪ, а учитель его Исидоръ Велик, о которомъ онъ уно- 
минаетъ въ двухь свопхъ книгахъ,—при Итоломеф ФиекоиЪ. По мн5- 
н1ю Восся это тотъ самый Исидоръ, о которомъ упомипаеть Илин! 
въ своей геометрли. (У0о531а$, е 363 тафетайсвв, р. 328). 

Ученый Ментель въ предисловш къ латинскому переводу небольиа- 
го сочиненл1я Гипсикла по астрономйт подъ заглавтечъ: Апарйогюиз, 
зе 4е Азсепзвотльиз Раг1з. 1657, 1 —4°, и въ недавнее время Деламбръ 
(Рзюзте ае Разтопотие апбетте, %. Т, р. 246) и Франчини (54990 
аеНа зотза Ч4еЦИе таетайсйе. р. 146) пом$щаютъ Гииеикла около 146 
года ло Р. Х. но Фабримй (В®Нотеса дтаеса, &. П, р. 91) и за нимъ 
Вейдхлеръ, Геильброннеръ, Монтукла и Лаландь признаютъ, что онъ 
родился во второмъ вфкЪ посл% Р.Х. 
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платониковъ, пять правильныхъь тзлъ играли въ древности 
такую важную роль, что ихъ расматривали даже какъ ко- 
нечную цЪ$ль, къ которой стремаятея научные труды геоме- 
тровъ °°°). 

Папиъ указываетъ °*%), что Архимедъ пыталея расширить 
эту теорю и что, не найдя возможности составить боле 
пати правильныхъ многогранниковъ, онъ изобрфлъ много- 
гранники другаго рода, которын назвалъь полурравиьными 
(зетатедща а): ихъ грапи так1я же, какъ и вь поавияьчихъ, 
но пе во равны между еобою. Такихъ новыхъ ТБль быо 
тринадцать. Паштъ даетъ очень яепое описане ихъ, которое 
потомъь воспроизведено было Веплеромь вь НМагнюн!сев 
тип, причемь Кеплеръ приложилъ и изображеня ихе. 
Иегорики умалчивають объ этой работ Архимеда и, ирав- 
да, она по самому свойству своему гораздо ниже другихъ 
откоы’Й этаго великаго человЪка. Гея Аохимеда было бы 
боле достойно, еслибы онъ, желая вь теорий! правульныхъ 
тЪль идти далЪе Евклида и другихъь геометровь, инзшель новые 
заъздчатые многогранники, описавпые Пуазео, которые дЪй- 
ствительно предетавляють расширенме, къ какому только 
способна эта древияя знаменитая теор. 

Возвращлемси къ Камнану. Лука Гаурик!, (Глеа$ Слаеив) 
неаполитаней астровомъ и асгрологъ, издаль въ начадь 
16-го стол я сь именечъ Камнана сочинени Ре 77490- 
изо, зи Фиафущика стон 2") и мною поздыЪйние ии- 
сатели повторяли, что Вампань пасаль о-квадратурЪ круга. 
Но сочинеше, о которомъ идетъ рЪчь обнаруживаеть только 
невъжество своего автора и недостойно носить па себЪ имя 


2%) Уф т атИдиа Сеотейча зресозиз зит её дитдие сотро- 
приз огтайз, вогитдие дтайа деотегиит, ай ех Ртофо, йо, Фс- 
Ни 65, споещат 386 выегез И сгедщегия. (Вала: оспоагит 
тафета сатит, ТаБ. ХХХ). 

205) СоЦесНопез та йета@сае, ТаЪ. У, ноелЪ 17-го предложеня. 

06) Готгауоназтиз, 2 е5Ё отсий аиадгаита рег Сатрапит, АтсТи- 
тефет бутасизапит @чие Воёит, тафетайсоз регзрасас1я тю; а@т- 
тета. Уепе1$, 1503, ш-—4. 
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знаменитаго переводчика Евклида. За основане своей ква- 
дратуры сочинитель беретъ отношене окружности къ да- 
2 и 
=, зесит4ит дио4 мегщие тафетайся зстр- 
зелий её уижа рйузсат оегищет“; затВмъ, перейдя черезъ 
нфеколько промежуточныхь пропорцй, онъ заключаетъ, что 
сторона квадрата, равнаго по площади кругу, равна 5, 
разъ взятой седьмой части д1аметра. Такъ что, если О бу- 


метру, равное 


2 2 
деть дламетръ, то площадь круга выйдеть -. (*) вм5 сто 
О)? 22 
41’ 

Сакро Боско своею долгою извфетноетю обязанъ сочине- 
ню Ое зрйаета тип, которое есть извлечене изь Альма- 
геста Птоломея и которое впродолжен1е 400 лБтъ служило 
для преподаван1я астрономии въ школахъ. Напечатанное въ 
первый разъ въ ФеррарБ въ 1472 году, оно выдержало по- 
слЪ того по крайней мЪрЪ пятьдесятъ изданй. Мноме из- 
вЪстные писатели, каковы Пурбахъ, Регомоптанъ, Вине, 
Клав1й и др. поясняли его своими примЪфчанями и коммен- 
тарлами. 

Но, чтобы составить себЪ правильное поняте о тогдаш- 
немъ соетояни пауки, необходимо замфтить, что въ этомъ 
сочинении находятся только самыя элементарныя поняття, 
почерннутыя у Птоломея; въ немь указываются круги на 
сфер%, явлен1я суточнаго движеня и говорится н$5еколько 
словъ о затм5яхъ. Только черезъ два столЪя поел$ это- 
го знаше Альмагеста сдЪлало шагъ впередъ, когда Пурбахъ 
объяснилъ теор1ю планетъ—самую важную и трудную часть 
во всемъ этомъ сочинении. 

Сакро Боско оставилъь также одно, написанное въ сти- 
хахъ, сочинене по ариеметикЪ, подъ наэванмемъ Де 4490- 
‘зто °°'). Это совершенно наша современная ариометика: 


к 


97) Есть еще другое сочинен1е по ариеметикЪ того же времени на- 
мисанное также въ латинскихъ стихахъ, авторъ котораго Алехапаге 4е 
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Сакро Боско приписываетъь ее ИндЪйцамъ. Онъ дфлитъ ее 
на 9 частей, именно: нумерац1я, сложен!е, вычитанте, д5ле- 
н1е пополамъ *°*), удвоене *°°), умножене, дфлеше, прогре- 
сои и извлечене квадратныхъ и кубичныхъ корней. Долгое 
время потомъ еочиненя по ариеметикБ состояли изъ этихъ 
девяти главъ; это еще ветр$чаетея даже въ сочиветяхъ 16 
столб тя. 


Црибавлене. Подъ имепемъ Сакро Боско было напечатано 
сочинен1с объ .419071зтиз подъ загланемь: Айдотзтиз аота- 
п Уойаттл$ ае басто Возсо, пооцет ипргеззшит, Уепей1$, 1523, 
11-—49. Но это сочиненте ие Сакро Боско, котораго ариеме- 
тика написана въ стыхахъ; это го самое, которое Кликтовей 
напечаталь подь заглавемь: ОризсЦит ае рта питетгогит 
дно Апотзтит хосатд. 


Сочинен1е это очень мало отличается оть хругихь, но тъмъ 
не менфе оно заслуживаетъ вниман1я. Издатель предлагаетъ- 
ставить точку надъ цифрою тысячь, чтобы отличить ее оть 
другихъ; нотомъ такимъ же образомъ точку надъ четвертою 
цифрою посл тысячь и такъ дал$е черезь четыре цифры. 
Очевидно это ничто иное какь тетрады Аполлон1я, которыя 
въ современномъ ечиелени: зам нены дЪфлен1емь на групны по 
три цифры, такъ какь у наеъ чнела выговариваютея при по- 
мощи назван этихъ отаЪловь: единицы, тысячи, миллюны, 
билмоны и т. д. Точку для огдфленя грунпъь замбавли чер- 
той или запятой. 


/ 


Тетрады, отм$ченныя точвами, мы находимь еще въ еочн- 
нен1ы ио ариеометик$ Пурбаха; АФоогийтиз @. Реитфасйи т 
ийедтаз, Улеппае, 1515, ш—4. 
Гордану Неморартю мы обязаны слфдующимъ трудами: 
1) Сочинемемъь по ариеметикЪ въ двухъ квигахь, заклю- 
чающимъ въ себЪ изложене свойствь чисель, заимствованное 


УШедеи. (Уоззз: Де зсаепиз татетайсз, р 40—ПШоппой: Назюзте 
Пиетояте ае Фа Гтапсе +. ХМТ, р. 113). 

208) Ме\ао. 

09) Пир]а1о. Это дЪйстве и дЪлене на два стали подводить подъ 
обийя правила умноженя и дфлен1я въ сочиневяхь 16-го столтя, 
которыя поэтому содержали только семь главъ, вмфсто девяти. (См. 
битта 4е Атййтейса сс. Луки Бурго), 
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у Никомаха и Боэц1я. Сочинен1е это было напечатано въ. 
1496 году съ комментаремь Фабера (Кафег 5ариепзз); 
лосл$ того оно являлось во многихь издан1яхъ. 

2) Изложенемъ практической ариеметики въ арабскомъ 
стилЪ подъ назвамемь -.4190715ти8: оно осталось въ руко- 
писи. 

3) Сочинешемъ о плоскошарш, которое напечатано было 
вмзетЪ съ плоскошарлемъь Птоломея въ 1507, 1536 и 1558 
годахъ. Въ этомъ сочинени мы въ первый разъ находимъ 
совершенно общее доказательство прекраенаго свойства 
стереографической проэкши, служащаго основанемъ при но- 
строени плоскошарй, именно, что крув проэктируется 
также крузомз. Птоломей доказалъ эту теорему только для 
сЪфчешй шара въ нзкоторыхъ особыхъ положешяхъ, потому 
что онъ, стремясь в0 всемъ пь яености и простотъь, какъ 
говорить Прокль въ Х книгБ Нурофуроз1$, вводилъ въ свое 
сочинене и доказывалъь только тавя геометричесюя истины, 
которыя были для него необходимы. 

П'!оломей составляетъ проэкцю изъ глаза помфщеннаго 
въ полюеЪ на плоскость экватора, Гордань же на касатель- 
ную плоскость, проведенную черезъ противуположный по- 
люсъ шара. Поздизе Мавроликъ и друге геометры посту- 
пали такъ же. Мы обранаемъ вниман!е на эти незначитель- 
ныя различя въ сочиненляхъ Тордана и Птоломея, такъ какъ 
они представлялись для того времени существеннымь но- 
вовведетемъ и были первыми проявленлями духа пытливо- 
сти и изобртательности, столь р$дко замБчаемаго въ 13-мъ 
стол и, когда умы еще были заняты усвоешемъ знанй 
сообщенныхь Арабамн. 

Проэкщя, которую Птоломей употреблять въ своемъ пло- 
скотари, получила назвате стереотрафической уже въ но- 
вое время: назвате это ведетъ начало отъ АсиЦоп’а, кото- 
рый предложиль его и употребляль въ евосй оптикЪ *1°). 


19) АдиЙопй Орйсогит Ибг: зех Рав, 1613, ш №1. 
„чате $атез Зегеодтарисез потте пизанат сосит рос ргодес- 
10713 депиз герегитиз; аа Фатеп пес «По ашает иЦо зо ит ез 
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Стереографическая проэкця обладаетъ однимь зам чатель- 
нымъ свойствомъ, именно: 9045 06955 круовь на шар ра- 
венз лу кру10в% вё5 проэкии. Эта прекрасная теорема не 
была замфчена ни Птоломеемъ, ни Торданомъ 7). Самая 
старая книга, въ которой она ветрЪчаетея, насколько это 
известно Деламбру, есть сочинен!е по Навигаци Робертсо- 
на (1754). (См. Тгайе Фазиопотяе, %. Ш). 


Существуеть еще рукопись Гордана: Ое ичатдийз *?). 
Онъ написалъ также три книги Ое деотейча, которыя 
Восей предполагалъ хранящимися въ библотекВ Ватика- 


на *'?) и которыя находились также въ Лейпцигской библ1о- 
текВ 71“). 


Рамусъь приписываеть ему изящную формулу площади 
треугольника въ функц!я трехъ еторонъ *'°). Мы не знаемъ, 
въ какомъ изъ своихъ сочинешй предложилъ ее Горданъ; 
Вентури не напелъ ее въ сочинени Де Ичапдийз *"°). До- 
казательство одинаково съ тЁмъ, которое въ томъ же сто- 
лзти дано было Леонардомъ изъ Пизы въ его практической 
геометр1и. Оно кажется арабскаго происхождения, такъ какъ 
встр$чается въ сочинении трехъ геометровъ-—сыновей Муза- 
бенъ-Шакера и въ сочинен!и еврея Савосарды. 


арреЙат, Ласиф ос потеп изитрате, диой побаз т ртаезет члзит 
ез} а4 тет трзат диат талате ассотодит“. (Ргаефа0). 

11) Въ пятой эпох мы уже говорили, что стереографическая проэк- 
ц1я обладаетъ еще другимтъ весьма интереснымъ свойствомъ, относя- 
щимся къ опредфлен!ю центра круга въ проэкцш, и что начала этой 
проэкцш, распространенныя на поверхности вторато порядка, состав- 
ляютъ въ настоящее время одинъ изъ способовъ изыскан1я въ рапо- 
нальной геометрии. 

*'7) Сочинен1е это находится въ бибмотекЪ доминиканцевъ во Фло- 
ренцт (Молайсоп; В. 61.), въ тородф БазелБ (Наепе!, саоо9+, 
ес.) и въ Парижской королевской библютек% (№ 7378, А). 

13) Де змепилз тафетойсаз, р. 338. 

4) С. Сезпег: В®Иотеса иплуетзо $, ес. +. П, №1. 17. 

15) Осроае та фетансае, послф ХХХТ книги. 

16) Ооттетат? зорта 1а зота е Те цеоче де оса. Соттешатто 
П; 4е! Тгаспатао, сар. ХХХ. 
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Торданъ писалъ также объ оптикЪ и механикЪ *''). 

Альбертъь Велик, названный, какъ говорить Монтукла, 
или по своему наружному виду, или потому, что имя его 
Стон на языкЪ того времени озиачало 40708$3-——большой, пи- 
салъ объ ариеметикЪ, геометрии, астрономии н музык$. Со- 
чинен!я его не дошли до наеъ. Этотъ чрезвычайно плодо- 
витый писатель быль извфетенъ своимъ изкусствомъ въ ме- 
ханикЪ и обладалъь обширнымъ знанемъ арабскихъ сочи- 
нений. 

Рожеръ Баконъ, олинъ изъ гемальнЪйшихъ людей въ 
средне вЪка, занимаеть первое м$ето въ ряду лицъ, спо- 
сл шествовавшихъ всеобщему возрождению наукъ. Онъ со- 
дъйствовалъ въ сеобенности успфхамъ математики, указывая 
во многихъ своихъ сочинен1яхъ *!*) важное м$сто, которос 
она занимаетъ въ ряду другихъ челов$ ческихъ знанй, и по- 
соб1е, которое она можетъ оказать во всЪхъ, основанныхъ 
на ней, научныхъ изслЪдованшихъ. Оптика его, какъ всЪмЪ 
извЪстно, заключаетъь въ себв научныя замБчаня, суще- 
ственныя открыт!я въ теор и изобрЪтене многихъ весьма 
полезныхъ инструментовъ. 

Его астрономическя свЪдЪн!я дали ему возможность за- 
мфтить ошибочность календаря и предпринять его преобра- 
зоваше. Вычисленный имъ, но оставпийся въ рукописи, ка- 
лендарь отличается правильност!ю и замБчателенъ употре- 
блешемъ арабскихъь циафръ, тзхъ же самыхъ какъ у Сакро 
Боско. 

Вителл1о издаль ученый трудъ по оптикф, представляю- 
шй подражене зрабу Альгазену и замфчательный, особен- 
но для той эпохи, когда онъ появился, по тфмъ геометри- 
ческимъь назаламъ греческой школы, которыя приняты въ 
немъ за основанте. 

Вся первая книга посвящена геометрли. Авторъ соеди- 
няеть здЪсь ве\ предложен!я, которыя должны имЪть час- 


————- 


17) Тотдатй ае роп4ет из рто,о8опез ХИТ в 4аетопятайопез. 
МХогиифегоае, 1531, ш-—4. 
218) буесща тафетайса.—Ориз тализ, 4-я, 5-н и 6-я часть. 
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тое примфнене въ дальнЪйшемъ приложенш и которыхъ 
нЪть въ элементахь Евклида. НЪкоторыя заимствованы изъ 
коническихъ сфченай Аполлон1я н Вителл10 это указываетъ; 
другя, относяпяея къ гармоническому дфлев1ю прамой ли- 
ни, сходны съ предложен1ями, ветр$Зчающимиея въ седьмой 
книг Математическаго Собраня Паппа; нфкоторыя, нако- 
нецъ, въ томъ же родф, какъ въ книгз Де зисйтайот физ 
Аполлон1я. Но ни на это сочинен!е, ни на сочинене Паппа, 
ссылокъ или указан1й нЪтЪ. 


Ссылаясь на элементы Евклида и на коничесая сЪчевня 
Аполлон1я, Вителл10, безъ сомнЪн1я знакомый съ этими со- 
чиненями, убфждаетъ насъ во первыхъ въ томъ, что въ его 
время быль уже въ ходу другой переводъ Евклида, кромБ 
слишкомъ еще тогда новаго перевода Кампана, и съ дру- 
гой стороны въ томъ, что знаменитое сочиненме Сока 
Аполлон1я было уже изв$стно. Предполагалось, что съ по- 
слБднимъ сочиненемъ начали знакомиться въ Европ$ только 
черезъ 200 л$тъ, около средины 15-го вЪка, когда Рег1о- 
монтанъ приступилъь къ своимъ изданямъ *°). 


Другой писатель —Реесат, архепископъ Кентербюр1йевй, 
современаикъь Витилл!о, оставилъ также сочинене по оп- 
тикз, но оно не отличается такою ученостью, какъ сочине- 
н1е польскаго геометра. 


Винцентъ-де-Бове не есть оригинальный писатель, но 
нельзя не упомянуть объ его зресфит типф, — этомъ 
огромномъ сочинения, получившемъ назваме энциклопедии 
13-30 вка, — такъ какъ оно даетъ поняте о состоянш, въ 
которомъ находились въ ту эпоху науки, хотя въ немъ и 
не помбщены всф научныя пр!обр$тен1я, добытыя впродол- 
жен1е самаго 13-го етол$т1я. Въ сочиневи этомъ мы нахо- 
димъ извлечен1я изъ Евклида, Аристотеля, Витрувля, — кото- 
рый до тзхъ поръ кажется не былъ извфстенъ среднев$ко- 
вымъ ученымъ,—изъ Боэця, Касс1одора, Исидора Севиль- 


иные 


19) Мощаа Назюзте 4ез тайетайдчез, +. Т, р. 948. 
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скаго, Альфараб1я, Авиценна и различныхъ другихъ араб- 
скихъ писателей. 

Винцентъ-де-Бове говорить, что Альфарабй ??‘) различаль 
восемь математическихъь наукъ: ариеметику, геометр1ю, пер- 
спектику, астроном, музыку, метрику или науку о вЪеахъ 
и мфрахъ, и науку о духЪ (т, е. метафизику). ЗдЪеь привс- 
дено только семь наукъ; восьмая, пропущенная, есть алге- 
бра, которая у Альфарабя помфщена посл ариемегики. 
Винцентъ-де-Бове не говорить о ней; это ведетъ къ пред- 
положентю, что алгебра тогда не проникла еще во Фран- 
цю, или по крайней мЪрЪ была извЪетна только небольшо- 
му кружку математиковъ. 

Наша сисмема счисленля, съ нулемъ, изложена весьма яс- 
но подъ оглавленемъ: .41907937%и5. Геометр1я сводится на 
опред$леня и на нъкоторыя элементарныя понят!я: это до- 
казываетъ, что предметы, составлявпие содержан1е ученыхъ 
трудовъ Сакро Боско, Кампана, [ордана, Вителл1о, были еще 
совершенно новы и знанйе ихъ не достигло еще до Вин- 
цента-де-Бове. 

Если бы въ этомъ обзорЪ писателей 13-го вЪка мы сл$- 
довали хронологическому порядку, то начали бы безъ сомн%- 
шя съ Фибонакки, называемаго обыкновенно Леонардомъ изъ 
Пизы, такъ какъ его /лбе’ А фас помЪчена 1202 годомъ. 
Но сочинете это имло такое вл1яще на направлене мате- 
матическихъ наукъ въ 15-мъ стол ти, что мы съ намфренемъ 
отдБлили его отъ сочиненй, о которыхъ говорили до сихъ 
поръ. Эти послЪдн1я относятся къ греческой школЪ, не емо- 
тря на то, что, она проникла въ Европу чрезъ посредство 
зрабовъ и на ихъ языкЪ. Сочинен!я же Леонарда имЪють 
повидимому происхожден!е индЪйекое, хотя также прошед- 
шее черезъ руки арабовъ. Отеюда проистекаетъ особый ха- 
рактеръ, отличающий ихъ отъ везхь другихь сочинений. 


"0) Альфарабй былъ знаменит Йпий изъ арабовъ 10-го столёя, 
особенно какъ геометть и астропомъ. Въ еписк® сго многочисленныхъ 
есчинен! мы паходимЪ одно, заглаве котораго Ми; Гейенифит, зеи 
фзорИпатит тафетайсатит. Фезаитиз показываетъ то важное зна- 
чен1с, которое приписывалось математическому образован1ю. 
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Леовардъ Фибонакки путешествовалъ, какъ извЪетно, на 
восток; по возвращении онъ издаль сочинен1е объ ариеометикЪ 
и алгебр, начинавшееся словами: 17030 Тлбег Аббас сот- 
0383 а Геопотао Во Вопассё Разапо т апто 1202. Арио- 
метика есть наша современная система съ нулемъ; Фибо- 
накки приписываеть ее ИндЪйцамъ: 


‹ № ет рдитае Лпаотит йае зит 
УПП, УЦ УП, УЬ У, Ш Ш НТ 
9, 8 7, 6,5, 4, 3, 2,1." 
сит #15 Чадие позет рдитз 6 сит №0с $910 0 дио4 ата- 
асе зермтит арреНаит, зспониг дифе питегиз, еёс.> 2?) 


Сочинене по алгебрЪ, которое Фибонакки, подобно Ара- 
бамъ называетъ 44дебта её А4тисабща, хоходитъ до рёшеня 
уравнен!й второй степени и изкоторыхъ другихь къ нимъ 


221). Цифры сходны съ цифрами Сакро Боско, которыя приведены въ 

сочивен1яхь многихъ другихъ авторовъ (см. преимущественно у Геиль- 
броннера и Монтуклы). Впрочемъ арабскля цифры, ветр5чаюнияся въ 
большемъ числЪ рукописей 13-го и 14-го столфт1я, им$ютъ всЪ одну и 
туже форму. 
° 222), Замфтимъ, что почти вс писатели 13-го столЪт1л:—Фибонакки, 
Торданъ, Сакро Боско, Винцентъ-де-Бове, Александръ Вильдье, Рожеръ 
Баконъ,—писали объ арабской, или лучше сказать индЪЙской, системЪ 
счиелен1я. Это доказываетъ очевидно, что эта система уже съ давнихъ 
поръ была изв$Зетна и употребляема у математиковъ, и что для точна- 
го опредфлен!я времени введен1я ея въ Европу, честь котораго не мо. 
жеть быть прицисываема ни Фибонакки, ни кому другому изъ назван- 
ныхь писателей, нужно обратиться къ эпох ранфе 13-го столЗия. И 
въ самомъ дЪлЪ нельзя допустить, чтобы писатели предшествовавшаго 
столЪт1я, доставивиие многочисленные переводы важнЪйшихъ арабекихъ 
сочинен!, могли не знать арабской системы, какъ самой по себЪ, такъ 
и велфдетв!е крайней необходимости подобнаго знаня для перевода 
астрономическихь таблицъ и другихь сочиневай, напр. Арзахеля, Аль- 
фрагана и др. 

И мы дфйствительно указали уже на два сочинен1я объ .4190715тизЗ, изъ 
которыхъ одно написано повидимому Герардомъ Ёремонскимъ, а дру- 
гое—Тоанномъ Севильскимъ (Н15ра]епз13). Оба эти писателя жили въ 
12-мъ ВЪЕЗ. 


А 


«- 
< 
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приводящихся. Это — подражане элементарной и весьма рас- 
пространенной между Арабами въ 9-мъ столфтм алгебр 
Могаммеда-бенъ-Муза. Фибонакки дфлаетъ приложеншя этой 
науки къ геометр!и: это было начало и первый примЗръ вве- 
ден1я алгебры въ геометрическя доказательства и изелфдо- 
ван!я у европейскихъ математиковъ. Слмяше этихъ двухъ 
наукъ, столь рззко различавшихея у Грековъ, составляетъ 
отличительный характеръ сочинен1я Фибонакки, гдф оно не 
только примЪнено къ дфлу, но яено признано, какъ свой- 
ственное природ$ этихъ наукъ и способное вести къ ихъ 
взаимной полдержкЪ. Фибонакки въ предислови говоритъ: 
4 диза а’ Ципейса е деотейичае злепйа зип? соппехае, 6 
зитадаютае 3 а@ иидкет, пот роз 4е питего щепа 
{таф аосичта, 7113: зпзегаит деотейзса диаедат, уе а4 
Сеотейчат зреоатйа; и прибавляетъ, что правила и приемы 
алгебры получаютъ часто очевидность и доказываютея по- 
мою геометрическихь соображенй и чертежей. Зат$м» 
авторъ обфщаетъ говорить подробнфе о томъ, что касается 
геометр1и, въ книг$ своей о практической геометри, кото- 
рая дЪйствительно была имъ издана. 

Это сочинен1е, состоящее изъ восьми главъ, называется: 
ТГеопата: Разатл 4е зв Воппассеа Ртасиса Сеотейтчае, 
сотрозйа апто МСОСХХ. Оно осталось въ рукописи, также 
какъ и сочинене по алгебрЪ. Бернардинъ Бальди извЗщаетъ, 
что Воммандинъ приготовилъ сочинене о геометрии къ пе- 
чати, но умеръ, не исполнивъ своего намфревя *?*). Эдуардт 
Бернардь, ученый англйсю!й геометръ и астрономъ 17-го 
столЪт1я хотЗль пометить еочинеше Фибонакки по алгебрЪ 
ВЪ седьмомъ томЪ великол5пнаго собрашя древнихъ сочи- 
нен!й по математик$, которое онъ заготовляль °*“). 


225) Стоиса ае’тщетанс р. 89. 

33%) Собран1е это должно было состоять изъ 14 томовъ; списокъ со- 
чннен!й, которыя должны были въ немъ заключалься, находится въ Вз- 
ФИо{йеса дтаеса Фабрищя (ТлЪ. ПТ, сар. 23). 

Въ назначавшемся для алгебры 6-мъ том$ мы находимъ сл5дующее 
затлав!1е одного изъ сочиненй Тебита-бенъ-Кораха, указывающее на 
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Фибонакки оставилъ еще статью о квадратныхь числать, 
которая, насколько можно судить по тзмъ м3%стамъ-бипипа 
ае атёйтейса Луки Бурго и ариеметики Кардана, гд$ она ци- 
туется, относилась къ неопред$ленному анализу первой и 
второй степени. Формулы, употребляемыя этими двумя гео- 
метрами, отличаются отъ формулъ Длофанта и одинаковы съ 
формулами индЗйскихь сочинеюй съ тЪмъ постояннымъ раз- 
личемъ, что рёшаемые вопросы не такь трудны и общи, 
какъ у ИндЪйцевъ. Статью Фибонакки мы должны разсемат- 
ривать какь коШю съ какого-нибудь арабскаго сочинепля, 
заимствованнаго въ свою очередь отъ ИндЗйцевъ. 

Такимъ образомъ сочиневля Фибонакки, сдЪлавпияся въ 
16-мъ столЪт1и образцомъ и основан1емъ для Луки Бурго, 
Кардана и Тарталеа, имфли чисто арабское, или въ сущно- 
сти индийское, происхождене. Ошибочно поэтому мнЪзи!е, 
что мы нашими знанями и успЪхами вт наукахъ обязаны 
непосредственно и исключительно Грекамъ. 

Сочинев1я Фибонакки еще не изданы, хотя въ настоящее 
время признана вся ихъ важность; рукописные списки ихъ 
р»дки, статья же о квадратных» числахъ затерялась лЬтЪ 
60 тому назадъ. Подобная же участь достанется и сочине- 
нямъ по алгебрф и геометрли, если печать не озаботится 
скоро о сохранени этихъ важныхъ для истори европейской 
науки памятниковъ °*°). 


зу тфевую связь, какую допускали арабы между алгеброй и геометруей 
и на отличительный характеръ ихъ математики: Трей Фтадайиз ае 
вегёще рторозйопит дебтчесатит детопзтанотиз беотейчсз а4- 
згиепда, сит из тобайЬиз едтедиз, диае бебтесат атет зресищ. 
АгаЪ1се еф 1а те. 

Громадные и цфнные матер1алы, затотовленные Бернардомъ, посту- 
пили посл его смерти въ В Воезата. Нельзя не удивляться, что 
такое прекрасное и полезное предпр1ят1е не выполнено было именно 
въ той странф, гдф науки находили себф такъ часто благородную и 
могущественную поддержку. 

225) „Лица, не занимающйяся спещально историческими изысканяии, 
не могутъ и представить себ%, сколько драгоцфнныхъ рукописей про- 


падаеть даже теперь, въ самое послВднее время,... Послф такой не- 
15° 
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ЛА-е стольтие. Четырнадцатое стол те является въ исто- 
раи среднихъь взковъ съ меньшимъ блескомъ, нежели 13-е; 
причина этого въ томъ, что новыя и важныя произведения, 
прославивпия имена Фибонакки, Сакро Боско, Вампана, Гор- 
дана, Вителлло, Рожера Бакона, должвы были обдумываться 
и изучаться въ тишин%, чтобы быть вполнф усвоенными и 
принести плоды. Намъ кажетея во веякомъ случаЪ, что 14-е 
столе, такъ мало еще извфетное, выполнило свое назна- 
чене. Математичесвя учен!я расширились и не сводились 
уже на простое воспроизведенме или подражан1е немногимъ 
арабскимъ сочиненямъ; д$лались первыя попытки прим нить 
пруобр$тенныя знан!я и идти далЪе ихъ; умы подготовлялись 
къ чтеню греческихъ текстовъ и кь быстрому и общему 
движен!ю, которое повело за собою въ слЗдующемь стол$- 
т1и обновлене наукъ. 


простительной небрежности имфемъ ли мы право обвинять средне в$- 
ка въ уничтожен!и рукописей. Изъ боязни прослыть варварами въ гла- 
захъ потомковъ намъ пора бы уже принять мфры противъ подобнаго 
истреблен1я“. (Ызз0те 4ез зсдепсез тоййетайчиез еп Проиае, %. Гр.Х). 

Мы считаемъ долгомъ повторить эти слова Либри и желаемъ, чтобы 
они нашли себЪ повсем$стный отголосокъ.—Но понятно, что указываемая 
въ нихъ обязанность должна лежать не только на частвыхъ лицахъ, 
но еще болфе на правительствахъ, желающихъ содЪйствовать успфхамъ 
наукъ и развитию человЪ чества. Печатныя издан1я рукописей, предста- 
вляющихь научный и историческй интерест, и переводы н$которыхъ 
иностранныхь сочиневн!й на отечественные языки, составляли бы так-. 
же важныя, полезныя и притомъ не дорого стояшая поеоб1я людямъ, 
посвятившимъ себя ученымъ трудамъ. 

Другая мЪра, которую можно бы было предпринять, чтобы предупре- 
дить исчезновен1е литературныхь р$дкостей (напр. произведенй 17-го 
столфя, уничтожающихся съ каждымъ днемъ)—это учрежден!е спец1- 
ально-научной, такъ сказать исторической, библ1отеки, гд$ бы впродол- 
жен!е цфлыхъ вфковъ собирались произведен1я знанля и таланта, — 
которая была бы хранилищемъ, куда каждый считаль бы долгомъ и че- 
ст1ю представить свои собственныя незначительныя работы, которыя 
теперь пропадаютъ, такъ какъ неизвфетно, куда ихъ нужно отправить, 
чтобы он принесли свою долю пользы и чтобы существован1е ихъ 
было обезцечено. 
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Первая треть 14-го’ столЗтя представляетъь намъ чело- 
взка, который пртобрЪль себЪ значительную извЪстность 
своими познашями въ философш, математик, теологии въ 
арабской литератур$, именно Томаса Брадвардина, епископа 
Кентербер!йскаго. Мы уже упоминали о его теорши выдаю- 
щихся многоугольниковъ, которую онъ развилъ, основываясь 
на краткомъ указани Кампана о зв$здчатомъ пятиугольник$. 
Эта теор1я предетавляетъ дЪйствительно новое воззр ше, д%- 
лающее честь 14-му вЪку. Она находится, какъ мы уже го- 
ворили, въ сочинени подъ заглавемъ: деотейча зресщайча, 
которое было напечатано въ 1496 году и имЪло потомъ еще 
много изданий *°). Это указаше года (1496) ввело, кажется, 
въ ошибку историковъ Бернардина Бальди, Геильброннера 
и Монтуклу, которые относятъ это сочинене къ концу 15-го 
стол т1я; это же можеть быть было причиною, что сочине- 
н1е это до сихъ поръ мало цФнитея, такь какъ считать со- 
чиненше слишкомъ на полтора вЗка позднзйшимъ, значить въ 
большой степени уменьшать его важность. Для того времени, 
когда сочинене это написано, оно весьма зам чательно и 
не только благодаря теор1и выдающихся многоугольниковъ, 
но и по многому другому, между прочимъ потому, что въ 
немъ мы находимъ н5которыя предложен!я объ изоперимет- 
рическихъ фигурахъ. 

Предлагаемъ разборъ этого сочинения. 

Воть другое заглавте гтот Буеше Оотрепфит атИз Сео- 
тейзае а Трота Втадуатфиа ех №8 Еисйа$, ВБоёйа 
Сатратз регорите сотруИафит. Издатель долженъ бы быль 
назвать также Архимеда и ОФеодося, о которыхъ онъ чаето 


226) Между рукописями королевской бибмотеки (№ 7368, кошая 14-го 
вЪка) есть одна, названная въ каталот6 Егадтептрит @ететотит @ео- 
этенчае, въ которой мы нашли м$ста изъ геометраи Брадвардина. Тамт 
же находятся и теор1я выдающихся многоугольниковъ, но между фи- 
гурами находится только пятиугольникъ втораго рода и семиугольникъ 
третьяго рода, названные пятиугольникомъ яервало порядка и семи- 
угольникомъ вторало порядка. Друйе выдаюпиеся многоугольники не 
изображены. 
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упоминаеть и у которыхъ многое заимствуетъ, именно изъ кни- 
ги Де диадтщита стсий перваго и изъ Эрйаетса втораго. 

Сочинен1е распадается на четыре части. | 

Въ первой содержатся опредФлен!1я, &кс1омы, постулаты, 
находящеся въ начал элементовъ Евклида, и теор1я вы- 
дающихся многоугольниковъ. 

Во второй части изел$дуются треугольникъ, четыреуголь- 
никъ, кругь и изопериметрическя фигуры, о которыхъ, какъ 
замфчаетъь Брадвардинъ, въ геометр1и Евклида ничего не ска- 
зано. Но извЗетно, что теор1я эта получила начало въ шко- 
лЪ Пиеагора и что ученикъ этого философа Зенодоръ оста- 
вилъ сочинен1е объ этомъ предметЪ, им$вшее цзмю опро- 
вергнуть обыкновенное въ то время мизше, что фигуры съ 
одинаковымъ периметромъ имЪютъ одинаковую площадь; со- 
чиненте Зенодора, древнЪйшее изъ дошедшихъ до насъ гре- 
ческихъ сочинешй по геометр!и, сохранено Теономъ въ его 
комментар! къ Альмагесту *'). Паппъ также занимается 
этимъ предметомъ въ пятой книг Математическаго Собраня. 
Брадвардинъ не говоритъ, заимствовалъ ли онъ доказываемыя 
имъ предложен1я изъ этого сочинен1я, или изъ Альмагеста, 
или же нашелъ ихъ самъ. Воть эти предложевя. 

Первое предложене. — Из» всъхз изопериметрическихь 
мнозоуюльниковь наибольшую площадь имъеть тоть, у ко- 
торало число улловз есть наибольщее. 

Второе предложеше.—Изъз всъхъь изопериметрическить 
мнозоуюльников5, имъющихь одинаковое число у1ловз наи- 
больиий тот, вв котором» узлы равны между собою. 

Третье предложене. — Из» всъхь изопереметрическихь 
мнотоуюльниковх, имоющить одинаковое число сторонз и 
равные между собою умы, наибольший тотъ, въ котором 
стороны равны. | 

Четвертое предложеше.—Изъ вс®х5 изопериметрическихь 
мнозоуюльников5 круз есть наибольиий. Авторъ прибавля- 
етъ, что иарз имъетз такое же свойство между тълами. 


227) Илавй воспроизвелъь его въ своемъ комментар1В на сочинене 
Сакро Боско о шар%. 
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Въ третьей части сочиненя говорится о пропорцляхъ и.о 
измфрени площадей треугольника, четыреугольника, много- 
угольниковъ и круга. 

Брадвардинъ говоритъ, что площадь круга равна прямо- 
угольнику, стороны котораго суть половина окружности и 
половина д1аметра. Онъ береть это предложене безъ дока- 
зательства изъ книги Архимеда Ое диадтита сатси@, гдЪ 
оно выражено н3®сколько иначе, именно: всяк круз равенъ 
прямоулольному треуюльнику, которало одинъ катеть ра- 
вень радзусу круза, а друюй—окружности толю же крупа. 
Брадвардинъ прибавляетъ, что отношене окружности къ 


даметру веть дос из рабеит аф еодет Атситетяае””") 


2 
я» 
1 ртаефйсю ИбеЦо (Бе диадагоита стсий)“. 

Въ четвертой части говорится о фигурахъ трехъ изм5ре- 
н1й, о мзетахъ, о тфлесныхъ углахъ, 0 пати правильныхъ 
тфлахь и о шарф. 

Книга о шарЪ есть собраше различныхъь теоремъ о кру- 
гахъ, проводимыхъ на этой поверхности; Брадвардинъ гово- 
ритъ, что эти теоремы онъ взяль изъ Глбег зрйает$согит 
Оеодосля. 

Наконецъ существуетъь еще особое небольшое еочиненле 
о квадратурЪ круга, подъ заглавемъ: Тула из де диаагаита 
утсий еайиз а диодат атсмеразсоро от@тлз гит т- 
погит. Сочинен1е это одинаково съ тзмъ, которое Гаурикъ 
приписываеть Кампану. ПосяЪ того, что мы сказали, нужно 
допустить, что сочинене это можеть столько же называться 
именемъ Брадвардина, какъ и именемъ Кампана. 

Нашего вниман1я заслуживаетъь еще одна идея Брадвар- 
дина— первый проблескъ Платоновой философии, начинавшей 
проникать въ Европу. Этотъ писатель пыталея именно при- 
ложить геометрическй методъ къ теологли и первый бросилъь 
такимъ образомъ с$мя того духа независимости, который 
скоро распространился въ монастыряхъь и семинарляхъ, и, 


22) Брадвардинъ называеть Архимеда— Атситетзае$. 
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поддерживаемый еще болфе въ сл5дующемъ вЪкБ друтимъ 
представителемъь церковной власти, философомъ-платони- 
комъ Николаемъ Куза, стряхнуль съ себя иго средневко- 
вой схоластики и предался новой философии. 


Продолжаемъ истор1ю 14-го столЗт1я. Въ началЪ этого 
столЗтя Педазимъ (Реб!азпииз) писалъь о геометр1и и гео- 
дез; монахъ Варлаамъ оставилъ сочинен!е по ариеметик% 
и сочинен1е по алгебр въ шести книгахъ; поел днее, подъ 
заглав1емъ /00зИйсае Из ТТ написано на греческомъ язы- 
кВ *°), для изучен1я котораго авторъ, родомъ итальянецъ, 
жилъ на восток. Латинсай переводъ этой алгебры напе- 
чатанъ въ 1572 году (ЗбтаззБиго, т—8°), потомъ въ 1606 году 
(Рах1з, п—4‘) съ объясненами Шамбера (Зеап СпашЪег). 
Оригиналъ есть можетъ быть самое древнее изъ хошедшихъ 
до насъ сочиненй по алгебрЪ, если не считать сочинен!я 
Фибонакки, которое боле чБмъ на столфте древн%е. 


Киллингвортъ (КИИисмог@) оставилъ астрономичесвя таб- 
лицы и сочинене объ 4190715 тиз. 


Симонъ Бредонъ составилъ комментарй кь Альмагесту 
Птоломея *°°) и написаль сочинен1е по ариометик%. 

Иеазкъ Аргиръ (Агсугиз), гречесый монахъ, вычислилъ 
астрономическя таблицы и написалъ много сочинен!й: объ 
астроляб1и, объ ариеметикЪ: Де ежтгасвоте та@с1з дичайга- 
Исае диайтаютит зттайопавит; по геодези: Сотрепфит 
деофаеззае зем @е @тепзоте (осотит тефодиз втелз © 
Ида; п по различнымъ отдфламъ геометрии: Де зтоепИопе 


—_- 


23) Предлагая отчетъ о той части этого сочинен1я, въ которой го- 
ворится объ астрономическихъ вычисленяхъ, Деламбръ помфщаетъ 
автора ранфе Беда, говоря, что ему неизвестно въ точности, когда 
онъ жиль. ото—странная невнимательность, такъ какъ Варлаамъ есть 
лицо извфсетное также и въ литературной и въ политической истори 
14-го вЪка. 


30) Бернардъ назназалъ это сочинен1е для УШ части своего сбор- 


ника, о которомъ мы говорили выше. Заглав1е сочинен1я было: бирег 
етот" айотез а1ачаз МтадезН: Ориз регаосё ит. 
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диайгапдщатит (щетит; Тфеотета 4е ичапдийз; Пе 
Чипепзопте изапдшотит аПатитдие Поитатит; Ое Вдит8 
пот тефапдийз; а4 тесютущ аз тедисеповз. 

Ни одно изъ этихъ сочиненй не напечатано и мы сожа- 
лБемъ, что не можетъ указать, въ чемъ заключалось ихъ 
содержанте и что они для времени своего появлешя пред- 
ставляли новаго и полезнаго. Эдуардъ Бернардъ включилъ 
въ свое собраше древнихъ авторовъ одно изъ нихъ, подъ 
затлав!емъ: Де Ндитатит Фтапзтщанопе на греческомъ и 
на латинскомъ языкахъ. 


Паоло Дигомари (Рао1о 41 П1сотаг!), извЗетный подъ име- 
немъ Раою @@Р Абфасо, писаль объ алгебрЪ, геометрии и 
астрономии и былъ замфчательный литераторъ, котораго 
можно назвать рядомъ съ его знаменитыми современника- 
ми Лантомъ п Петраркой. 


Монтукла относить къ 14-му стод5тю писателя В1а210 41 
Рагта, который оставилъ сочинен1я по ариеметик$, геоме- 
три, астроном и оптикЗ, и былъ для своего времени че- 
лов$къ необыкновенный. Лука Бурго ссылаетея на него, 
также какъ на другихь позднёйшихъ писателей, которые 
были ему полезны при составлени битта 4е Ат #фтейса 
её. Но онъ помфщаетъ его непосредственно посл Леонар- 
да изъ Пизы, прежде Сакро Боско и Ргоздоепао изъ Падуи, 
и это заставляеть предполагать, что онъ относить его къ 
13-му столВт1ю, такъ какъ вообще онъ соблюдаетъ хроно- 
логическй порядокъ въ указани авторовъ: изъ древнихъ 
онъ приводить Евклида и Боэщя, изъ новыхъ же Леонар- 
да изъ Пизы, В1ас10 изъ |армы, Сакро Боско и Ргоздостто 
изъ Падуи. 


Послднй жиль въ конц 14-го и въ началВ 15-го вЪка; 
онъ вычиесляль астрономическля таблицы и написалъ книгу 
Пе а дот то; Монтукла предполагаеть, что въ ней гово- 
рилось объ алгебр (Шзюте 4ез Майетайдиез, 4. П, р. 716). 
Но сочинене это по всей вБроятности было простымъ изло- 
женемъ практической ариеметики, какъ вс сочиненя съ 
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подобнымъ же заглавемъ; притомъ Бернардинъ Бальди сеы- 
лается на этого автора такъ, какъ будто онъ писалъ толь- 
ко объ ариометикЪ, а не объ алгебрф. Это сочинеше Де 
«дотйрто въ 1483 году было напечатано и можеть быть 
оно есть первое изъ сочиненй о нашей систем  счисле- 
ня, сдфлавшееся извфстнымъ чрезъ посредство печати. 
Правда Сотреп@ит ат Иитейсез ВоёНз Фабера (З$аршепз5) 
было напечатано еще въ 1480 году, но оно относится къ 
умозрительной ариеметикВ или кь теор!и чиселъ, независя- 
щей отъ способа изображен1я чиселъ и употребляющей 
только нЪФкоторыя изъ нихъ, чтобы выразить чрезъ нихъ 
остальныя. *?'). 

Коссали (Созза!) въ своей истори алгебры *??) приво- 
дить мнолихъ Итальянцевъ, писавшихъ объ этой наук$ въ 
14-мъ стол5тш. Между прочимъ мы узнаемъ отъ него, что 
Вильгельмь Лунисъ ([и115) перевелъ алгебру Могаммеда- 
бенъ-Муза, подъ заглавемъ: Са гедфа ЯР одебта. Говоря 
о геометр1и Арабовъ, мы упоманули, что съ этого сочине- 
мя было сдфлано въ 13-мъ и 14-мъ столб пяхъ много дру- 
гихъ латинскихъь переводовъ; одинъ изъ нихъ воспроизве- 
денъ Либри въ первомъ том Нзюйе 4ез зеетсез тайе- 
тайдиез. 

Въ 14-мъ в$кЪ изъ веЪхъ наукъ наиболфе разработыва- 
лась астрономля. Большинство тогдашнихъ астрономовъ оста- 
вили сочиненя объ астроляб]и. Мы не будемъ называть ихъ, 
такъ какъ собственно по геометрии они, кажется, не писали. 


281). Сочинеше Просдоцимо представляетъ кажется интересъ въ томъ 
отношен1и, что подтверждаетъ мн$фн1е Валлиса, о значени словъ афаеиз 
и а19074зтиз: Валлисъ предполагаетъ, что первое замфнилось вторымъ 
въ коня среднихь вЪковъ; въ одной рукописи изъ В. Воеота онъ 
прочелъ, что Германъ Контрактъ и Проедоцимо писали объ афасиз$, 
и прибавляетъь, что это другими словами зназить 0[90715тиз, или араб- 
ская система счислен1я. Заглав1е сочинен1я Просдоцимо, котораго 
Валлисъ не зналъ, подтверждаеть вполя$ его мнфше. 

232). Дота суиса 4е?’ отЗдбте, $гапзротю е ртита ртодтезя т Пайа 
4еИ’ 4 9ефта. Рагта, 1797, 2 Уо]. ш—4°. 
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Изъ вышесказаннаго видно, что у христпанъ въ средне 
вЪка математичесая науки слагались весьма медленно съ 
8-го по 14-е стол5те: сначала были заимствованы у Гре- 
ковъ и перенесены Боещемъ, Васс1одоромъ и Исидоромъ 
Севильскимъ только самыя поверхностныя понят!я, потомъ, 
въ 12-мъ стол5ти, являются настояпля ученыя сочиневя, 
перенесенныя изъ Испаюи и переведенныя съ арабскаго на 
латинскй языкъ. Но, какъ видно изъ сказаннаго нами выше, 
чиело такихъ сочинен1й было весьма ограниченно; мы встр%- 
тили переводы Евклида, Оеодосля, Птоломея, Альгазена, 
Могаммеда-бенъ-Муза; затЪмъ, по нёкоторымъ м%$стамъ Оп- 
тики Вителл10, мы могли только догадываться, что извЪстны 
были коничеек1я с$чемя Аполлоня, но не могли указать ни 
на одинъ переводъ этого важнаго сочинен1я, и еще менЪе 
на переводы Архимеда, Герона, Менелая, Паппа, Серена, 
Прокла. Однако нельзя думать, чтобы сочиневя этихъ гре- 
ческихь геометровъ, переведенныя много разъ на арабеюй 
языкъ, не проникли къ европейскимъ христанамъ въ 12-мъ 
и 13-мъ стол5т1яхъ вмЁст$ съ элементами Евклида. И латин- 
све. переводы нфкоторыхь изъ нихъ дЪйствительно сущест- 
вують *°). Но ихъ р%$дкость и неизв$стность геометровъ, 
которые ихъ издавали, или которые ими пользовались, до- 
казывають, что эти сочинетя были мало извЪетны и что 
математика въ концЪ 14-го вфка была еще въ дЪтств$ срав- 
нительно съ т$мъ цвфтущимъ состоян1емъ, какого она дос- 
тигала у Грековъ въ первые времена Александр ской шко- 
лы иу Арабовъ въ 11-мъ стол **“). 


233). Преимущественно въ рукописи королевской бибмотеки, озаглав- 
ленной: Майетайса (Зарр]. 184. № 49, ш №1.). Либри въ Назюе 4ез 
304етеез тафетайнаЧиез еп По@е Т.Т, р. 265 даеть перечень сочине- 
НЙ, заключающихся въ этомъ томЪ. 

23%), Лолжно сказать вообще, что мы еще слишкомъ неполно знаемъ 
среднев$ковую историю, которая до сихъ поръ оставлялась безъ вни- 
ман1я, такъ какъ предметомъ изучен1я, со времени 15-го вфка, служи- 
ла исключительно греческля литература и наука, доставляющ1я для 
нашего знан1я источники, несравненно болфе богатые содержанемъ. 
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15-е стольте. Въ пятнадцатомъ стол та. которое было 
временемъ всеобщаго возрожден!я наукъ и иекуствъ въ Евро- 
п$, математическя науки получили новый и плодотворный 
толчокъ, быстро подготовившй велие успфхи, должен- й 
ствовавиие . совершиться въ бл®дующемь вкЪ. Толчокъ 
этоть вызванъ быль знакомствомъ съ греческими сочинен!- 
ями, которыя въ первый разъ начали изучать на язык® под- 
линниковъ и затЗмъ изготовлять переводы, имЪвице назна- 
чен1емъ ознакомитх съ геометр!ею Евклида, Архимеда, Апол- 
лон1я и другихь великихъ писателей древности. 
`° Уже эти первые шаги представляютъ значительный усп$хъ 
въ дДЪлЬ изучешя наукъ и ихъ однихъ было бы достаточно 
для славы 15-го столб тя. Но въ то же время снова возбуж- 
день былъ ещё другой элемектъ, въ извфстномъ емысл® 
чуждый греческой наукз,—именно индйская алгебра, остз- 
вавшачся уже 300 лБтъ въ Европ безъ значен!я; теперь 
показаны были ея приложен!я, и важность ея обнаружена 
въ надлежащемъ свфтЪ. Связь ея съ геометруей, указанная 
еще Фибонакки, не оставалась теперь только безилодной 
идеей, но едЪлалась переходящимъ въ практику принци- 
помъ. Наконець славф 15-го вЪка содЪйствовали и н\ко- 
торыя оригинальныя произведен!я — первые плоды геня и 
первыя примфнен1я знанй, заимствованныхь у Грековъ и 
Арабовъ. Въ тому же въ срединф этого вЪка изобр$тено 
книгопечатан1е, которое послужило могучимъ пособемъ для 
стремлевй человфчесвкаго духа, встр$чавшихь прежде пре- 
пятств1я и остановки велёдствые р%дкости и недостатка 
рукописей. Это достонамятное открыте было, можно ска- 
зать, дополнешемъ къ другому великому событшю 15-го сто- 
лзт1я,—къ завоеван ю Константинополя, благодаря которому 
Европа получила искуства, литературу, философю и науку 
древней Греши 5). 


235). Мног1я другя событ!я того времени, какъ-то: открыте Амери- 
ви, мыса Доброй Надежды, Остъ-Инди, также помогли усовершенство- 
ваню астрономш, оптики и геометр!и и содфйствовали всеобщей ум- 
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Сд$лаемъ кратый обзоръ гесметровъ, которымъ мы 06я- 
заны первыми работами, представляющими начало нашихъ 
усп$ховЪъ въ наукЪ. 

Прежде всЪхъ находимъ Пурбаха и выше вс$хъ—его зна- 
менитаго ученика Регомонтана. 

Первый изв$етень преимущественно какъ эстрономъ и 
какъ издатель Треотмсае Бапеатит *3°). Это сочинене бы- 
л0 продолжешемъ сочиненя Сакро Боско о сфер%, и назна- 
чалось для пополненя Птоломеева Альмагеста, который быль 
у Пурбаха безъ вычисленй и безъ геометрическихъ доказа- 
тельствъ. Впоел$ дети Пурбахъ началъь переводъ геометри- 
ческой части Альмагеста, только что доставленной въ Евро- 
пу кардиналомъ Бессар1ономъ. Переводъ этотъ, не окончен- 
ный велфдетве ранней смерти Пурбаха, продолжаль потомъ 
Рег1омонтанъ; онь быль изданъ въ 1496 году въ Венещи, 
подъ заглавемъ: Рюетаез Фехая4агии азтопотогит ртзтст- 
103 31 тадпат соптисйопет Сеотдя Ритдасйй, виздие 
зсари@ Лойотпаз 4е Вефототе азтопотисоп ерцотв. Уе- 
пез, 1496, т №1. 

Оба ученые переводчика ввели въ тригонометрическя вы- 
численя Птоломея синусы вмЗето 10рдз, что сдЪлано было так- 
же Альбатегтемъ и послЪ него другими арабскими писате- 


лями; но они удержали выражен1е и не употреблали 


0818 
тангенсовъ, введенныхъ въ тригонометр1ю еще за 500 дЪтъ 
Ибнъ-Юнисомъ и Абулъ-Вефой. ВпослЗдствыи Речомонтанъ 
самостоятельно дошелъ до этого и составилъ таблицы тан- 
генсовъ, изв$етныя подъ именемъ Таба /оесипаа. 
Регломонтанъ есть одинъ изъ замчательнёйшихъ людей 
въ истори математики. Объемъ свфлЪнШ, необыкновенная 


ственной дфятельности и тому сильному движеню, которое получило 
въ ту. эпоху научное образованте. 

236), Сочинене Т®ео7сае Ритёютит свачала напечатано въ Вене- 
ци въ 1488 тоду ш 4°, чрезь 28 лЪтъ посл смерти автора; посл: 
того оно очень часто перепечатывалось и большею частю съ коммен- 
тарями. 
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дБательность ума и большое число сочинен1й заставлаяють 
смотр$Ъть на него, какъ на истиннаго возобновителя наукъ 
въ Европ$. Произведен!я его состоять, съ одной стороны, 
изъ важнфйшихь сочиненй великихъ геометровъ Алексан- 
дрйской школы Евклида, Архимеда, Аполлон1я, Менелая и 
т. д., которыя Рег1омонтанъ первый прочелъ на оригиналь- 
номъ язык и перевель болфе правильно, ч5мъ Арабы; съ 
другой стороны, они состоять изъ собетвенныхь открыт 
Регомонтана. Между послфдними особенно зам чателенъ 
трактатъ его Де #4апдий$ отпитофз Вт дитчаие (Мат- 
Бего. 1533, ш №1.), предеставляющйй полное изложеше пло- 
ской и сферической тригонометри. ДвЪ первыя книги наз- 
начены для прямоугольныхъ треугольниковъ; въ нихъ мно- 
жество задачъ, являющихся въ первый разь. Вс они за- 
ключаются въ томъ, чтобы по тремъ даннымъ частямъ треу- 
гольника опредБлить остальныя. Такъ напримфръ, въ седь- 
мой задачВ второй книги дается периметръ и два угла треу- 
гольника; въ двфнадцатой задач той же книги дается осно- 
ван!е, высота и отношене двухъ другихъ сторонъ. Рег1о- 
монтанъ говорить, что задача эта еще не рфшена геометри- 
ческимъ способомъ 37). И онт при этомъ прилагаетъ алге- 


37). Чисто геометрическое рфшене этой задачи не представляетъ 
никакой трудностн и я не знаю, почему Ремомонтанъ считалъ необ- 
ходимымъ приложить здесь алгебру. По смыслу задачи вершина тре- 
угольника находится, вопервыхъ, на прямой параллельной данному 
основан1ю и вовторыхъ, на окружности, представляющей геометриче- 
ское мфето точект, разстоян1я которыхъ отъ концовъ основан1я нахо- 
дятся въ данномъ отношени остальныхъ сторонъ. 

Теорема эта извфстна была древнимъ: Паппт говоритъ, что она на- 
ходилась во второй книг: Соса апа Аполлон1я; ЕвтоцЯ въ начал 
своего комментар1я къ коническимъ сФчен1ямъ Аполлоня доказываетъ 
ее, чтобы показать примфръ зеометрическихь мюеть, употреблявшихся 
древними при р8шен!и ‘задачъ. Ее находимъ также въ трактат 
00% извюстныхь Араба Гассана-бенъ-Хаитема (ТлЪ. Т, Ргор. 9). У но- 
выхь она ветрфчается въ книг Кардана; Де рторо’НотЬиз дитето- 
тит, тоиит ее. въ сочинен!и Александра Андерсона (см. прим. Ш 
© призмахъ); въ 14560758 е детопята”от тиетаНнсйе ес. Галилея 
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бру, которую называетъ ауз геф её сепзиз; получивъ уравне- 
н1!е второй степени, онь прибавляетъ: диой тезнй ртаесера 
ати: ейосефит ***). Отеюда видно, что Регомонтанъ обла- 
далъ знатемъ алгебры, которое почерпнулъ изъ сочинен1я 
Леонарда изъ Пизы, воспользовавшись имъ въ бытность въ 
Италм, или изъ переводовъ алгебры Могаммеда-Бенъ-Муза; 
и въ этомъ нзть ничего удивительнаго, потому что всеобъ- 
емлющй и проницательный умъ Регломонтана не могъ про- 
пустить безъ вниманя такого великол$пнаго и столь полез- 
наго открытя, составляющаго ‘самый цфнный изъ даровъ, 
полученныхъь нами оть Арабовъ; но мФето это интересно 
тЪмъ, что доказываеть повсемзстное распространеше зная 
злгебраическихь правилъь между математиками уже въ сре- 
динф 15-го стол тя. И дЪйствительно, Рег1омонтанъ, самъ 
употреблявпий часто правила тез её сепзиз, пишетъ въ пись- 
махъ къ астроному Бланкину, изданныхь знаменитымъ биб- 
л1ографомъ Де-Мюромъ (О)е Маг) *°), что онъ увЪренъ въ 
глубокихъ познашяхъь Бланкина объ этомъ искуеств$ *“°); 


(р. 39); въ Госа Мапа Аполлошя, возстановленныхъ Ферматомъ, Шу- 
теномъ и А. Симеономъ. Лежанхръ помфстиль ее въ элементарной 
геометрии. 

238), Пусть основан!е будетъ 20, перпендикуларъ 5 и отношене сто- 
ронъ 3’,—; Ремомонтанъ, принязъ за невзв$етное разность отр®зковъ, 
образуемыхъ перпендикуляромъ на основанш, приходить путемъ гео- 
метрическихь соображевй къ уравнен!ю: 20 седзиз рГиз 2000 аедиаез 
680 хефиз, т.-е. 202 -+2000—680х. 

Въ 23-й задачЪ, гдф рЪфзь идетъь о построени треугольника, когда 
даны разность двухъ сторонъ, высота и разность отр$зковъ, опред$- 
ляемыхъ ею на основанш, Репйомонтанъ прилатаетт, также правило ге 
её сепзиз. Говоря о геометри ИндЪйцевъ, мы упомянули, что задача 
эта рфшена въ Г/Л/азай Баскары. 

37). Въ первомъ том своего сборника, подъ заглавемьъ: Метогав?- 
Па В®Йотесагит ри бсатит М№ттфегдепзит е имет 
АйаотРтае. МогииЪегсае, 1786, 2 Уо|1. ш—8°. 

240). бей пипс еат ей 9% амат 50618 атЪитот Гатйоатаззтат, рег 
атет з4ейсе? те? её сепзиз дио4 диаетгебайз абзомепао, р. 94 въ пер- 
вомъ томф вышеприведеннаго сборника. 
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этоть послфдый дЪйствительно пользуется алгеброй въ сво- 
ихъ отвЪтахъь Регомонтану. 


Въ книгахъ Ш, У и У говорится о сферическихь треу- 
гольникахъ. 

Третья книга похожа на орРаетса Менелая; четвертая 
содержитъ полную тригонометрю, & пятая —различныя зада- 
чи, р-шенныя здфсь въ первый разъ. Особенно замЪчатель- 
но предложен!е, соотв тствующее извЪстному еще Грекамъ 
свойству плоскаго треугольника: дуга большаю круза, т- 
лящая ч1олъ при верщинль сферическаю треуюльника по- 
поламь, образуеть на основанзи два отръзка, синусы кото- 
рыхз относятся между собою какъ синусы прилежащихье 
сторон. 


Ремомонтань написаль сочинене о практической ариеме- 
тик%, которое очъ назвалъ „4190735745 детопзтафиз. Сочи- 
нене это напечатано было Шонеромъ, подъ заглавемъ 
АдочИипиз 4етопзта из; Шонеръ замЪнилъ слово а@190- 
уззтиз словомъ а1907 туз, думая, что сочинеше Рего- 
монтана, найденное имъ въ рукописи, должно было полу- 
чить оть автора назване «(907 итиз, которое, по его ело- 
вамъ, происходить отъ греческаго бои} и измфнено бы- 
ло Сарацинами. Такимъь образомъ Шонеръ нс зналъ, что 
уже втечене многихъ стол$т словомъ 41907зтиз означа- 
лась наша система счисления *‘'), какъ это видно изъ сочи- 
ненй Сакро Боско, Винцента де-Бове и др., и что ел$до- 
вательно Регомонтанъ употребиль это назван1е еъ намЪре- 
немъ. Сочинен1е это, которое мы уже много разъ имЗли 
случай приводить, зам$чательно еще по одному обстоятель- 
ству, о которомъ мы до сихъ поръ не говорили: въ немъ, 


21). Въ старинной статьЪ, публикованной Кливктовеемъ, подъ загла- 
в1емъ: Оризоит 4е орга питегогит, ачод @дотзтит оса и во 
многихъ другихъ, оставшихся въ рукописи (дв$ въ бибмотекЪ Св. Же- 
невьевы и одва, французская, въ бибмотек$ арсевала), говорится, что 
слово @190715тиз происходить отъ имени философа А{19из’а. Но для 
подобнаго объяснен1я нфтъ никакого доказательства. 
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вмфсто чиселъ, употреблявшихея въ то время, постоянно 
употребляются буквы и эти отвлеченные знаки, составляю- 
ше особенность новой математики, прилагаются даже къ 
объясненю самой числовой системы и кь доказательству 
правилъ практической ариометики. Если бы емерть не по- 
хитила Рег1омонтана въ первомъ пер1олз его блестящей 
жизни, то ему можеть быть мы были бы обязаны великимъ 
открыт1темъ Вьета. 

Въ вышеуказанномъ собранми писемъ находимъ тригоно- 
метрическое рЪшене задачи: построить вписываемый вз 
круз четырелольникь по даннымь четыремь сторонаме. 
Говоря о геометрия ИндЪйцевъ, мы предложили историче- 
сюя зам5чаня объ этой задачЪ, занимавшей собою многихъ 
геометровъ 16-го стол$тия. 

Не будемъ говорить о другихъ сочинеюмяхь Регомонтана, 
число которыхъ весьма значительно, но которыя къ нееча- 
ст1ю остались большею частю неизданными, Перечень ихъ 
можно найти во многихъ сочинен1яхъ, изъ которыхъ мы ука- 
жемъ, какъ полнфйпия: 1807 та 28208 Геильброннера и 
Нота азтопотиае Вейдлера. 

Олинъ взглядъ на этоть перечень возбуждаетъ удивлене, 
тъуъ болЪе, что авторъ былъ похищенъ смертю на 40-мъ 
году своей жизли, что онъ впродолжен1е своего кратковре- 
меннаго существовав1я занять былъ главнымъ образомъ 
астрономическими наблюдевлями и вычислен!ями; въ течен!е 
тридцати лЪтъ вычисляль обширныя эфемериды и притомъ 
въ то время, когда не было еще пособ1я логариемовъ, что 
онъ наконецъ быль искуснымъ механикомъ и зав$ дывалъь 
типографей: все это удивляетъ и дЪлаетъ понятнымъ, поче- 
му Рамусъ ставиль его на ряду съ великими гевями Гре- 
Щи 2*°). 

212). №Могитфетда Фит ЕВефдотощато [гиебафиг: тофетайсь стае е 
иди её орет Дотчат защат ааефа, щ Татемит Атсида, бута- 
сизае Атситейе, Вагатнит Ргобо, Чехататча Се, поп уизВиз 


чат М№Мотчтбегда Велюототато Дотат? тоззЦ. (бейо1’е татетой- 


сае, 1. 2. р. 62) 
16 
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Кардиналь Николай Вуза, сочиненая котораго хотя и со 
держать мнопе промахи, лишаюцие ихъ въ настоящее вре- 
мя всякой цЪзны, принадлежаль тБмъ не менфе къ чиелу 
людей, наиболЪе способствовавшихъ дЪлу возрожден1я наукъ. 
Онъ признавалъ ихъ важность и распространялъ, стремясь 
примЗнить ихъ во веЪхь своихъ сочинен1яхъ, даже въ т5хъ, 
которыя относились къ теолопи. Въ этомъ онъ елЪдоваль 
примЪру, показанному за полтора вЪка передъ т$мъ Брад- 
вардиномъ. 

О Николаф Куза упоминаютъ между прочимъ по поводу 
квадратуры круга, приписывая ему первому мыель разема- 
тривать кругъ, катаящйся по прямой лини. Въ этой идеЪ 
думали найти первые сл$ды циклоиды и Баллиеъ старалеа 
возвести начало это кривой, сдфлавшейся столь извЪетною 
въ 17-мъ стол5ти, до Николая Вузы, упрекая его въ томъ, 
что онъ приняль ее за дугу круга. Но въ еочиненяхъ кар- 
динала ничто, кажется, не указываетъ, чтобы онъ имЪлЪ Въ 
мысли разсматривать кривую, образуемую точкою окружности, 
катящейся по прямой линш; дуга, которую онъ чертить, 
служитъ только для опред$леня на прямой точки, въ кото- 
рую приходить послЪ цфлаго оборота круга та точка, ко- 
торая первоначально находилась на прямой. Можно, кажет- 
ея, думать, что начала своего построен1я онъ нашель пу- 
темъ механическихь попытокъ *“3). 


243). Математическая сочиненя Николая Куза составляють третью 
часть собран1я его сочиневй, напечатаннаго въ ПарижЪ въ 1514 т. 
ш №Ю1. и въ БазелЪ въ 1565 г. ш №1. Они состоять изъ слЪдующихъ 
статей: 1) Де деотей4с; тапзтиюйот из; 2) Пе ай тей сотр- 
1ететИз; 3) Де тайетайса; сотретепиз; 4) Пе чиадгафита сатсий; 
5) Де зифиз е сйотаз; 6) Де чипа тесН сигучие тетзита; Т) Сотр- 
Детежит фею дсит Пуигщит т сотиЛетепйз тойфетайсаз; 8) Пе 
та фетайса регресНоте; 9) Вератайо сщепаат а; 10) Соттесно о ща- 
тит 4170733; 11) Айа дчаедат ех баитюо т Сизат аддеда. 

Большая часть этихъ сочиненй относитея къ квадратурЪ круга, ко- 
торою Николай Куза занималея, кажется, постоянно. Въ книг Дета- 
Фетансз сотрететИз авторъ говорить о коническихъь сфченяхъ и 
показываетъ построене ихъ на плоскости. 
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Кардиналъ ВКуза знаменитъь въ истори ТЪмъ, что онъ 
призналъ вачала платоновой философ, и еще болЪе тЪмъ, 
что первый возобновилъь учете Пиеагора о движени зем- 
ли вокругъ солнца, —учен1е съ такимъ усп$хомъ повторен- 
ное впослЪ дети Коперникомъ и Галилеемъ. 


15-е столе представляетъь намъ двухъ знаменитыхъ жи- 
вописцевь Альбрехта Дюрера и Леонардо-да-Винчи, кото- 
рые должны быть причислены также къ числу учензйшихъь 
геометровъ своего времени. Первый изъ нихъ написалъ со- 
чинен1е по геометрли для архитекторовъ и живописцевъ. 
Первоначально оно было написано по-н$мецки, потомъ 
позднфе издано на латинскомъ яазыкЪ, подъ сл5дующимъ 
заглавемъ, указывающимъ предметъ сочиненя: Гиз ийотит 
деотейчсатит ИФ диайют, ашоиз Птеаз, зирег_свез е 
зо44а сотрога На Фтасюуц, щ поп т Йезеоз зорит зрио- 
53, зе{ её уасютфиз, [афтаз аегатиз ас пдпатгиз, 14095413, 
зЗащатиз 6 итетзз детит диз стсеато, дпотопе, Пе, 
аи} аподи сета тепзита орета зиа ехаотятойй, эт? зитте 
ий {ез е{ песеззати. 


Въ первой книг$ Альбрехть Дюреръ показываетъ способы 
черчен1я различныхь кривыхъ лин!й; тутъ мы находимъ мно- 
мя епиральныя линш: плосма, цилиндрическая, сферическля 
и коническля; черчен1е эллипеа посредствомъ удхлиннен!я 
ординатъ круга въ постоянномъ отношени, или, разематри- 
вая его какь сзченше прямаго конуса, который авторъ на- 
зываеть иирамидой; также показаны способы черчетя двухъ 
другихъ коническихь сБченй, гиперболы и параболы. Это 
сочинен1е одно изъ самыхъ древнихъ, въ которыхъ говорит- 
ся о коническихъ сЪченяхъ. 


Въ первой же книг$ находимъ черчеше по точкамъ эпи- 
циклоиды, образуемой точкою, взятою въ плоскости круга, 
катящагося по неподвижной окружности. 

Во второй книг$ заключается вписыване въ кругъ мно- 
гоугольниковъ и различныя правильныя фигуры, составлен- 
ныя изъ дугь круга; потомъ квадратура круга и способъ для 

16* 
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наполнен!я плоской фигуры различными многоуголгниками; 
зв$здчатыхъ же многоугольниковъ здЪсь не находимъ. Изло- 
живъ построене вписаннаго въ кругъ патиугольника, нахо- 
лящееся въ первой книг Альмагеста Птоломея, Дюреръ 
показываеть способъ построить правильный пятиугольникъ 
по данной сторонЪ; построене это зам$чательно тфмъ, что 
оно выполняется однимъ отверстлемъ циркуля; но оно толь- 
ко приблизительное и фигура, получившая назване 7я7%- 
ольника Дюрера, имфетъ не веЪ углы равные **), какъ это 
въ слфдующемъ столЪти доказали Ф. Вар. 4е Вепеенз *=) 
и Клавй **°). Построенме Дюрера, благодаря своей просто- 
т$, употребляетея впрочемъ большинетвомъ архитекторовъ. 
Въ третьей книг$ говорится о тфлахъ, о колоннахъ и пи- 
рамидахъ различной формы и о линяхъ наэтихъ поверхно- 
стяхъ, употребляемыхъ въ искусствЪ; потомъ о построеви 
солнечныхь часовъ и о черчени буквъ алфавита. 


Въ пятой книг авторъ даетъ описанме пяти правильныхъ 
тЪль и многихъ другихъ, составленныхъ изъ правильныхъ, 
но не равныхъ между собою, многоугольниковъ. въ родЪ 
тринадцати полуправильныхъ тфлъ Архимеда. ЗатЁмъ нахо- 
димъ нЪ$еколько р5шевн задачи объ удвоени куба и нако- 
нецъ изложен!е перспективы, гд$ авторъ придумываетъ пер- 
вый извЪетный инструментъ для механическаго черчен1я 
перспективы на стеклЗ, или на прозрачномъ полотнЪ. По 
этому именно поводу сочиненше Дюрера обыкновенно и упо- 
минается въ истори математики. 


Леонардо-да-Винчи, одинъ изъ величайшихь художниковъ 
Италла, принадлежаль къ числу тЪхъ р5дкихь геневъ, ко- 
торые съ одиваковою легкост!ю работаютъ во всфхъ обла- 


1), Въ правильномъ пятиугольникф каждый уголь равенъ 1088; въ 
пятиугольник же Альбрехта Дюрера два угла = 107°2’; друме 
два = 108022’, а пятый = 109°17. 

215), Риетзатит зресшавопит та фетайсатит её рйузсагит Тлфег. 
Таги, 1585, ш №1. 

2\8). Чеотейча ртасНса, Ш. УПИ, ргор. 29. 
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стяхъ человфческаго знан1я, такъ что въ истори каждой 
изъ нихъ имя ихъ находить себЪ мЪето. Онъ въ особенно- 
сти занимался математикой и науками, оть нея зависящими, 
какъ то: физикой, рацтональной и практической механикой, 
гидростатикой, музыкой и т. д. въ томъ убЪждени, какъ 
говоритъ онъ, что ньть никакой достовърности в5 тт 
науках, къ которымз, хотя въ нькоторыхь частяль, не 
прилалается математика, или которыя какимъ нибудь 
образом отъ нея не зависять. Это—истина, которая и въ 
нашя дни еще слишкомь мало сознана, не смотря на усп$- 
хи, сдланные челов$чеекимъ разумомъ въ течен1и трехъ 
столфтий. 

Посл5 Леонардо-да-Винчи осталось много рукописей, въ 
которыхъ разс$яны его новыя воззрЗн1я и размышлен1я о 
различныхь отдфлахъь математическихъь наукъ; но записки 
эти къ несчаетио до сихъ поръ еще не разобраны и остают- 
ся забытымн, не принося никакого плода. Болонсый профес- 
соръ Вентури хот$лъь издать важнЪйшую часть ихъ, относящу- 
юся къ тремъ отд$ламъ: къ механикЪ, гидравлик$ и опти- 
кф; но кь сожалЪ ню предпрляте это осталось безъ испол- 
нен!1я. Мы обязаны Вентури только нЪкоторыми отрывками 
изъ физико-математическихь сочиненй Леонара-да-Винчи *""). 
Изъ перваго, носящаго заглаве: О падени тяжелыхь тльль 
вз соединеми съ вращенемзь земли, видно, что знаменитый 
художникъ признаваль движене земли, —мысль, высказанную 
за ифеколько лЗть прежде Николаемъ Куза, еочинев1я кото- 
раго впрочемъ не могли еще быть известны. 

Мы не будемъ распространяться далБе о физико-матема- 
тическихь работахъ Леонардо-да-Винчи. Но мы должны упо- 
мянуть здЪсь объ одномъ его изобр$тени въ механикЪ, су- 
щественно касающемся геометрии, въ которомъ мы видимъ 
первый зародыпть теор1и, очень мало разработанной въ по- 
сл$детви, но. т$мъ не менфе достойной вниман1я геометровъ. 


247), [5504 зит 163 оиотадез рйузсо-тойетанчиез 4е Геопага аа 
Ус, алес гадтетз Нтез 4е зез таптизстиз. Паз, ап У, Ш 40. 
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Мы говоримъ о токарномъ станк для выдфлки оваловъ, 
изобр$тен1е котораго приписываеть Леонардо-да-Винчи уче- 
никь его Ломаззо въ слёдующихь словахъ: „Винчи быль 
также изобрътателемь станка для оваловз, удивительна- 
10 снаряда, употреблению которало одинъ ученикь Маш 
научиль Дениса, брата Маджзоре, и этотз в5 настоящее 
вермя пользуется имъ съ большим искусством.“ (10та720, 
ТуаНою аеИа Рита, р. 17). 


Намъ кажется, что станокъ для оваловъ, мало обращав- 
пий на себя внимаше геометровъ, такъ какъ для него нфть 
никакой математической теор1и, основывается на совершен- 
но новой идеф объ образовани кривыхъ, и эта идея должна 
вести къ новымъ геометрическимъ изслдован1ямъ. 

До сихъ поръ образоване кривыхъ основывалось на томъ, 
что онф чертились подважнымъ остр!емъ на неподвижной 
плоскости. Винчи произвелъ черчене обратнымъ образомъ, 
т. е. посредетвомъ неподвижнаго острая, отмёчающаго ли- 
н1ю на движущейся плоскости: это и происходить въ стан- 
к, служащемъ для выдфлки эллипса. 


Вакое же должно сообщить движеше плоскости, чтобы 
получить эллипеъ? Такой вопросъ долженъ былъ предложить 
себЪ Леонардо-да-Винчи. Вопроеъ этотъ, какъ мы видимъ, 
совершенно новаго рода; и знаменитый живописецъ изъ 
безчисленнаго множества возможныхь рЪшенй съум$ль 
найти безспорно самое простое: оно сводитея къ тому, что 
подвижная плоскость получаетъ такое движен!е, при кото- 
ромъ стороны угла постоянной величины скользятъ по двумъ 
неподвижнымЪъ точкамъ. Для истори науки было бы любо- 
пытно знать т$ геометрическая соображен1я, которыя приве- 
ли къ этому прекрасному результату. 


Несмотря на интересъ, который должна бы возбудить эта 
задача, какъ новое и общее средство черченя кривыхъ, не 
только для искуетвъ, но и для чисто геометрическяхъ изы- 
скан1й,— она до сихъ поръ почти не подвинута впередъ. Мы 
полагаемъ, если только наши историческля изслдованя объ 
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этомъ не вводятъь насъ въ ошибку, что одинъ только гео- 
метръ, знаменитый Клеро, обратилъ на нее вниман!е и про- 
челъ объ этомъ предмет мемуаръ въ 1740 году въ Академи 
Наукъ. Указавъ на этотъ новый способъ черчемя кривыхъ и 
приведя единственный извфстный примЪръ, т.-е. станокъ для 
оваловъ, Илеро говоритъ, что сначала онъ предполагалъ, 
что образуемая помощю станка кривая должна быть круго- 
вою конхоидой, но потомъ вскорЪ убфдилея, что она есть 
настоящ1й эллипеъ Аполлошя. Потомъ онъ дЪлаетъ два 
приложен!я новаго способа. Въ первомъ изъ нихъ предпо- 
лагается, что кругъ катится по прямой, а во второмъ—кругъ 
же по другому кругу. Неподвижное острле чертитъ на пло- 
скости катящагося круга кривую и ЁКлеро ищеть ея урав- 
неше. Р$шен1е его чисто аналитическое и полученныя имъ 
уравнен1я содержать даже интегращи, которыя до сихь поръ 
не выполнены. Въ единетвенномъ только случаЪ интегралы 
исчезаютъ и получается Архимедова епираль. 


Въ геометрическомь отношении задача оставлена ЁВлеро 
незатронутой; т.-е. разныя геометрическя свойства этого 
способа черченя кривыхъ, отношене его къ обыкновенному 
способу черченля посредствомъ подвижнаго острля и еред- 
ства замЪнять одно построен1е другимъ, для полученя одной 
и той же кривой,—все это еще новые вопросы. 


Намъ кажется, что вопросы эти, какъ въ теоретическомъ 
отношении, такъ и по примфнимости ихъ кь искуествамъ, 
заслуживаютъ научнаго изелЗдовав1я. Мы возвратимея къ 
этому въ другомъ сочиненш. Теперь же сошлемся на При- 
мфчане ХХХТУ, въ которомъ изложены н®которыя подроб- 
ности этой теори, представляющей весьма замчательный 
прим$ръ двойственности, и отраничимея зам$чанемъ, что 
изъ этой теорли, безъ всякихъ вычислен1, оказывается, что 
кривыя, для которыхь ЁКлеро нашелъ столь сложное алге- 
браическое выражен1е,—такъ что онъ могъ опредЗлить свой- 
ства только одной изъ нихъ, именно Архимедовой спирали, — 
суть просто эпициклоиды. Однз изъ нихъ могуть описн- 
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ваться подвижною точкой, неизм%наяемо соединенной съ 
прамою, катящеюся по окружности; друпя описываютея 
точкою въ плоскости круга, катящагося по неподвижному 
кругу. 

Вернеръ не былъ писатель столь же обширнаго и плодо- 
витаго ума, какъ Леонардъ-да-Винчи и Регомонтанъ, —эти 
два названные нами велике человЪ$ка 15-го столЪая. Но въ 
качеств только простаго геометра онъ долженъ быть по- 
м$5щенъ непосредственно послЪ Рег1омонтана. Сочиненя его 
не представляютъ подражанй или воспроизведевнй грече- 
скихъ творен, какъ это обыкновенно бывало въ первое 
время возрожден1я наукъ; напротивъ,—9т0 плоды собствен- 
ныхъ идей автора; они носятъ на себЪ отпечатокъ оригиналь- 
ности и обнаруживаютъ зам$чательнаго и основательнаго 
геометра. 

Въ квигЪ, напечатанной въ 1522 году, Вернеръ говорить 
о коническихь сЪчен1яхъ, о удвоеши куба и о задачЪ Архи- 
меда: раздзлить шаръ плоскостью на двЪ части въ данномъ 
отношении *“*). Четвертая часть книги посвящена астроно- 
ми *“?). Въ третьей эпох мы уже говорили о небольшомъ 
его сочинев1и о коническихъ с5чен1яхъ, которое зам чательно 
нетолько тЪмъ, что первое явилось въ Европ, но еще 
т$мъ, что основано на способЪ, отличающемся отъ способа 
древнихъ. Вернеръ „разсматриваетъ коническя сЪчен1я на 
конус, пользуясь свойствами этой поверхности для вывода 
очень легкимъ сепособомъ свойствъ кривыхъ ливй. Это ра- 


2%*). ЕвтоцШ въ комментар!6 на вторую книгу о шарф и цилиндрЪ 
приводить р$шен!1я этой задачи, данныя Д1онисидоромь и Д!оклесомъ. 

219). ГлбеЦиз зирег рт диобиз @етепиз сотлсзз. —Соттещатчиз, 
зеи ратарйтазиса епоттайо т ип@есит тодоз сопрает@ еуиз ртоМЕ- 
таНз дио4 сиб дирИсайо Фсйит.— Соттещайо т Гопуз 07а рто- 
Фета, дио аща зрйаега ато зи аща тайопе зеситг. Абиз тодиз 
зает отоМета сопАчет аб еодет Уегпего помзяте сотфетфиз, ае- 
попзтиздие.—ГПе том офацае зрраетае Чтачафиз Чио, щ её зит- 
тата епаттайо еотлсае тофиз осфазае зуйатае. Могитфегсае, 1522, 
Ш— 45. 


ПРИМЬЧАНИЯ. 281 


ц1ональный пр1емъ, который черезь 50 л$тъ посаЪ этого 
употреблялея Мавроликомъ и на которомъ потомъ основа- 
ны были работы Дезарга, Паскаля и Де-Лагира. 


Вернеръ написаль еще много другихъ сочинен!й, которыя 
не были изданы. Геильброннеръ перечисляетъ ихъ въ своей 
истор1и математики (стр. 515). Между ними находимъ со- 
чинен1е о сферическихъ треугольникахъ въ пяти книгахъ и 
статью о приложеняхъ тригонометр1и къ астрономии и гео- 
граф: потомъ статью объ ариеметик$ и гномоник$ и со- 
чинен1е: Тласфиз тезошютиз диз рторе рефзедииз еж 
[чз Даютит Еис13, которое, судя по заглавю, должно 
кажется относиться къ геометрическому анзлизу древнихъ. 
Можетъ быть оно, составляя продолжене Гаа Евклида, 
еодержало нфчто въ род поризыъ (см. наше мн$ёше объ 
этомъ въ Прим чанш Ш). Мы очень желали бы имЪть воз- 
можность изучить это сочннене Вернера. 

Намъ остается еще говорить о Лук Пачюли, извЪетномъ 
вообще подъ именемъ Луки Бурго. Главное сочинене его 
относится къ концу 15-го стол тя и на него можно смо- 
трфть, какъ на начало итальянской школы, изъ которой про- 
изошали Карданъ и Тарталеа и которая такъ могущественно 
содфйствовала выработкЪ новой формы, принятой математи- 
кою со времени ея возрождешя и проистекшей отъ соеди- 
нен!я индЪйской алгебры съ геометр!ею грековъ. Сочиненше 
это есть: битта 4е Ат Йитейса, @еотейча, Рторотйотз е 
Ргоротиопа Ча. Оно было напечатано въ первый разъ Раса- 
по 4е Раса; изъ Бресчи въ 1494-мъ и потомъ еще 
разъ въ 1523 году. Мы уже часто имфли случай упоминать 
объ этомъ сочинени и указывать на вмяне, которое оно 
имфло на обновлен1е науки; поэтому зд5еь мы ограничимся 
краткимъ разборомъ содержанйя его; мы не сдфлали бы и 
этого, если бы сочинеше это было болфе изв$етно и не такъ 
рЪдко. 

Оно распадается на двЪ главныя части: первая, относяща- 
яся къ наук исчисленй, обнимаеть ариеметику и алгебру; 
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во второй говорится о геометрии. Авторъ доказываетъ, что 
пособтемъ при составлении его сочиненя служили ему сочи: 
нен1я: Евклида, Боэшя, Леонарда изъ Пизы, Джордано Б1- 
аджло изъ Пармы, Сакро Боско и Проедочимо изь Падуи. 

Первая часть есть полное изложене теоретической арие- 
метики, разсматривающей свойства чиселъ, и практической 
ариеметики. 


Теоретическая ариеметика въ такомъ же родЪ, какъ сочи» 
нен1я Никомаха, Теона, Боэц1я и 1ордана Неморарля. Но она 
оканчивается статьею о квадратныхъ числахъ, которой иЪтъ 
въ этихь сочиневяхьъ и которая въ высшей степени зам%- 
чательна. Это рядъ задачъ, относимыхъ въ настоящее время 
къ неопред$ленному анализу 2-й степени. Лука Бурго даетъ 
р$шен1я ихъ, но безъ доказательствъ; онъ говорить, что за- 
имствоваль ихъ изъ сочинен!я о квадратныхъ числахъ Лео- 
нарда изъ Пизы, гдЪ они доказаны посредствомз леометри- 
ческихь соображенй и на чертежахь. РЕшевия эти, особенно 
т изъ нихъ, которыя относятея къ уравненю 2*°+’—=А, 
отличаются отъ рёшен1й Длофанта и одинаковы съ тфми, ко- 
торыя находятся въ индЪйскихъ сочинен1яхъ и которыя въ 
посл$Зднемъ стол5ти даны были Эйлеромъ, какъ мы уже го- 
ворили это по поводу геометрли Брамегупты. 


Практическая ариеметика начинается изложещемъ системы 
счисленя, „первые изобрЪтатели которой“, говоритъ Лука 
Бурго, „но мн%ёню однихъ были Арабы, отчего и самое ис- 
скусство это получило назван1е абасо, означающее сокращен- 
но е тиофо атабко; другле же“, прибавляеть онъ, „произ- 
водятъ это слово отъ греческаго“ *5°). ЗдЪеь находимъ да- 


°Ю) Это м%$сто показываетъ, что уже во время Луки Бурго происхо- 
Жжден!е нашей системы счисленя не было достовфрно извфетно. Зна- 
чен1е, которое мы придали слову афасиз, употребляемому Боэщемъ, 
позволяетъ намъ допустить второе предположен1е Луки Бурго, т.-е. при- 
знавать его взятымъ съ греческаго языка. Но какъ бы то ви было, это 
ифсто должно принимать въ соображен!е при изслдованяхъ о проис- 
хождении нашей системы счиелентя. 
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ле четыре основныя дЪйствя ариеметики °°*), теорю про- 
греселй и извлечене квадратныхъ и кубичныхъ корней арие- 
метически и геометрически; потомъ вычисленя съ дробями; 
тройное правило; гесийа 18151, которое авторъ, ел$дуя Лео- 
нарду изъ Пизы называеть геси!а Нееажаут и приписываетъ 
Арабамъ, къ которымъ впрочемъь оно перешло отьъ ИндЪй- 
цевъ; наконецъ - коммерческую ариеметику, которая изложена 
съ большимъ числомъ задачъ и примфровъ. Этой первой ча- 
сти подражали въ начал 16-го стол тя мног1е н$мецвые 
писатели. 

Переходя къ алгебрЪ (Рёзйисйо осаха), Лука Бурго раз- 
сматриваеть ее какъ часть науки объ исчисленяхъ, наибол$е 
полезную для ариеметики и для геометри. Онъ говоритъ, 
что ее по большей части называютъ .47{е таддзоте, или прз- 
виломъ @ Соза, или 4 ебта е Атисабща. Такъ какъь со- 
чинен1е Луки Бурго было первое напечатанное сочинене по 
алгебр и такъ какъ обыкновенно полагаютъ, что черезъ 
него геометры познакомились съ этой наукой, то весьма ва- 
жно замфтить, что Лука Бурго не представляетъ алгебру, 
какь новое искусство, но какъ вещь, съ давнихь поръ вс мъ 
изв стную (4е1 2и190). Это согласно съ зам чашемъ, которое 
мы сдзлали, когда давали отчеть о сочлнеши Рег1омонтана, 
который говорить объ алгебр также, какъ о епособЪ, на- 


251) Для каждато дЪйств1я авторъ даетъ н$феколько различныхъ спо- 
собовъ. Между способами умножен!я изложенъ индЪйсвй пр1емъ, ука- 
занный Ганезой въ комментар!$ къ Лилаватп Баскары; онъ состоитъ 
въ томъ, что умножая каждую цифру множимаго ва каждую цифру 
множителя, пишутъ единицы и десятки произведен1я отдфльно въ про- 
тивоположныхъ углахъ квадратнаго поля. Этоть остроумный пр1емъ, на 
которомъ основывается способъ Неперовыхь столбиовъ, быль кажется, 
употребителенъ въ средне вфка и въ 16-мъ вЪкЪ, потому что мы на- 
ходимь его во многихъ рукописяхь (№ 7378 А и 7352 рукописей па- 
рижской королевской библютеки) и во многихъ печатныхъ сочинен1яхъ, 
напр. въ Сотрепфит 4е 10 афасо Пеллоса, въ Атййтейса ртасйса 
Оронц!я Фине, въ А’хИйтейса ртаснса Певерона и въ бейдфае тайе- 
тайсае Рамуса. Либри нашелъ его также въ одномъ китайскомъ сочи- 
нени. (Ыфзюте 4ез зсептсез тафетаНнаиез еп Пете, +. 1, р. 341). 
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ходившемея во всеобщемъ употреблени у геометровъ. От- 
сюда слЪдуетъ заключить, что алгебра непрерывно разрабо- 
тывалась, начиная съ 13-го столЪ5'1я, когда она перенесена была 
въ Европу, благодаря Фибонакки *?) и появившимся въ то 
время переводамъ сочинемя Могаммеда-бенъ-Муза. 

Лука Бурго доказываетъ прежде всего правило знаковъ, 
показываеть ариеметическя дЪйств!я надъ иррац1ональными 
величинами и доказываетъ большую часть предложенй 10-й 
книги элементовь Евклида, заключающей въ себЪ обширную 
теор1ю этихъ количествъ. Потомъ онъ переходатъ къ урав-. 
ненямъ второй степени, при чемъ различаетъ три случая, 
какъ мы уже замЪтили это, говоря объ алгебр$ Могаммеда- 
бенъ-Муза. Онъ замБчаетъ, что къ этимъ уравненямъ при- 
водятся мнопя друг1я высшихъ степеней. Разсматривая ура- 
вненя, содержашля неизв$стную величину, ея квадратъ и 
четвертую степень, онъ различаетъ восемь случаевъ, кото- 
рые при нашемъ обозначении выразятея такъ: 


2—4 “-+-ат=бд? 
ИИ ‘А-а =6? 
= ат ы ‘ат =} 


‘На =0х  та-фх *°). 

2) Мы соглашаемся съ общепринятымъ мн$н1емъ, повторяя, что 
Фибонакки первый ввелъ въ Европу алгебру въ началф 13-го столф- 
т1я; но мы тфмъ не менфе думаемъ, что по крайней м$рф за столе 
уже существовали нфкоторыя знанля изъ этой науки; такое мн5 ше мы 
основываемъ на вышеупоманутомъ фактЪ, что Тоанвъ (Н1вра!епз15) на- 
писалъ въ 12-мъ вЪзкЪ сочинен!е объ ариеметикЪ, подъ заглавемъ: .4190- 
733тиз, присоединивъ къ нему рфшен1е уравнен1й второй степени, из- 
влеченное, какъ онъ говорить, изъ книги Де С’ефта её Мисаба]а. 

253) Лука Бурго выговариваетъь свои уравневя обыкновенными сло- 
вами; онъ для сокращен1я употребляетъ только буквы ри т вмфсто 
словъ 72143 (и) и ттиз (тепо). Онъ пишеть слово равно, а не 
знакъ =. Неизв$стное онъ называеть соза, квадратъ его сепйз0, чет- 
вертую степень сетзо 4е сепзо; известное же число—питего; такъ что 
наприм$ръ посл$днее уравненйе онъ выговариваетъ такъ: сетзо 4е ссязо 
едищеа питего е сетзо. 
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Онъ показываетъ, какъ рёшаютея три первыя и три посл$д- 
н1я; четвертое же и пятое, говоритъ онъ, невозможны. ДЪИ- 
ствительно они не приводятся къ уравненю второй степени, 
& только кътретьей.Это доказываетъ, что во время Луки Бурго 
р5шене уравненй третьей степени не было еще извЪетно. 


Первая часть сочинен1я (ариеметика и алгебра) оканчи- 
чивается правиломъ товарищества и множествомъ задачъ, 
относящихся къ торговымъ операц1ямъ и даже двойной бух- 
галтерли. 

Во многихъ м5стахъ для объяенен!я правилъ исчиелен1я 
Лука Бурго примняетъ геометрическ1я соображен1я; такимъ 
путемъ онъ доказываеть гез|а #151, правило знаковъ въ 
алгебр и рёшеве уравнений второй степени. Наоборотъ, во 
второй части сочинен!я, им$ющей предметомъ геометртю, 
Лука Бурго очень часто пользуется алгеброй. 


Вторая часть заключастъ въ себ довольно подробное из- 
ложен!е элементовъ геометрии. Она основана част1ю на эле- 
ментахъ Евклида, но во многихь отношеняхъ и отличается 
оть нихъ; поэтому мы предлагаемъ здЪсь ея разборъ. Ав- 
торъ подраздБляетъ ее на восемь частей, изъ уважев1я, какъ 
говорить онъ, кь восьми блаженствамъ (& герегепна 4е [е 8 
феи те). 

Въ первой части, гд$ говорится о треугольникахъ и че- 
тыреугольникахъ, находятся по большей части гредложения, 
составляющия предметъ 1-ой, 2-ой и 6-ой книгъ Евклида. 
Предложен1е, что площадь треугольника равна произведен!ю 
основан1я на половину высоты, авторъ доказываетъ по спо- 
собу Индфйцевт; формулу площади въ функц!и трехъ сто- 
ронъ онъ выводитъ какъ Фибонакки и три брата Арабы Мо- 
гамедъ, Гаметъ и Газенъ въ ихъ сочинени УГетфа Ийогит 
Моя а осйакег. Онъ показываетъ, какъ вычисляется въ 
треугольниЕБ перпендикуляръ (высота) и пользуется при 
этомъ теоремою объ отр$зкахъ, образуемыхъь имъ на осно- 
вани. Для этой теоремы онъ даетъ весьма замфчательное 
геометрическое доказательство. Здесь нужно доказать, что 
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разность квадратовъ двухъ сторонъ треугольника равна раз- 
ности квадратов отрзковъ, образуемыхь перпендикуляром$ 
на основани, или, что сумма сторонъ, помноженная на раз? 
ность ихъ, равна основан1ю, помноженному на разность от 
р»зковъ. Лука Бурго строить фигуру, въ которую входят 
геометрическя выражен1я четырехь множителей, изъ кого- 
рыхъ состоитъ это равенство, и изъ сравнения двухъ подо 
ныхъ треугольниковъ онъ заключаеть, что первое произве» 
ден:е равно второму. Доказательетво это изящно и элемен- 
тарно, такь какъ въ немъ прилагается только теорема о` 
квадратЪ гипотенузы; оно воспроизведено было Тарталеа въ 
его Сепега|1 Тгабафо 41 Миатег: е М15иге (Р. ТУ, №1. 8). 


Во второй части различнымъ образомъ р$шаетея сл$ду- 
ющая задача: давы три стороны треугольника и на двухъ 
изъ нихъ двЪ точки; опредЪлить длину прямой, соединяющей 
эти точки. 


Бъ третьей части говорится о площадяхъ четыреугольника 
и другихъь многоугольниковъ; при этомъ многя задачи о 
прямоугольник$ р$шены алгебраическимъ путемъ при помо- 
щи формулы, которую Лука Бурго заранфе вывелъ для р$- 
шеня уравненй второй степени. 

Въ четвертой части находятся предложен1я, заключающляся 


въ третьей книг$ Евклида, и измфрене круга. Авторъ вны- 
о 


. 9 
водить отнотене = такъ же, какъ Архимедъ, посредетвомъ 


вписываня многоугольника о 96 сторонахъ, и показываеть 
составлене таблицы хордъ, данной Птоломеемъ въ первой 
книг Альмагеста. 


Въ пятой книг говорится о дЪлеюми фигуръ въ данномъ 
отношени. Это тотъ отдЪль геометрии, который составляетъ 
предметъ сочиненя Магомета Багдадина Ре зирегИсзегит 
411130140 и5, разематриваемаго какъ подражане сочиненю 
Евклида, или даже какъ собственное сочинен!е этого гео- 
метра. Лука Бурго пополняетъ этотъ предметъ, разсматривая 
также дБлен1е круга при данныхъ требованяхъ. 
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Шестая часть относится къ объемамъ тфль и содержить 
предложения 11-й книги Евклида. 

Въ седьмой части говорится о различныхь инструментахъ, 
употребляющихея на практик$ для опред$леная размБровъ 
ТЪлЬ. 

Наконецъ восьмая часть есть собран1е ста геометрическихъ 
задачъ, рЪшенныхъ большею частю посредствомъ алгебры, 
и затЪмъ изъ статьи о пяти правильныхъ тФлахъ. 

Вотъ н$которыя изъ этихъ ста задачъ. 

По двумъ даннымъ сторонамъ и данной площади треуголь- 
ника опред$лить третью сторону. 

По данной площади и разности сторонь прямоугольника 
опред$лить стороны его. 

Пусть а’ будетъ площадь и 4 разность двухъ сторонъ; 


‚4 
Лука Бурго полагаеть большую сторону равной с0за рис, 


ф А 4 
т.-е. 2—5, а меньшую-—с08@ тепоу, или #.— с. Для опре- 


дЪленя неизвфстнаго тотчаеъ получается уравнене 
4? / 4 
2 2 2 
Я7—- ——а`, откуда я — ——=4а 
и отсюда находятся прямо величины обфихъ сторонь. 


Это проще, нежели прямо принять стороны за неизвЪст- 
ныя, что повело бы къ двумъ уравнешямъ: 


уё=—а*”, у—2=4 
и окончательно къ уравненю второй степени 
/“—@у=а°. 


Въ первой части своего сочинен1я Лука Бурго даетъ дру- 
г1е прим5ры подобныхъ оборотовъ при вычислен1и, доказы- 
вающихъ, что до извфстной степени алгебра была развита и 
усовершенствована уже съ давнихъ поръ. Если, напримЪръ, 
ищутся два числа, сумма квадратовъ которыхь равна 20, а 
произведене 8, то Лука Бурго не беретъ двухъ уравневй 
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1°-у°—=20 и 1у==8, которые повели бы къ уравнентю чет- 
вертой степени, приводимому къ квадратному; онъ дфлаетзь 
лучше: онъ принимаеть сумму двухъ неизв$етныхь 14-938 
первое искомое, а разность ихьъ %—® за второе искомое 
число *°“) и непосредственно получаемъ два уравненя °. 


Р-Н" —=10 и и?*—9'=8, 
откуда . 
9, 0—1; И И=З, 0=1. 


Искомкя числа будутъ елБдовательно 4 и 2. Ио изяществу 
и простот$ р$шене это похоже на т, кокорыя мы замфти- 
ли въ индЪйскихь сочинен!яхъ. 

Найти даметръ круга, вписаннаго въ треугольникъ, сто- 
роны котораго даны. 

Вписать въ треугольникъ два равные круга, чтобы каждый 
касался другаго круга и двухъ сторонъ. 

Вписать въ данный кругъ 3, или 4, или 5, или 6 равныхъ 
между собою круговъ, чтобы всЪ они касались даннаго и 
кромЪ того были рясположены такъ, чтобы первый касался 
втораго, второй—третьяго, трей —слЗдующаго и т. д. 

Найти д1аметръ круга, описаннаго около треугольника, сто- 
роны котораго даны. 

Найти стороны треугольника данной площади, въ которомъ 
вторая сторона на единицу больше первой и третья на еди- 
ницу же больше второй. 

Для треугольника, площадь котораго равна 84, Лука Бурго 
опред$ляетъь стороны изъ уравнен1я четвертой степени, при- 
водимаго къ квадратному и получаеть числа 13, 14 и 15. 

Изъ вершинъ треугольника возставляютея къ его плоеко- 
сти три равные перпендикуляра; требуется опред$лить въ 
этой плоскости точку, равноотетоящую отъ концовъ трехъ 
перпендикуляровъ. 


2) Лука Бурго называетъ первое неизвЪстное с2за, а второе диам- 
а. Онъ говорить, что древн!е называли второе соза зесоп4да, но но- 
вые называютъ его просто диа а. (ДазИпсНо оса; Фтасаиз зехиз). 
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Опред®лить д1аметръ круга, касающагося двухъ еторонъ 
даннаго треугольника и имфющаго центръ на основании. 

Во всЗхъ этихъ задачахъ данныя числовыя и р$ шея ал- 
гебраичесвя, зависящая по большей части отъ уравнений вто- 
рой степени. 


Точно также въ первыхъ частяхъ, гд$ излагаются элементы 
геометр!и, чертежи всегда выражены числами, какъ будто 
дЪло идетъ о частномъ примЗнени теоремы. Чтобы вывести 
наприм$ръ формулу, представляющую площадь треугольника 
въ функщи трехъ сторонъ, авторъ беретъ треугольникь АБС, 
стороны котораго суть 13, 14 и 15, и во веБхъ разеужде- 
шяхъ своихъ употребляетъ эти числа для означеня сторонъ, 
тогда какъ Греки поступали болБе отвлеченно, обозначая 
стороны 4В, ВС, СА. Этотъ пруемъ заиметвованъ у Ара- 
бовъ, которые сами получили его отъ ИндЪйцевъ; ему исклю- 
чительно слфдовали вс геометры 16-го в$ка: Карданъ, Сти- 
фельсъ, Тарталеа, Бенедиктисъ, Меммй, Коммандинъ, Вла- 
в, Стевинъ, Адр1анъ Романъ, Рудольфъ-фанъ-Цейленъ и 
др. до тЪхь поръ, пока Вьетъ не ввелъ употреблев1я буквъ 
въ алгебр. Ниже мы укажемъ причины подобнаго према, 
преимущества, представляемыя имъ, и невыгоды, отъ него 
проистекаюция. 


Лука Бурго оставилъ еще два друпя сочиненя, о кото- 
рыхъ также слфдуетъ упомянуть, хотя они и не имЪють 
такой важности, какъ то, содержан1е котораго мы только- 
что изложили. Первое имфеть заглав:е: Гисае Расов ата 
рторотНопе, орега а ИМИ дйтдедт? регзрасасё е сито пе- 
сеззата: охе дасит зНиюзо фФ рАЧозорма, ртозрейеа, рз- 
сита, зсирфита, атсресита, тияса е айге тщетайсфе, 
золязуита, зоНЦе е аатятабие дойита сопзедизта е д@ес®в- 
745$: соп чате диезйопе @ зесгтейззита заепиа. Уепейв, 
1509, т—4‘°. Авторъ называеть рторотйо фота дЪлеше 
прямой въ крайнемъ и среднемъ отношен!и, доказываетъ мно- 
г1я свойства его и дБлаетъ различныя приложен!я къ искус- 
ствамъ. Другое сочинете Луки Бурго относится къ правиль- 


17 
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нымъ многоугольникамъ и многогранникамъ и ко взаимному 
вписываню ихъ однихъ въ друге; вотъ его заглаве: Г466ф-. 
[1$ 30 1"ез ратищез зтасиииз Филзиз диотитситдие согрогит 
гедщатит ве дереп4епйит асйое регзстайотлз. Уепейв, 
1508, ш—4°. Въ этихъ двухъ геометрическихъ сочиненахь 
авторъ дЪлаетъ опять частыя приложеня алгебры. 


Изъ предшествующаго видно, что сочинен!я Луки Бурго 
представляютъ въ сравнени съ творешями греческихь гео- 
метровъ особый, существенно отличный оть нихъ, характеръ, 
состоящй именно въ постоянномъ соединени алгебры съ 
геометрлей. И характеръ этотъ свойственъ почти вефмъ ма- 
тематическимъ сочиненямъ 16-го вЪка. Вел детве того, что 
изъ веБхь сочинешй, излагавшихъ правила алгебры и ея 
приложен1я къ геометрли, сочиненмя Луки Бурго были пер- 
выя напечатаны, на нихъ вообще смотрятъ, какъ на начало 
новой формы математическихъ наукъ въ 16-мъ столфтм и 
неизм$римыхъ усп5ховъ этихь наукъ впоельдетви. И въ са- 
момъ дЪл5 несомн$нно, что два итальянсне геометра Карданъ 
и Тарталеа обязаны своими знашями и методами сочиненю 
битта 4е Ат фтейса вес. Луки Бурго, на которое они 
часто ссылаются. Но есть оеноваюте думать, что существо- 
вали, особенно въ Германш, друпя сочиненя, бывиля также 
центрами, распространявшими т$ же начала алгебры и при- 
ложен!я ея къ геометраи. Это видко изъ сочинен1я Стифельса, 
которое явилось въ 1544 году, подъ заглавемъ: Агййтейса 
ицедта (Магирего, п—4°) и въ которомъ, какъ и въ сита 
Луки Бурго, находимъ элементы алгебры и множество гео- 
метрическихъ задачъ, рёшенныхъ при помощи ея. И сочи- 
нен!е Стифельса значительно различается отъ сочинен!я Луки 
Бурго: въ немъ мы замфчаемъ боле глубокое знаше и болфе 
долговременное изучене алгебры и, кромБ того, н$которую, 
близость къ отвлеченной формЪ, принятой этою наукой впо- 
сл5детви. Эдфеь вапримЗръ находимъ зпаки -+- п — и знакъ 
извлеченя корня у ; неизвестное и степени его, вместо 
СЛОВЪ 6034, с6ей80, сибо, сепзо ас сетзо и пр. означаются` 
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также символами; если входить н%Ъсколько неизвЪстныхъ, 
то второе, третье, четвертое и т. д. означаетея буквами 
А, В, С и пр. °*°°); существоване н%еколькихь корней 
уравнен!я, которое не было извфетно Лук Бурго, ясно 
выражено и доказано *°8); что касается до поучительнаго 
приложен!я алгебры къ геометрии, то Стифельсъ даетъ на 
это чрезвычайно много прим$ровъ: особенно зам чательны 
здзеь ве предложеня 13-й книги Евклида, изелфдованныя 
очень просто при помощи уравнений второй степени. Правда, 
сочиненте это явилось черезъ полвЗка посл сочинен1я Луки 
Бурго и можно бы было подумать, что указанныя нами раз- 
лич1я представляютъ плоды развившихся за это время началъ, 
указанныхъ самимъ Лукою Буртго. Но сочинеюме Стифельса 
во всемъ, касающемся алгебраической части, есть только по- 
дражаве сочинен1ямъ двухъ другихъ н®мецкихь алгебраи- 
етовъ: Адама Ризена и Христофора Рудольфа, о которыхъ 
онъ часто, особенно во второй части, упоминаетъ съ боль- 
шою похвалой. Въ 1592 году было уже напечатано по-нЪ- 
мецки сочинене послЗдняго изъ нихъ, подъ заглавемъ: [с 
(035; оно было переведено въ Итами на латинсюй языкъ, и 
переводъ этотъ до сихъ поръ существуеть между рукописями 
королевской библюотеки (№ 7365, т—4°, въ чисел латин- 
скихъ рукописей) подъ заглавемъ: Ау /тейса Сйтзюрйот 
Водо а Латех, е дегтатаса Ппдиа т 1айпат а СЗ 


55) См. 11Ъ. ПТ сар. 6, подъ заглащемъ: Де зесип@3 тафефиз. Это 
первый примфръ употреблен1я буквь для означен!я нензв$етныхъь въ 
уравненяхъ. Ему послфдовали Пелетье въ своей .41926те (1554) и Бу- 
теонъ въ ./0955Йс@ (1559). Въ высшей степени странно, что этою счаст- 
ливою мыслью, столь очевидно облегчающей вычисления, не воспользо- 
вались ВКарданъ и Тарталеа. Это одно изъ самыхъ разительныхЪъ дока- 
зательствъ силы привычки даже у возвышени$йшихъ умовъ. 

258) би ащет аедиайотез диаедат, ащфиз паита гтегит йидиз 
то 4еай побеге 4ирИсет тафсет, 4ейсер талдотет еф титотет: 34 
дио4 рате досебо идие детопягафо. (Атитейса ивдга, 101. 243). 
Ниже авторъ прибавляетъ, что уравнене не можеть имть бол$е двухъ 
корней: {и’ез ащет диабиз пиПя аедиайо регеби, т01. 244. 


17* 


“990 ПРИМЪЧАНТЯ. 


юрйото Аиеего, Рей Папезй тапащо, Вотае атто Сизв 
1540 сопуетза. 

Мы нашли въ этомъ сочинен!и замЗчательное развит!е ал- 
гебры и приложенй ея къ геометрии, указанное нами въ 
‚сочинении Стифельсз. Въ н$еколькихъ небольшихъ сочине- 
‚пяхь по ариеметикЪ, вышедшихъ въ Германи въ первые 
годы 16-го столЪт!я, находятся также прим$ры приложеня 
правилъ исчислен1я къ геометрическимъ задачамъ; такъ въ 
А дот ти Че иедтз её ттийлз (Герие, 1507) прила- 
гается фальшивое правило (гео а 12131) къ слЗдующей задач: 
по данному катету и сумм$ двухъ другихъ сторовъ прямо- 
угольнаго треугольника опредзлить эти стороны. Припомнимъ 
наконецъ, что уже въ 15-мъ стол5ти Регомонтанъ и аетро- 
номъ Бланкинъ были очень искусны въ употреблени алге- 
браическихь правилъ и что первый изъ нихъ, въ сочиненш 
Фе изапдийз, примЗнялъ ихь къ рёшен1ю геометрическихъ 
задачъ. 

Поэтому мы можемъ, кажется, съ достов5рност!ю сказать, 
что. алгебра съ самаго начала возрожденая наукъ въ ЕвропЪ 
развилась и въ особенности прилагалаеь къ задачамъ гео- 
метри, и что характеръ математики 16-го столЪт1я, заклю- 
чаюцийся въ тфеномъ сближени алгебры съ геометрлей, вы- 
сказался еще прежде появления сочинен1я Луки Бурго, кото- 
рое, распространившись прежде всЪхъ путемъ печати, им ло 
наибольшее вляше ва успЪхи математики и на принятое 
ею новое направлене. 

Границы нашего сочинен1я, изъ которыхъ мы уже далеко 
вышли, не дозволяютъ намъ предложить здЪсь разборъ тру- 
довъ Вардана, Тарталеа, Бенедиктиса *7) и нзкоторыхъ дру- 


257) Т. В. Вепе41с4з въ своемъ сочиненш Ддетзагит зресщайотит 
тафетайсатит ве? рйузсатит ет; Тагил, 1585, ш №1. постоянно 
прилагаетъ геометрическ1я соображенйя для доказательства и повфрки 
правилъ ариеметики и алгебры. Вотъ превосходный примфръ такого 
према. Авторъ предлагаеть себф задачу, выражаемую тремя уравнен1- 
ями съ тремя неизвЗетными: х-ну=а, у+2=0, а+х=е. Онъ р$шаеть 
ее алгебраически и чтобы повфрить найденныя для неизв стныхъ вы- 


ПРИМВЧАНТЯ. 293. 


гихъ геометровъ 16-го вЪфка, трудовъ, по которымъ мы 
охотно изыскали бы и прослБдили путь математики, 


ражен1я, употребляетъь сел$дуюция геометричесвля соображенйя: Соста- 
вимъ треуюльникь, стороны которалю были бы равны числамъ а, 6 м с, 
% впищемь въ нео круть, касаюиийся трехь сторонь; тода отртзки, 
опредъляемые на сторонахъ точками прикосновенля, будуть представ- 
лять величины треть неизвьетныхь х, у и 2; отсюда онъ прямо за- 
-=с—в 


а 
ключаетъ, что величины неизвфстныхъ будуть = 5 


и т. д. ©0- 


гласно съ тфиъ, что даетъ вычислен1е (См. р. 82). 

Бенедиктись строитъ геометрически, какъ это длается и теперь, 
позожительный корень уравненйя и?-ах == 6. Правда, онъ не прямо 
предлагаетъь себЪ это уравнене, но замфнаетъ его сл$дующею задачей, 
которая рфшается этимъ уравненемъ: мо двумъ даннымь лимям ацб 
налипи третью х, такъь чтобы было (х--а) х=5* (р. 386). Этб можеть 
быть первый примфръ геометрическаго построеная уравнен!я второй 
степени; ибо, хотя задачи, рьшенныя Евклидомъ (Ргор. 28 и 29 шестой 
книги элементовъ и 84, 85, 86 и 87 Даа), будучи выражены алгебра- 
ически, ведутъ окончательно къ уравнен1ямъ второй степени, но отъ 
задачъ алгебраическихъ онф$ существенно отличаются своимъ геометрни- 
ческимъ изложешемъ. 

Въ сочинен1яхъь Кардана и Тарталеа, которыя стоять несравненно 
выше сочинен1я Бенедиктиса, также постоянно алгебра употребляется 
въ геометри и геометрая въ алгебрЪ. Принципъ тфеной связи этихъ 
двухъ наукъ высказанъ такъ рЪшительно и примфры такъ многочислен- 
ны, что намъ н$тъ надобности останавливаться доле на этомъ предметф. 

Тарталеа, кром$ алгебраическаго отдфла, составляющато шестую 
часть сочинешя его Туас из депегаИз 4е питетз е тептзитаз, на- 
писаль еще другое сочинен!е по алгебр, подъ назвавемъ: .40ефта поза, 
но оно не было выпущено въ свфтъ и объ утрат$ его нельзя не жз- 
я%ть. Въ пятой части Тгаафиз депего/4; (1. 88) Тарталеа даетъ рЪ- 
шене одной задачи о талтит, доказательство котораго должно было 
находиться въ этомъ сочинеши объ алгебрЪ. Задача для того времени 
весьма замЪчательна: требуется число 8 раздЪлить на дв так1я части, 
чтобы произведен!е ихъ, умноженное на разность, было тахеитилт. Р%- 
шенте Тарталеа совершенно общее и ‘то же самое, какое дають правила 
современнаго исчислен!я безконечно-малыхъ. Возьми, говорить онъ, 
квадрать 8, составь третью часть этою квадрата и изъ нея извлеки 
квадратный корень: это будеть разность между двумя искомыми чи- 
слами. Выборъ за неизвфетное разности двухъ частей даннаго числа 
очень удаченъ и показываетъ глубокое зяан1е науки. 
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весьма отличавшейся въ то время по своей формЪ отъ 
геометрли Грековъ, указали бы ея успфхи до того времени, 
когда Въетъ въ своихъ сочиненяхъ предпринялъ новое, въ 
высшей степени удачное преобразоваюне ея, которое было 
необходимо для того, чтобы геометрля могла во всемъ объ- 


емё воспользоваться опорою, доставляемою ей наукой ис- 
численая. 


Но мы должны еще точнфе опредЗлить эту новую форму, 
принятую геометр1ей, такь какъ въ ней именно заключается 
неизм$римое различе между сочиненями 17-го и 16-го сто- 
лЪт, и изъ нея пропетекли значительные усп5хи, сдЪлан- 
ные посл» того наукою. 


Геометрая 16-го в$ка существенно отличается оть гео- 
метрли Грековь въ одномъ отношении, именно въ томъ, что 
она имфеть д$ло только съ числовыми данными, какъ мы 
уже сказали это при разбор сочинен1я Луки Бурго. Это бы- 
л0 естественнымъ сл$дствыемъ тЪенаго сближеня этой науки 
съ алгеброй, сближен!я, которое только при числовыхъ дан- 
ныхь и было возможно, такъ какъ алгебра того времени была 
не что иное, какъ высшая и исключительно чиеловая арио- 
метика, отличавшаяся существенно отъ обыкновенной арио- 
метики только употребленемъ правила знаковъ и механизма 
уравнен!й; она не была еще наукою отвлеченныхъ символовъ, 
какою представилъь ее Вьетъ подъ именемъ [00584 зрес10за. 
Д%йсзтвя и обороты исчислен1я, упрощавш1е доказательства 
и зам$ниви!е собою геометрическя соображеня, которыя 
исключительно употреблялись вс$ми греческими геометрами, 
возможны были слфдовательно въ 16-мъ стол5т1и только при 
изложеши геометр!и помощю числовыхь примфровъ. Такъ 
это и было дёйствительно до Вьета, судя по всЪмъ сочине- 
нямъ этого въ высшей степени зам чательнаго пер1ода Въ 
истори науки. Но геометр1я при этомъ потеряла очевидно 
чистоту формы и въто же время характеръ общности и от- 
влеченности, чего древы!е такъ строго держались и что, ка- 
жется, такъ свойственно этой наук%. И еели это въ н8ко- 
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торыхъ отношеняхъ представляло выгоды, то имфло также 
и весьма вредныя послФдетвя, такъ какъ умъ, дЪИ- 
ствовавший надъ числами, терялъ съ одной стороны изъ виду 
предметы, ими представляемые, съ другой же стороны, съ 
введен!емъ вычисленй онъ терялъ путь и главную нить раз- 
мышлен!я. Поэтому-то такъ трудно читать геометрическя 
доказательства въ сочиненяхъ 16-го столп. 

Геометр1я Грековъ потерпфла такимъ образомъ дЪйстви- 
тельное ухудшене, но ухудшен1е весьма счастливое, такъ 
какъ Вьеть долженъ былъ получать ее именно въ подобномъ 
состоянии, чтобы примфнить къ ней свою великую идею бук- 
венной алгебры и тЪмъ возстановить ее во всей первоначаль- 
ной чистотЪ и отвлеченности, не лишая въ то же время ни- 
сколько выгодъ, доставляемыхъ исчисленями. Но удивительно, 
что для достиженя этого великаго результата, этого усовер- 
шенствован1я греческой геометрли, необходимо было пройти 
чрезъь состоян1е упадка, лишившее эту науку ея характера 
отвлеченности и общности и поставившее ее на одномъ ряду 
съ конкретными и числовыми операцями. 

Эти соображеня позволяютъ намъ разематривать 15-е и 
16-е столбия въ иестор!и геометрии, какъ подготовительную 
и переходную эпоху, въ течен1е которой вырабатывалась новая 
форма математики; и мы должны прибавить, что ИндЪйцы и 
Арабы имЪли значительную долю участя въ этомъ преобра- 
зоваши и улучшенш, такъ какъ зародышъ всего этого ле- 
житъ въ ихъ принцип$ приложеня алгебры къ геометрии, 
принципЪ, который сами они развивали въ своихъ сочине- 
няхъ въ продолжеште четырехъ столь. 


ПРИМЪЧАШЕ ХТ. 


(Бторая эпоха, п° 18.) 


О сочинении Соп1еса Паскаля. 


Ббльшая часть б1ографическихь замфтокъ заключають въ 
себф ошибочныя свфдЪня 0 сочинения Соса Паскаля. 
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Въ однихьъ—этоть большой трактатъ о коническихъь сЪчен!- 
яхъ, который никогда не былъ изданъ, см$шивается съ со- 
чинен1емъ: 2530$ зи’ [63 сопздиез, единетвеннымъ сочине- 
немъ, которое было известно Декарту; въ другихъ — считается 
справедливымъ, будто бы знаменитый философъ не хотёлъ 
признавать Паскаля авторомъ Ё339 и приписываль это со- 
чинене сперва Дезаргу, а потомъ отцу ‘Паскаля, который 
былъ также глубоко свфдущъ въ математикЪ. Хотя Байль 
(Вау]е) въ своемъ историческомъ словарз опровергалъ та- 
кое толковане мн$н!я Декарта на томъ основанш, что оно 
противор$чить оставшимся документамъ и, можно сказать, 
также характеру великаго философа, который почти никогда 
ничему не удивлялся; однако это толковане часто воспро- 
изводилось впосл$детви; наприм$ръ, у Монтуклы въ Нззюте 
4ез Майфетайаиез (‹. П, р. 65). 


Еще въ самое недавнее время одинъ весьма ученый гео- 
метръ считалъь справедливымъ приписать Дезаргу по крайней 
мфр$ теорему о шестиугольник$; между тЪмъ Паскаль пред- 
лагаетъ ее въ начал 5504, какъ свое собственное изобр$- 
тене, служащее основатемъ всему сочинен1ю, и велЪдЪ за 
т$мъь не забываеть назвать Дезарга авторомъ другой, тутъь же 
изложенной теоремы. 


Ёъ этому дохазательству, котораго совершенно достаточ- 
но, чтобы признать за Паскалемъ первенство въ открытш 
его знаменитой теоремы, мы можемъ прибавить свид$тель- 
ство самого Дезарга. Это одно м$фето пзъ сочинеюмя этого 
геометра, 1642 года, приводимое Кюрабеллемъ въ Ётатеп 
4ез оешогез 4е Пезагдиез (т—4°, 1644). Говоря объ одномъ 
предложени (которое не указано Кюрабеллемъ) Дезаргъ при- 
бавляетъ, что „онъ дастъь ключъ къ нему, когда будетъ пу- 
бликовано доказательство великаго предложенля, называемаго 
Паскалевымъ, и что упомянутый Паскаль можеть сказать, 
что четыре первыя книги Аполлона суть или случаи, или 
непосредетвенныя слФдетв1я этого великаго предложетя.“ 
Нельзя сомнЪваться, что здфсь идеть р$фчь о теорем% о 
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шестиугольник$, которую Паскаль изложильъ въ началь сво- 
его Е5304, какъ лемму, на которой будеть основываться зесь 
его трактать о коническихъ с$чешяхъ. Изъ этого любопыт- 
наго отрывка видно также, что въ то время эта удивитель- 
ная теорема носила уже, какъ и теперь, имя Паскаля. 


ПРИМЪЧАНТЕ ХГУ. 
(Бторая эпоха, п° п‘ 23 и 31.) 


О сочиненляхъ Деэзарга; письмо Богравна и Ехатепй 
Кюрабелля. 


Мы сослались на письмо Бограна о ВтоиЦоп уртодеЁ 4ез 
сотздиез Дезарга, основываясь на томъ, что сказано объ этомъ 
у Понселе въ Тгаце 4ез ргортеез ргодесНоез, стр. 95; са- 
мое же письмо чрезвычайно р$фдко и мы не могли его до- 
СТАТЬ. 

Въ Ехатеп 4ез овиегез 4и ззеит Дезагдиез, раг . СигафеПе 
(11—4‘°, 1644), сочинени также весьма р%$дкомъ, мы нашли 
мфето, вь которомъ также упоминается объ этомъ письм$ 
и которое интересно еще въ другихъ отношенляхъ. Кюра- 
белль приводить мн$н!е, высказанное Дезаргомъ въ 1642 
году по поводу предложен1я Паскаля (в$роятно о шести- 
угольник$) и состоящее въ томъ, что четыре первыя книи 
Аполлоная суть или случаи, или непосредственныя слъд- 
ствзя этого предложен1я; и потомъ прибавляетъ: „Ма! диап 
„а Рёсага 4и яеиг Оезагоиез, сеё афалззететё @’АроПоптиз 
„пе гевуе раз зез [есопз Че 46 пфтез, п зе5 ее пететз вит 
„аНейцез дие риЁ ип сдпе гепсощтатё ип ап гой, зада 
„а зи Язашшеп гбропдиа ]е зеиг 4е Веаистапа, её а6топг6 
„ез егтеигз еп Гаппбе 1639, её паргпибё еп 1642, еп ее 
„зог4е дие 1е ри Не, дери1з 1е41 4етрз, езё рмубё Чезакез 
1есопз 4е &6п@ гез, дай 6фаепё {еПешепё гееубез, за @те 
„Чиа зеиг, аи’еЦез зиграззалепте 4е Ъезисопр 1ез оецугез 


ры 
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„@’АроШоптаз, а1п31 да’оп ропгга уст 4апз 1]а ]еМге даан 
„еиг 4е Веаиотата, паргпибе Гаппбе с1-4е8зи.“ 

Это мфето наводить на слфдующля соображения: 

Прежде всего, изъ него, кажется слБдуетъ, что кромЪ 
Вто Цой ртолеё Фипе аНее аих въвпететз @ез тепсотге$ 
фи сбие аъес ип рат Дезаргъ напасалъь другое сочинене 
о коническихъ сЪчен1яхъ подъ заглавемъ: Г/есо7з 4е 1епёфтгез; 
это же можно предполагать изъ нфеколькихъ мФсть сочи- 
нен1я гравера и живописца Стёооте Нагеё Орйдие ае ро’- 
ейфите её ремфите, сощепат? Фа ретзресние еф ртайдие 
ассотрИе, ес. Раг1з 1679, ш-ЮПо. 

Намъ казалось сначала, что слова её струфте еп 1642 
относятся къ тому, что было Яетоте еп 1639, и изъ этого 
мы заключали, что письмо Бограна было напечатано только 
въ 1642 году; но мн нашли, что это же письмо упомянуто 
въ другомъ сочинени ВКюрабелля противъ Дезарга, о чемъ 
сейчасъ будемъ говорить, и въ немъ сказано, что письмо 
это напечатано въ 1659 году. 

Мы думаемъ поэтому, что слова её приуте еп 1642 озна- 
чаютъ, что Богранъ, кромЪ$ перваго письма, напиеалъ и на- 
печаталъ въ 1642 году еще другое письмо противъ Дезарга; 
можетъ быть по поводу его Гесоиз 4в епётез, упоминае- 
мыхъ ВАюрабеллемъ и Гюре. 

ДЪйствительно, по всему видно, что Богранъ не пропу- 
скалъь случая выказаться противникомъ Дезарга: мы нашли, 
что онъ написаль еще Гейтуе зит 1е БтоиЩоп ртодеё а4е (а 
соире Чез рлеггез 4е Пезатдиез (1640, т—“4). Это письмо 
отм$чено съ такимъ зэглавемьъ въ каталог$ королевской 
библлотеки, подъ именами Бограна и Дезарга; но къ сожалф- 
Ню самаго письма нфтъ болфе въ библмотек%. Оно входило 
въ составъ особаго тома, объ хтратЪ котораго нельзя не со- 
жалЪть, потому что въ немъ находились еще другя статьи 
о сочинен1яхъ Дезарга, явившихся въ 1642 году *°°). 


253) Понселе въ Гуа 4ез ртортез утолесИтез говоритъ, что письму о 
Бограна о Вгои Мот ртоеф 4ез сотдиез Пезарга существуеть въ коро- 
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Ехатеп Кюрабелля возбудиль оживленные споры между 
нимъ и Дезаргомъ; объ этомъ мы узнаемъ изъ другаго со- 
чинен!я, подъ заглавемъ: Раз еззе уюуаЩе аи ему Пеза!- 
4иез, етуюуее сое Рехатеп | @е зез оеиутез, раг Ф. 
СлгафеПе. Изъ этого сочинен1я видимъ, что Дезаргъ, желая 
поддержать достоинетво своего ученля объ обдЪлк$ камней, 
предложиль закладъ во сто тысячъ ливровъ; но Кюрабелль 
принялъ споръ объ закладъ только во сто пистолей. Статьи 
услов1я по этому дЪлу были обсуждаемы 2-го марта 1644 
года; но трудно было согласиться относительно нфкоторыхъ 
ПуНктовъЪ и ЭТО вызвало появлеше разныхъ небольшихъ кни- 
жекъ съ той и другой сторовы; наконецъ дЪло было пере- 
дано въ парламентъ 12-го мая того же года. Оно находи- 
лось въ этомъ положени, когда Кюрабелль напечаталъ со- 
чинен!е, которое знакомить насъ съ этими подробностя- 
МИ 253). 

Трудность соглашен1я заключалось главнымъ образомъ въ 
выбор$ присяжныхь цфнителей. Изъ слфдующаго м$ета ви- 
дно, въ чемъ состояло направлене, которому слфдовалъ Де- 
заргъ въ своихъ сочинен1яхъ объ отд$лкЪ камней, а также 
и направлен1е его критиковъ и противниковъ; въ этомъ скры- 
валось, можно сказать, начало и самая сущность спора. 

Дезаргъ хотёлъ „зе тарробет аи те Фежсейетз двотегез 
„её ащтез регзоптез запаез её Феззтщетеззеез, еЁ еп ат 
„9% зегаф Че Везот аз, Фез уитез тасопз ае Рав.“ 
„Вюрабелль на это отвФчалъ: „се ди! #216 уот вбу1деттеп& дце 
„1е41 Дезагоиез п’а апсипе убёг {6 & аваште ди! 501% зощепае, 
„руда пе уеиё раз 4е$ уга1з ехрегёз ропг 1ез шайёгез еп 
„сощезе; И пе аетап4е „дае 4ез хепз 4е за сафайе, сотте 


левской библ1отек$; но оно не входитъ въ составъ этого тома и я не 
могъ найти его ни подъ какимъ заглавлемъ. 

259) Я имфю только восемь первыхъ страницъ этого сочиненя 
ш— 4°, которыя я нашелъ присоединенными къ моему тому Ехатеп 
4ез оеиотез 4 Дезатдиез. Желалъ бы знать и продолженде, но нигд% 
не могъ найти другаго экземпляра. 
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„дез ригз оботёгез 1ездче]$ п’оп% }ата15 еп ааеппе ехрёпенсе 
„Чез гёг]ез 4ез ргайчиез еп даезйоп, её побатшепте 4е 1а. 
сопре 4ез рлеггез еп ГагсиЦесваге ди! езё 1а раз стаде 
рагйе 4ез оецугез Че дчезНоп, её рагапё Пз пе репуепф раг- 
]ег 4ез забуесйопз даче 1е; Ч1уегз саз епзеютеп$.“ 


‚ Это мфето, мнз кажется, совершенно опред$ляетъ харак- 
теръ спора и 4 773073 р$Ъшаетъ вопросъ между Дезаргомъ 
и его порицателями. 


Что касается до самаго способа Дезарга, то онъ впосл$д- 
сти былъ признань хорошимъ и точнымъ, и отличаюций 
его характеръ общности быль оцфненъ надлежащимъ обра- 
зомъ. Мы не можемъ входить въ дальнфйпия подробности 
объ этомъ предметЪ и ограничимся указантемъ на мнфше, 
высказанное, ученымъ Фрезье въ его Тхайе 4е 1а соире 4ез 
рзеттез. Деларю говоритъ, что Аюрабелль вх точности обнару- 
жиль всю ошибки Дезарта (въ построени прямыхъ и косыхъ 
сводовъ); приводя эти слова, Фрезье прибавляетъ: „я не ви- 
„далъ этой критики и потому не могу судить о ея точно- 
„сти, но могу см$ло сказать, что способомъ Дезарга вовсе 
„не слЗдуетъ пренебрегать. Я согласенъ, что въ немъ есть 
„затруднен1я, но они происходятъ оть недостаточнаго разъ- 
„яснен!я основнаго начала, а также отчасти отъ новизны 
„терминовъ, и потому я хочу пополнить, и т. д.“ (Томъ П, 
стр. 208, издате 1768 г.). Потомъ, при изложен сама- 
го способа, Фрезье говоритъ, что Дезаргь „привель вс 
„построения.... къ одной задач$, именно къ опредблен!ю 
„угла наклонен1я оси цилиндра къ д!аметру основаня, и 
„пр.“ (стр. 209). 

Наконець, изложивъ ясно и со всею общностью способъ 
Дезарга, Фрезье заключаетъ, что этотъ способъ „остроуменз 
и принесь бы честь“ Дезаргу, еслибы Босеъ изложилъь его 
бол$е понятнымъ образомъ. 


Кюрабелль, какъ писатель, совершенно неизвЗстенъ въ 
наше время; но, кажется, онъ писалъ о стереотоми и о раз- 
ныхь частяхъ строительнаго искусства. По крайней мЪр» 
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извлечене изъ привилели, помфщенное въ начал его 
Ехтатеп, содержить заглавя многихъ сочиненй, которыя 
онъ долженъ былъ издать впосл5детви. Однако мы че на- 
шли никакого сл5да этихъ сочинен1й, ни даже подтвержде- 
ня, что они когда-нибудь дЪйствительно были изданы. Де- 
ларю въ своемъ Тгайе 4е 14а сомре 4ез деттез часто ссы- 
лается на Вюрабелля, но всегда только по поводу его 
Ехатеп. 


Дезаргъ, желая подчинить практическую перспективу и 
строительное искусство рацпональнымъ геометрическимъ на- 
чаламъ, прробр$ль себ многихъ противниковъ, кром$ Ёю- 
рабелля, какъ это видно изъ сочинен!й знаменитаго граве- 
ра Босса, который всю жизнь свою провелъ въ борьбБ съ 
ними. Эта настойчивость, дфлающая честь характеру и 
уб$жден1ямъ Босса, навлекла преслЗдован1я и на него са- 
мого: ему запрещено было излагать учен!е Дезарга въ Ко- 
ролевской Академ живописи, гдф онъ преподавалъь пер- 
спективу. 


Изъ вефхъ порицателей Дезарга самымъ аначительнымъ 
лицомъ быль, кажется, Богранъ, королевсый секретарь, 
который находился въ сиошеняхъ со многими людьми, из- 
вфетными въ наук$; онъ самъ долженъ былъ имфть севЪдф- 
ня въ математик, потому что имъ издано сочинене подъ 
заглавемъ: [0 13ад0дет РЕ. Изеае осйойа, шт—24, 1631, 
которое есть комментарй къ главному аналитическому со- 
чинен!ю Вьета; н$которую роль онъ игралъ также въ исто- 
раи циклоиды. Но въ его геостатик®, о которой такъ мно- 
го говорится въ письмахъ Декарта, доказывается зеометри- 
чески, что вЗеъ тяжелаго тЪла становится тЪмъ меньше, 
ч$мъ оно ближе къ земл$,—этого достаточно, чтобы ви- 
дЪть, къ какимъ заблужденмямъ былъ способенъ его умъ, 
п нечего удивляться, что онъ дурно цфнилъ произведения 
Дезарта. 

Уважене, котораго заслуживаетъ Дезаргъ, до сихъ поръ 
очень мало иззЗстный б1ографамъ, побудило насъ войти въ 
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эти подробноети, которыя, мы надЪемся, могутъ возбудить 
любопытство и вызвать кого-нибудь на отыскаюте ориРи- 
нальныхь сочинен! этого генальнаго человфка и также 
статей, относящихся къ его ученымъ спорамъ. Переписка 
его съ знаменит5йшими людьми того времени, трудившимися 
съ нимь на одномъ поприщ$ и веегда желавшими видЪть 
его судьею своихъ сочиненй, была бы также драгоц$н- 
нымъ открытемъ для истори литературы семнадцатаго в$- 
ка, доставившаго столько славы уму челов5ческому. 

Что касается до сочиненй Дезарга, то вотъ нзкоторыя 
указаня, которыя вызовутъ, можеть быть, еще друг1я, мн% 
неизв$етння: 

Въ 1665 году Босеъ въ Ргайаиез деёотегщез ес. писалъ, 
что „покойный М. МШоп, ученый геометръ, составилъ изъ 
„доказательствь Дезарга большую рукопись, которую стои- 
„Ло бы напечатать. “ 

Въ Назюте Ицеготе 4е 14а эЩе 4е Гуоп, раг Р. Со- 
п1а, напечатанной въ 1728 году, читаемъ: „Публик$ будетъ 
„скоро предложено полное издае сочиненй Дезарга. Г. 
„Рише, каноникъ въ Ргоушз, авторъ двухъ любопытныхъ и 
„подробныхь мемуаровъ о сочинен1яхъ своего друга г. де- 
„„Ланьи и о сочинешяхъ Дезарга, будетъ издателемъ этого 
„важнаго труда, которымъ особенно интересуется городъ 
„ПоНЪ.“ 

Можетъ быть счастливый случай поведетъ къ открытю 


рукописи Мальона и матер!аловъ, еобранныхъ для предпруя- 
т1я Рише (Всвег). 


ПРИМ'ВЧАНИ ХУ. 
(Бторая эпоха; п‘ 96). 
Объ ангармоническомъ свойств точекъ кониче- 


скаго с$чен1я. Доказательство самыхъ общихъь 
свойствъ этихъ кривыхъ. 


1. Подобно тому, какъ въ теоремЪ Дезарга объ инволющи 
шести точекъ, представимъ себЪ четыреугольникъ, вписан- 
ный въ коническое сБчене, и какую-нибудь сЪкушую. 
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Изъ двухь противоположныхь вершинъ чегыреугольника 
проведемъ прямыя къ двумъ точкамъ, въ которыхъ сфкущая 
встр$чается съ коническимь сЪчешемъ; каждая изъ этихь 
вершинъ будетъ точкою, изъ которой выходатъ четыре пря- 
мыя. Легко видфть, что инволюц!онное соотношене Дезарга 
выражаеть собою равенство между амармоническимь отно- 
шеншемъ четырехъ точекъ пересЪчен1я сЪфкущей съ четырьмя 
прямыми, выходящими изъ одной вершины четыреугольника, 
и ангармоническимъ отношенемъ четырехъ точекъ перес$- 
ченшя той же сЪкущей съ четырьмя прямыми, выходящими 

зъ противоположной вершины четыреугольника; отсюда мы 
заключаемъ, что анармоническое отношеняе первых четы- 
реть прямыхь равно анармоническому отношению четы- 
рехз друзитб. 


2. Итакъ мы имЗемъ слБ5дующую общую теорему, взаим- 
ную тому заключеню, которое мы вывели изъ теоремы Де- 
зарга: 

Кода два пучка изъ четырехь прямыть соотвътствують 
дру друзу такзъ, что анармоническое отношене четы- 
реть первыхь прямыхь равно анармочическому отношенио 
четырехь друлихв, то прямыя 0днозо пучка встръчаются 
съ соотвътственными прямыми друюлю в5 четыреть точ- 
кахь, лежащихжь на коническомь съчензи, проходящемь еще 
черезъ двъ точки, именно черезь центры обошть пичковз. 


Эта теорема, какъ видно изъ предложеннаго нами здесь 
доказательства ея, въ сущности есть только другое выра- 
жене теоремы Дезарга; но ея слЪдетвя, чрезвычайно мно- 
гочисленныя, обнимаютъ часть такихъ свойствъ коническихъ 
сЪчен1й, на которыя, кажется, не распростравяютея теоре- 
мы Дезарга и Паскаля. ДЪйствительно, кром$ преимущества 
своей особой формы, эта теорема имфеть нЪчто бол$е об- 
щее, чфмъ тБ дв$ теоремы, которыя поэтому получаются 
изъ нея уже не какъ видоизмзненя ея, но какъ ея ел5д- 
ствя. Мы сейчаеъ подтвердимъ это, указывая на приложе- 
н1я, къ которымъ способна эта теорема. 
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Но прежде дадимъ прямое доказательство ея, такъ какъ 
мы ею хотимъ зам$нить самыя общ1я изъ употреблявшихся 
до сихъ поръ теоремъ и вывести ихъ веф изъ нея же. 


3. Доказательство это до крайности легко и просто. Такъ 
какъ теорема выражаетъ равенетво анзармоническихь отно- 
чиен4й въ двухъ пучкахъ четырехъ лин, и такъ какъ эти 
 отношевня сохраняютъ свою величину въ перспектив%, то 
достаточно доказать, что равенство существуетъь въ круг$, 
служащемъь основашемъ того конуса; на которомъ разема- 
триваетея коническое сЗчеше. Но въ круг углы между ли- 
н1ями перваго пучка соотв$тетвенно равны угламъ между 
соотв$тетвующими лишями втораго пучка, потому что эти 
углы опираются на т$ же дуги; такь какъ синусы ихъ так- 
же равны между собою, то ангармоническое отношеше си- 
нусовъ угловъ перваго пучка равно ангармоническому отно- 
‚ шеню синусовъ угловъ втораго пучка. 

Такимъ образомъ теорема доказана. 


4. Представимъ себЪ, что три прямыя перваго пучка и 
три соотвзтетвующая прямыя втораго —неподвижны; что 
четвертая прямая перваго пучка вращается около своего 
центра и что соотвфтетвующая ей прямая втораго пучка 
также вращается и притомъ такимъ образомъ, что всегда 
сохраняется равенство ангармоническихъ отношенй въ 0бо- 
ихъ пучкахъ: эти дв вращаючияся пряамыя будуть пефе- 
съкаться вседа на коническомь съчени, опредЪляемомъ 
пятью неподвижными точками фигуры, именно: центрами 
двухъ пучковъ и точками, въ которыхъ три неподвижныя 
прямыя перваго пучка пересБкаются съ соотвфтствующими 
имъ лишями втораго. 


5. Отеюда проистекаетъ безчисленное множество сносо- 
бовъ образован1я коническихъ сЪчеюй чрезъ перес$чене 
двухъ праямыхъ, вращающихея около двухъ неподвижныхь 
точекъ, Потому что безконечно разнообразно можно соста- 
вить два пучка прямыхъ, соотвфтетвующихь одна другой 
и притомъ такь, что авгармоническое отношете какихъ- 
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нибудь четырехъ прямыхъ перваго пучка всегда будетъ рав- 
но ангармоническому отношен1ю четырехъ прямыхъ во вто- 
ромъ пучк$. 

6. Наприм$ръ, представимъ себЪ постоянный уголь; пусть 
около данной точки, какъ около полюса, вращается прямая 
лия, которая во всякомъ положени будетъ встрчаться съ 
сторонами угла въ двухь точкахъ. Четыре, опредЗленныя 
такимъ образомъ, точки на одной изъ сторонъ угла будутъ 
имфть одинаковое ангармоничеекое отношен1е съ четырьмя 
соотв$тетвующими точками на другой сторонЪ (потому что 
оба эти отношеня равны ангармоническому отношен!ю че- 
тырехъ сЗкущихъ, служащихь для опред$лен!я этихъ то- 
чекъ). Отеюда слЗдуетъ, что, если мы соединимъ какую-ни- 
будь неподвижную точку съ точками, отм5ченными на одной 
сторон угла, и другую неподвижную точку—съ точками, 
отм$ченными на другой сторонЪ, то получимъ два пучка 
СООТВЁТСТВУЮЩиХЪ прямыхъ, пересБ5кающихея между собою 
на коническомъ с5чени, проходящемъ черезъ дв неподвиж- 
ныя ‘точки. Итакъ 


Если три стороны треуюольника, измъняющаю 660% 
6405, вращаются около трехь неподвижныхь точек и двъ 
верииины ею перемтиюются по двумз неподвижнымь пря- 
мымз, то третья вершина описываетз коническое съчензе, 
проходящее черезз двъ точки, около которыхз вращаются 
стороны, прилежация къ этой верщиинль *°°). 


60) Нели бы сторона треугольника, противолежащая образующей 
вершин$, вмфето того, чтобы вращаться около неподвижной точки, 
зкользила по коническому сЪфчен1ю, касающемуся двухъ неподвижныхъ 
трямыхъ, то свободная вершина треугольника описывала бы также ко- 
тическое сзчен1е, проходящее черезъ дв неподвижныя точки. 

Это слфдуетъ изъ того, что четыре касательныя коническаго сЪче- 
ця перес$каютъ каждую изъ двухъ другихъ касательныхъ въ четы- 
ехъ точкахъ, которыя на той и на другоЯ касательной имЗютъ оди- 


аковое ангармоническое отношене (см. сл$дующее Прим$чан1е). 
Это обобщен1е теоремы Маклорена и Брайкенриджа можеть вести 


о множеству различныхь, большею частшю новыхъ, предложений. 
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Эта теорема есть ничто иное, какъ мистичесвый шести- 
угольникъ Паскаля, только представленный въ иной форм$. 
Теорема въ этомъ вид находится у Маклорена и Брайкен- 
риджа; она именно и привела перваго изъ этихъ геомет- 
ровъ къ изложеню теоремы Паскаля. 


7. Раземотримъ два пучка прямыхъ, выходящихь изъ 
двухъ различныхъ центровъ и перес$ кающихся по-рарно на 
одной прямой, взятой произвольно въ плоскости. Ангармо- 
ническое отношен1е какихъ-нибудь четырехъ прямыхъ пер- 
ваго пучка равно ангармоническому отношен1ю четырехъ 
соотв тетвующихь лиюй во второмъ пучк$ (оба равны 
именно ангармоническому отношеню четырехъ точекъ, въ 
которыхъ эти прамыя ветр5чаются съ постоянной прямой). 
Изм$нимъ теперь относительное положене пучковъ, пере- 
неся ихъ на плоскости въ друмя м$ета; соотв$тетвующия 
прямыя уже не будуть перее$каться на одной прямой, но 
изъ нашей теоремы сл$дуетъ, что онь будуть пересъкать- 
ся на коническомь съчени, проходящемь черезь вершины 
обоих5 пучков. 


3. Положимъ, что первоначальные пучки сохранили при 
перем$щени свои прежее центры, т.-е. что мы повернули 
ихъ около ихъ центровъ; тогда изложенная нами теорема 
обращается прямо въ теорему Ньютона объ органическомъ 
образовании коническихъ сЪчений. 


9. Если бы лучи первоначальныхь пучковъ ветр$чались 
не на прямой лини, а на коническомъ с$ченш, проходя- 
‘щемъ чрезъ два центра ихъ, то пучки эти все-таки удовле- 
тверали бы условю равенства ангармоническихь отношенй 
между четырьмя лучами одного и четырьмя соотвЪтствую- 
щими лучами другаго пучка (на основанш теоремы п’ 2) 
СлБдовательно и посл какого-нибудь перемфщеня этих 
пучковъь соотвзтетвуюцие лучи ихъ будутъ опять перее$ 
каться на коническомъ сЪчени. 


10. Если пучки повернемъ только около ихъ центров" 
то получится теорема: 
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Кода два какме-нибудь постоянные ла вращаются око- 
10 своихь вершинз такз, что точка перестчензя двуле их 
сторонз описывает коническое съчеще, проходящее через» 
двъ вершины, то двъ друия стороны пересъкаются вз 
почкаль дрфало коническало съчетя, также проходящело 
черезь вериуины. 


11. Эта теорема, представляющая обобщене теоремы 
Ньютона, сама представляетъ одинъ изъ безчисленнаго мно- 
жества подобныхъь же частныхъ способовъ построеня ко- 
ническихъ сфчевнй чрезъ пересЗчен1е двухъ прямыхъ, вра- 
щающихся около двухъ постоянныхъ точекъ или чрезъ пе- 
рес$чене сторонъ угловъ, которые движутся около своихъ 
вершинъ; притомъ вм$ето угловъ постоянной величины, ко- 
торые мы брали сейчасъ, можно предполагать углы пере- 
мфнные и при этомъ установить безконечно разнообразное 
соотношен1е между ихъ величинами. 


Такъ напримфръ, можно предполагать, что каждый изъ 
нихЪ образуетъ на постоянной прямой отр$зки постоянной 
величины. 


Такимъ образомь, теорема Ньютона, им$вшая нфкоторую 
знаменитость и казавшаяся основною въ теор!и коническихъ 
сЪ5чен1й, оказывается не бол$е, вакъ весьма частнымъ слу- 
чаемъ общаго способа образован1я этихъ кривыхъ. 


12. Это обстоятельство ведетъ, какъ намъ кажется, къ 
двумъ заключен1ямь. Оно показываетъ, вопервыхъ, что все- 
гда полезно восходить къ начальному происхожденшю гео- 
метрическихъ истинъ и съ этой возвышенной точки зр$н1я 
обозр$вать и открывать разнообразныя формы, въ которыхъ 
он могутъ представляться и которыя мотутъь расширить 
ихъ приложен!я; такъ, теорема Ньютона, которую мно- 
пе весьма замВчательные геометры считали нужнымъ .до- 
казывать, какъ одну изъ лучшихъ теоремъ въ теори ко- 
ническихъ сБченй, не приводила однако къ важнымъ ре- 
зультатамъ, потому что форма ея удобна для полученя 
только немногихъ сл$детьй. Общая же теорема, изъ кото- 
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рой мы ее вывели, способна, напротивъ, ко множеству раз- 
нообразныхъ выводовъ. 

Вовторыхъ, мы видимъ здЪеь доказательство той истины, 
что самыя обиия и богатыя предложеня суть въ то же вре- 
мя самыя простыя и легче всего доказываются. Ни одно 
изъ извЪстныхь доказательствь теоремы Ньютона не мо- 
щетъ сравниться по краткости съ доказательствомъ общей 
теоремы, которое дано нами въ 7°3; при этомъ посел$днее 
имфетъ еще то преимущество, что въ немъ не требуется 
предварительнаго знан1я никакихъ свойствъ коническихъ с$- 
чений. 

13. Возьмемъ опять два пучка, перес$кающиеся по пря- 
мой лини, и предположимъ, что прямая эта находится въ 
безконечности; т.-е. что прямыя двухъ пучковъ соотв$т- 
ственно параллельны между собою. Перем$етимъ пучки, 
обращая ихъ около центровъ; соотв$тетвующия прямыя бу- 
дуть перес$каться на коническомъ сЗченши, проходящемъ 
черезь оба центра. Отеюда проистекаеть такая теорема: 
Исли имъемь в%5 плоскости двь подобныя, но не подобно 
расположенныя, фицуры, то прямыя, проведенныя на пер- 
в0й фиръ черезь произвольную точку, будутз пе тт- 
коиться на коническомь съченти с5 соотвьътствующими пря- 
мыми второй фиуры. Теорему эту мы изложили уже безъ 
доказательства въ сочинени о перем$щени твердаго тБла 
въ пространств (БиЦейп ипзоетзер 4ез зсзепсез, % ХУ, 
р. 321). 

14. Общую теорему, составляющую предметъ этого При- 
мфчан!я, можно изложить еще въ такомъ вид: Если шес- 
иилольникь вписанъ в5 коническое съчеме и изъ двух 
вериинз ео проведено по четыре прямыя в четыре остал- 
° ныя вершины, то анлармоническое отношенше первыхь чв- 
тьрежь прямыхь равно инармоническому отношению четы- 
рехз друмилю. 

Т.-е. Четыре первыя прямыя встръчаются с5 какою-ни- 
будь съкущею вз четьырехв точка», четыре друия сз дру- 
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10ю Произвольною скущей—в5 четырехь соотвьтствию- 
щих точкахь: атармоническое отношенае первыхз четы- 
режь точекъ равно анармоническому отношению четыреть 
друито. | 

Въ этомъ изложении теорема представляетъ весьма боль- 
шую общность по причин неопред$леннаго положеня двухъ 
СЪкущихъ. 


15. Положимъ, что первая ‘с$кущая ееть одна изъ пря- 
мыхъ, проведенныхь черезъ вторую вершину шестиугольни- 
ка, а вторая сЗкущая—одна изъ прямыхъ, проведенныхъ 
черезъ первую вершину; получаемая при эТомъ теорема бу- 
деть именно первая изъ теоремъ, изложенныхь Паскалемъ 
въ 45504 роит [ез сотлдиез и выведенныхь имъ изъ его 
шестиугольника. 


16. Положимъ далбе, что обБ еБкущля совпадаютъ съ 
одной изъ сторонъ шеетиугольника; —получимъ теорему Де- 
зарга объ инволющши шести точекъ. 


17. Если въ этой теорем Дезаруа замфнимъ отрЪзки, 
заключающуеся на сБкущей между двумя точками кривой и 
между четырьмя сторонами четыреугольника,—выраженями 
ихъ въ функции перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ двухъ 
точекь коническаго сфченя на четыре стороны, то полу- 
чимъ теорему: 

Если из5 какой-нибудь точки коническало съченля опу- 
стимъ перпендикуляры на четыре стороны вписаннало че- 
тыреуюльника, то произведене перпендикуляровз, опущен- 
ных5 на двъ противоположныя стороны будетё имтьытъь 
постоянное отношеняе къ проивзеденю двуль друиихь пер- 
пендикуляров$, 10% бы ни была взята точка коническалюо 
спчендя. 

Вм$ето перпендикуляровъ можно взять наклонныя, обра- 
вуюлия со сторонами четыреугольника, къ которымъ онЪ 
проводятся, равные углы. Это предложен1е есть ничто иное, 
какъ теорема а4 диаот йпеаз, приводимая Паппомъ. 
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18. И такь мы доказали, что мистичесый  шестиуголь- 
никъ, другая теорема Паскаля также о шестиугольник», 
теорема Ньютона объ органическомъ образовани кониче- 
скихъ сБченй, теорема Дезарга объ инволющи шести то- 
чекь и теорема древнихъ @ диайют Ппеаз — веЪ суть 
слЪдетв1я нашей теоремы. Отсюда понятно, что эта теоре- 
ма распространяетея на множество частныхъ истинъ, укд- 
зывая незам$ченныя до сихъ поръ соотношен1я между ними 
и представляя для нихъ общее и достаточное основанге. 

Эту теорему можно, въ нфкоторомъ смыслЪ, разсматри- 
вать, какъ цент, изъ котораго проистекаетъ большая 
часть, даже самыхъ общихъ, предложений; велфдетв1е этого 
необыкновеннаго богатства и чрезвычайной простоты дока- 
зательства она могла бы служить основашемъ геометриче- 
ской теорли коническихъ сЗченйй. 

19. Такъ какъ главный характеръ этой теоремы, д$лаю- 
ПИЙ ее способною къ безчисленному множеству выво- 
довъ заключается въ поняти объ анлармоническомз отноше- 
ни, томы будемъ называть ее анзармоническимь свойствомь 
точекъ коническаго сБченя °°*). 

Замфтимъ, что, если теоремы Паскаля, Дезарга, Ньютона 
и предложене а диайют теаз суть слБдетыя ангармони- 
ческаго свойства, то это послБ5днее т5мъ же путемъ мо- 
жетъ въ свою очередь быть выведено изъ каждой изъ этихъ 
теоремъ и такимъ образомъ служить для перехода отъ одной. 
изъ нихъ къ другой. Это доказываетъ, что поняте объ анлар- 
моническомь отношензи предетавляетъ дЪйствительно общую: 
связь между этими различными теоремами, которыя поэто-« 
му отличаются другъ отъ друга только по форм$. у 

Уже прежде было замфчено соотношен1е, можно сказать 
почти тождество, между теоремами Дезарга и Паскаля, но не 


61) Мы говоримъ точек коническаго сЪфчен1я, потому что въ сл 
дующемъ Примф$чаюи увндимъ, что коническля с$чен1я обладаютъ еще, 
другимь анзармоническим5 свойствомз, подобнымъ этому и относящим-. 
ся къ ихъ касатеьнымъ. 


ПРИМЪЧАНТЯ. 311 


между этими теоремами и другими важнЪ5йшими предложе- 
нями, о которыхъ мы упомянули. Напротивъ, каждое изъ 
этихъ предложен! доказывалось совершенно особымъ обра- 
зомъ и эти доказательства были всегда несравненно длинн$е 
того очевиднаго доказательства, которое мы дали для общей 
теоремы. 


20. Изъ этой же теоремы можно вывести прекрасное 
предложене Карно о соотношени между отр$зками, обра- 
зуемыми коническимъ сфченемъ на трехъ сторонахъ тре- 
угольника, взятаго въ той же плоскости —предложене, ко- 
торое выражаеть такое же общее свойство шести точекъ 
коническаго сЪченйя, какъ и теоремы Дезарга, Паскаля и 
Ньютона. 

21. Наконецъь наше анармоническое свойство можеть 
быть представлено еще въ другой формЪ, въ которой оно 
является новымъ предложенемъ, отличающимея отъ веБхъ 
предыдущих и способнымъ къ новому роду чрезвычайно 
многочисленныхь выводовЪ. 

Это новое предложене представляется въ видЪ трехчлен- 
наго уравнен1я; его можно изложить такъ: 


На плоскости даны двъ съкуийя; возьъмемз на первой из 
нить двъ какмя-нибудь точки О, Е и на второй двъ так- 
же камя-нибудь точки О’, Е. 


Если около неподвижных полюсовз Р, Р’, взятыхть произ- 
вольно в5 плоскости чертежа, будемь обращать двъ пря- 
мыя, встрьчаюиияся с5 двумя съкущими соотвътственно 
вз точкахь а, а’, опредъляемыхь такъ, что вседа сущест- 
вуетё соотнощшенле 


09. Оа _ (4) 


адъ ^ и и—постоянныя. 


То точка пересъченая двухь движущихся прямыхь будете 
описывать коническое съчене, проходящее черезз оба по- 
люса Р, Р.. 
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29. Эта теорема, въ которой такъ много произвольныхъ эле- 
ментовъ, именно: направлен1е сЗкущихъ, положеше на нихъь 
четырехь точекъ, положен1е двухъь полюсовъ и величина 
двухъ коэффищентовъ, — въ сущности не отличается отъ 
тЪхь общихъ свойствъ коническихъ сфченй, о которыхъ 
говорилось въ этомъ Примфчанш; потому что, какъ и каж- 
дое изъ нихъ, она выводится изъ нашего ангармоническаго 
свойства. Но особая форма ея даетъ возможность распро- 
странить ея приложеня гораздо далЪе, чЪмъ это едЪлано 
для другихъ предложений. 

23. Такъ наприм$ръ, если предположимъ, что точки Ё, ЕЁ’ 
пом$щены на лини, соединяющей полюсы РР’, то уравне- 
н1е будеть выражать уже не коническое с$чеше, а просто 
прямую линю. Отсюда будутъ проистекать, какъ слфдетвя 
безчисленнаго множества свойствъ коническихь сЪчени, 
безчисленныя же свойства прямой лиши; между ними бу- 
дуть находиться различныя системы координать и въ томъ 
числЪ, какъ частный случай, система Декарта. 

Есть много другихъ способовъ выражать этимъ уравне- 
н1емъ прямую лин!ю. Для этого вообще достаточно удовле- 
творить услов1ю между данными вопроса, выражаемому ура- 
внен1емъ 

О - ОЕ 

1. —- Арт, — 
гдЪ = = суть точки пересЪфченя двухъ сЪкущихъ съ пря- 
мою, соединяющею полюсы Р, Р’. 

Въ другомъ сочинении мы покажемь многочисленныя при- 
ложен!1я, къ которымъ, кажется, способно уравнене (.4) въ 
теор!и коническихъ сБчешй и въ теор!и трансверсалей. 

24. Л возвращуеь также въ другомъ м$етЪ къ ‘ангармо- 
ническому свойству коническихь сЪченй, выражаемому въ 
видЪ равенства двухъ членовъ въ теорем 2°’2; оно пред- 
ставится намъ въ теори зоморафическихь фигуръ, въ кото- 
рыхзъ оно является главнымъ свойствомъ. Тогда мы выра- 
зимъ его такими словами: 


© 


} 
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Вз двух5 зомофафическихь пучкахжь, находящихся въ одной 
плоскости, прямыя одною пучка пересткаются сз соотвът- 
сивенными прямыми друаю в5 точкажь коническоло стъче- 
ма, ъроходяшийо черезх центры обоитз пучков®. 


Въ этомъ изложеши идея анюармоническолю отношенля, 
сама по себ уже весьма простая, но относящаяся прямо 
только къ пучку изъ четырехъ прямыхъ, замБняется другимъ 
понят1емъ, въ которомъ подразум5ваютея всЪ прямыя пуч- 
ка; это вноситъ еще бол$е быстроты и легкоети въ прило- 
жен1я теоремы. 


25. Намъ, быть можеть, извинять продолжительность это- 
го ПримБчан1я, если обратятъ вниман!е на то, что въ немъ 
изложены, вм$етБ съ доказательствами, почти вс№ самыя 
изящныя и обийя свойства изъ теори коническихь с$чений. 
Анализъ, въ этомъ случаЪ, нав5рно не могь бы быть такъ 
кратокъ и простъ, какь чистая геометрия. 


Замфтимъ по этому поводу, что ни одно изъ этихъ пред- 
ложенй, которыя однако суть самыя важныя и богатыя въ 
теор коническихь е$ченй, не вводится теперь въ анали- 
тическихь сочиненяхъ, пмфющихь предметомъ изучене 
этихъ кривыхъ. Тавмя сочинен!я совс$мъ не представляютъ 
трактатовъ о коническихь с$ченяхъ; это приложевне анали- 
тическй геометр1и и введене въ общую теоршю кривыхъ 
линй; и въ приложеюяхъ этихъ доказываются не самыя 
обиия и важныя свойства коническихь сфченй, но только 
самыя элементарныя и ограниченныя, потому что они легче 
выражаются формулами анализа. Друпя свойства, которыя 
были бы гораздо полезнзе и на которыхъ основывается не- 
престанное развит1е теор1и коническихь сфченй, оетаются 
неизв$стны для молодыхъ геометровъ, изучающихъ эту важ- 
ную теор1ю только по руководствамъ аналитической гео- 
метрли. 

Такимъ зобразомъ изучеше коническихь сБчевшй чрезвы- 
чайно отстало уже около стол5тя. Это весьма жалко; не 
только потому, что эти знаменитыя кривыя играютъ весьма 
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важную роль во вефхъ частяхъ геометри, велфдетве чего 
знане ихъ рёшительно необходимо; но также и на основа- 
ви того общаго положеня, что во вс$хъ понятяхь надоб- 
но пручать умъ направлять свои соображенмя къ самымъ 
общимъ истинамъ каждой теори. Это самый вЪрный, если 
не единственный, способъ упростить изучеше науки и упро- 
чить ея развитте. 


ПРИМЪВЧАНШ Х\1. 
(Продолженае предыдущийо). 


Объ ангармоническомъ свойств касательныхъ ко- 
ническаго с$ченля. 


———— 


Теоремы, о которыхъ говорилось вь предыдущемъ При- 
мфчани, относятся къ иючкам коническаго сЪченя. Изв$ет- 
но, что многимъ изъ этихъь теоремъ соотв$тствуютъ подоб- 
ныя же относительно касательныхь кривой. Такъ Паскалеву 
шестиугольнику соотвфтствуетъ теорема Браншона объ опи- 
санномъ шестиугольник$; теоремБ Дезарга соотвзтетвуетъ 
сл$дующая теорема, которая, какъ мн$5 кажется, дана бы- 
ла въ первый разъ Штурмомъ °*°?); „Когда четыреугольникъ 
описанъ около коническаго сЪ$ченя, то прямыя, проведен- 
ныя Изъ какой-нибудь точки къ четыремь его вершинамъ, 
вмфет$ еъ двумя касательными, проведенными кь кривой 
изъ той же точки, составляютъ пучекъ въ инволющи.“ Тео- 
рем древнихъ @4 диают Ипеаз воотв$тетвуетъ, по наше- 
му мн$зню, слБдующая теорема, которая доказана нами въ 


26?) Эта теорема должна была быть содержанемь обфщаннаго Штур- 
момъ мемуара, который долженъ былъ составлять продолжене двухъ 
первыхъ его мемуаровь о теор ли втораго порядка, напечатан- 
ныхь въ Амиез 4е Майетайчдиез, %. ХУТ её ХУП; но мемуаръ 
этотъ не былъ изданъ. 
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Метозте зит 1ез тапзоттойотз ратабойчиез 5); „если че- 
тыреугольникъ описанъ около коническаго сЗчен1я, то произ- 
веден1е разстоян1й какой-нибудь касательной отъ двухъ про- 
тивоположныхь вершинъ нахолится въ постоянномъ отно- 
шени къ произведеню ея разстоявй отъ двухъ другихъ 
вершинъ“. Наконець Понселе въ Тй6074е 4ез роадтез тёез- 
ртодиез показалъ, что для теоремы Ньютона объ органиче- 
скомъ образовани коническихъ с$ченй существуеть также 
соотв$тствующая теорема; точно также, какь и для теоре- 
мы Карно объ отр$зкахъ, образуемыхъ коническимъ с$че- 
нНемъ на трехъ сторонахъ треугольника °°°). 


Слфдуетъ ожидать, что вс$ эти новыя теоремы, выражаю- 
я обиия свойства шести касательныхъ коническаго сЪче- 
н1я, должны проистекать, подобно теоремамъ, имъ соотвЗт- 
ствующимъ, изъ одного предложен1я, которое должно само 
соотвЪтетвовать предложеню, названному нами въ предыду- 
щемъ ПримБчани аднармоническимь свойствомь точекъ ко- 
ническаго с5ченля. 

Такое новое предложене дЪйствительно существуетъ и 
его можно выразить такъ: 

Представим себь на плоскости двъ прямыя, изъ кото- 
рыль каждая фраздълена на отръзки четырьмя точками; 
если точки дъленля первой прямой соотвътствуютз точ- 
камз дълензя второй так, что анлармоническое отнощетне 
четыреть первыхь точекъ равно анармоническому отно- 
ценю четырех друзиль, то четыре прямыя, соединяюция 
попарно соотвътственныя точки, вмъеть сз двумя дан- 
ными прямыми будуть шесть касательныхь къ одному ко- 
ническому стъчению *"). 


263) (Соутезротдатсе тафетанаие 4е Вгихейез, $. У, ат. 10, р. 289. 

26) Гонги ае тафетайчиез ае М. СгеПе, %. ТУ. 

28°) Котда двф данныя прямыя не находятся въ одной плоскости, 
то прямыя, соединяющ!я точки ихъ дфлен, образуютъ гиперболоидъ 
съ одною полостью. Мы доказали это въ иной форм въ Соттезроп- 
Яаатсе 4е Ресфе РоуЕесйилцие, +. П, р. 446. Изъ этой-то общей теоре- 
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Не трудно видфть, что теорема эта заключаеть въ себЪ 
безчисленное множество различныхъ предложенй, относя- 
щихея кь органическому образованю коническихь сЪчешй 
посредствомъ касательныхъ. ДЪйствительно, двЪ прямыя мо- 
гутъ быть безконечно разнообразно разд$лены такъ, чтобъ 
ангармоничесвя отношен1я какихъ-нибудь четырехъ точекъ 
на одной прямой и соотв$тетвующихь имъ точекъ на дру- 
гой, были равны между собою. 

Разематривая въ коническихъь сфчевмяхь Аполлоня и у 
новыхъ писателей различныя предложения, относящуяся къ 
касательнымъ коническаго сЪчешя, мы замЪтили, что почти 
всЪ они суть приложеня и сл$детвя только что изложен- 
ной теоремы. ВажнЪйппя теоремы, упомянутыя нами въ на- 
чалв этого Прим чан1я, какъ напримЪръ теорема Брланшона, 
представляютъ только разныя выражен1я или преобразованя 
этой теоремы, которая, такимъ образомъ составляетъ связь 
между этими разтичными предложен1ями и служить для пе- 
рехода отъ одного изъ нихъ къ другому. 

Мы будемъ называть эту теорему амармоническимь св0й- 
ствомз касательныхь коническаго сЪчения, 

Намъ остается доказать эту теорему. Для этого доста- 
точно немногихъ словъ. 

Такъ какъ теорема выражаетъ равенство ангармониче- 
скихъ отношенй, равенство, которое сохраняется при пер- 
спективномъ приложении фигуры, то достаточно доказать ее 
для круга, служащаго основашемъ конусу, на которомъ на- 
черчено коническое сЁчене. Другими словами, надобно до- 
казать, что, если уголь описанъ около круга и проведены 
как1я-нибудь четыре касательныя, то ангармоническое отно- 
шене четырехъ точекъ пересБчен1я этихъ касательныхъ съ 
съ одною стороною угла равно ангармоническому отноше- 
ню точекъ пересЪченй ея съ другою стороною. Но это 


мы въ пространствЪ мы и вывели свойство коническихъь сЗченай, о ко- 
торомъ здфеь идетъ р%чь. (См. Со’гезропдатсе тафетайчие 4е М. 
Сиеееф, % ТУ, р. 364). 
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очевидно; потому что отр$зокъ каждой касательной между 
сторонами угла видБнъ изъ центра круга подъ постояннымъ 
угломъ; слфдовательно отрЪ$зки двухъ касательныхъ между 
сторонами угла видны изъ центра подъ равными углами. 
Отсюда заключаемъ, что четыре прямыя, проведенныя изъ 
центра къ точкамъ встр$чи четырехъ касательныхъ съ одною 
стороною угла, имБютъь одинаковое ангармоническое отно- 
шенше съ четырьмя прямыми, проведенными къ точкамъ 
встр$чи касательныхъ съ другою стороною, а потому и 
точки дфленя на той и другой сторон угла имфють оди- 
наковыя ангармоническя отношеня. 

Теорема такимъ образомъ доказана. 

Этой теоремЪ можно дать иной видъ, выразивъ ее трех- 
членнымъ уравнен1емъ, и тогда она является новымъ 
предложешемъ, способнымъ къ новымъ многочисленнымъ 
прим$нен1ямъ. 

Это новое предложене мы изложимъ слБдующимъ обра- 
З0МЪ: 

На плоскости даны двъ съкуийя; на первой (з5 них 
произвольно взяты двъ постоянныя точки О, Е, цна вто- 
р0й также двъ постоянныя зпочки О’ЁЕ'; если деъ точки 
а, @ перемтиаются по этимз прямымз такъ, что всеюа 
существуеть соотнощенле 


10% А и и—постоянныя. 

То прямая аа’ в0 всякомь своемз положениь будеть ка- 
саться коническаю стченя, касающелоюся двутз данныл 
неподвижныхе съкущихд. 


Это предложене ведеть ко множеству слфдетвй, кото- 
рыя мы получаемъ, располагая различнымъ образомъ дан- 
ными вопроса, т.-е. двумя сфкущими, четырьмя взятыми на 
нихъ точками и двумя коэффищентами Л и. 
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Если между этими данными существуетъь соотношение: 


05 „905 
Е‘ `ЕЗ 
гд$ © есть точка перес$ченя двухъ сЪкущихъ, то кониче- 
ское сЗчен!е обращается въ одну точку; т.-е. прямая аа’ 
будетъ во вс$хъ своихъ положен1яхъь проходить черезъ одну 
и ту же точку, 
Это, напримфръ, будетъ, когда точки Ё, Е помфетимъ 
въ ТочкЪ © перес$четя сЗкущихъ. Тогда уравнене 


Од 0’; 
= 


— № 


выражаетъ одну точку. 


Мы еще возвратимея въ другомъ мфет къ теоремЪ, со- 
ставляющей предметъ этого Прим$чан1я. Тамъ мы будемъ 
разематривать ее какь свойство зомозрафическихь фигуръ и 
изложимъ ее въ иномъ видё, обнаруживающемъ многочи- 
сленность ея приложений; именно: 

Ао3да двь прямыя на плоскости раздълены юморафу- 
чески, то прямыя, соединяюийя точки дълещя первой с5 
соотвъьтетвующими точками друлой олибають коническое 
сьченде, касающееся двухь данныхь прямых. 

Въ предыдущей теорем можно систему двухь сЪкущихъ 
замфнить окружностю круга. "Тогда получается такая тео- 
рема: 

Даны какзя-нибудь четьфре постоянныя точки 0, Е, О’Е’ 
на окружности; если будемз брать на этой окружности 
двъ перемънныя точки а, а’ токз, чтобы вседа суир- 
ствовало соотношенде: 


эт ао т а’О’ 
2 р) 
5 5 аЁ это а Е 


10% ^ и и—постоянныя: 
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То хорда аа’ будетз озибалть коническое съченле имтъю- 
щее двойное прикосновене с5 окружностлю и касающееся 
прямой ЕЛ. 

Это предложене вм$етБ съ изложенными уже двумя дру- 
гими, представляющими аналогю съ ангармоническимъ от- 
ношенемъ четырехь и инволюц1ею шести точекъ, соста- 
вляетъ особую теортю, въ которой множество свойствъ си- 
стемы двухъ прямыхь переносятся на окружность круга и 
всЪф эти свойства, посл надлежащихъ преобразован ра- 
спространяются на какое угодно коническое сЗчене; это 
есть новый источникь для вывода свойствъ этихъ кривыхъ. 

ЭЗдЪсь мы ограничимся только замБчашемъ, что, если въ 
предыдущей теоремЪ возьмемъ точки В, Е’ на концахъ д1а- 
метровъ, проходящихъ черезь. точки О, 0’; то уравнеше 
принимаетъь сл5дующую, боле простую, форму: 


1 - ‚^)’ 
449 5 а0--^ 19 а 0’=ч,, 


и это составляетъ новую теорему. 


Между слБдетыями, проистекающими изъ этой теоремы, 
мы находимъ слБдующее свойство круга кривизны въ какой- 
нибудь точкЪ коническаго сБчешя: 

Если в5 точкь А коническалю съчемя проведемь кру 
кривизны, то всякая касательная кривой будеть встръ- 
чолиь е10 в5 двуль такихь точкахз, что разность котан- 
зенсовъх полу-ду, заключающихся между этими точками 
и точкою А,— постоянна. 


ПРИМЪЧАНТЕ ХУП. 
(Третья эпоха, 1 84). 


О Мавролик% и Гуарини. 


`Мавроликь (Маиго!си$), самый ученый изъ геометровъ 
своего времени, написалъь множество сочиненй, въ кото- 
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рыхъ нер$лко встр$чаются удачныя нововведен1я и елЪды 
генля. 


Онъ первый сдЪфлалъ замБчан!е, которое въ его рукахъ 
сдфлалось основашемъь новыхъ началь Гномоники; именно, 
что конецъ т$ни гномона описываетъ ежедневно дугу кони- 
ческаго сЪченя: по этому поводу онъ и написалъ свой 
трактатъ о коническихъ сЪченяхъ, о которомъ мы говори- 
ди и который былъ предметомъ 3-й книги его Гномоники, 
появившейся въ 1553 и потомъ въ 1575 году подь загла- 
вемъ: Де йнез йотагиз Из Ш. Но въ сочиненми этомъ 
входить только то, что необходимо для Гномоники и не за- 
ключаетея всзхъ свойствъ этихъ кривыхъ, которыя нахо- 
димъ у Аполлония. 


Мавролику принадлежитъь также введете въ тригономе- 
трическля исчислен1я секансовъ, таблицу которыхъ онъ на- 
печаталъь въ издани 7160408 зрраетсотит 67 Ш, 1558. 


Анализъ также чрезвычайно много обязанъ этому геоме- 
тру, о которомъ впрочемъ р$дко упоминаютъ по этому по- 
воду. Онъ первый ввелъ употребленше буквъ вм$ето чисель 
въ ариеметическихъ вычисленяхъ и первый далъ правила 
алгебраическаго знакоположен1я. Этимъ нововведешемъ Ма- 
вроликъ хот5ль довести дЪйстыя надъ числами до тойже 
общности, какъ и графичесвыя построеня геометрии, сово- 
купность которыхъ всегда ясно видна, всегда можетъ быть 
просл5жена мысленно и имфетъ особую выгоду прим$няться 
къ тысячамъ различныхь приложений. 


О Гуарини (Саагш!) мы упомянули по елучаю теоремы 
Птоломея въ Нримфчани УТ и по поводу теори кониче- 
скихъ сЗченй, когда говорили о большомъ трактат Де-Ла- 
гира. 

Мы удивляемся, почему у авторовъ, писавшихъ объ ието- 
р1и математики, нигдз н$фтъ ни малфйшаго указан1я на со- 
чинен!е этого геометра, подъ заглав!емъ: Висйаез ааисНиз 
тео @сиз, тайетайсадие иплхетзайз (т 01. Тагт, 1671; 
болЪе 700 страницъ въ два столбца). Оно содержить въ 
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себ$ 35 трактатовь 0 различныхъь отдфлахъ теорегичес-:0# 
и практической геометрли. На 32-й трактать можно смо- 
тр$Ъть, какъ на главу изъ нашей современной начертатель- 
ной геометрия. ЗдЪеь говорится о проложенш на плоскость 
линй, происходащихь оть соперес$чен1я шара, конуса и 
цилиндра и о развертыван!и этихъ кривыхъ двоякой кривиз. 
ны на плоскость. 

Гуарини написалъь еще трактатъ объ астрономш, подъ 
загланемъ: Мафетайса соеезйз (т Ю]. МПап, 1683); это 
сочинене упомянуто у Вейдлера и Лаланда, у перваго съ 
прибавлешемъ сл$дующей похвалы: 4 ретзруси ще соттеп- 
дафиг. 


Оба эти знаменитые писателя могли бы Включить вь 
астрономическую библ1ографлю еще сл$дующее сочинене 
Гуарини: Расйа рИИозорса (т 1. Рам, 1666); здЪсь, 
между многими предметами физики, логики и метафизики, 
мы находимь, что авторъ разрушаеть систему Пголомея 
зам$няя ее теорлею дзижеюня планетъ по спиральнымъ ли 
нямъ. Онъ высказаль такжо 0е0обое мнзе о прилив8 и 
отлив$ моря и о различныхъ другихъ явлен1яхъ. 


ПРИМЪВЧАНЕ ХУШ. 
(Третья эпоха, п° 54). 


О тождеств$ гомологическихъ Фхигуръ съ т$ми, ко- 
торыя получаются посредствомъ перспективы. За- 
м$чан!е о перспектив Стевина. 


——— 


Не трудно видЪть, что фигуры Де-Л®гира, Ле-Пуавра и 
фигуры гомологическя тождэственны съ т5ми, которыя по- 
лучаются по способу перепективы при помощи точки зръ- 
мя и точекъ ризстоянай. ДЪйствительно, послВдн1я фигуры 
обладаютъ двумя характеристическими признаками перзыхъ, 
именно 1° въ нихь гомологическя прямыя пересБкаются на 
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одной прямой, именно на общемь проръзь и 2° гомологи- 
ческя точки находятся на прямыхъ, проходящихъ черезъ 
одну точку (именно черезь ту точку, въ которую помЪети- 
лась бы точка зр$юя, еслибы горизонтальная плоскость, 
проходящая черезъ глазъ, совмфстилась съ плоскостю кар- 
тины, вращаясь около горизонтальной лиши). Но это вто- 
рое свойство перспективныхъь фигуръ, получаемыхъ въ при- 
ложен1яхъ посредствомъ мочки зрьшя и точекь разстоя- 
н1я, РЪдко доказывается въ трактатахъ о перспективЪ; изъ 
чрезвычайно большаго числа сочинений этого рода мы за- 
мфтили это предложеше только у Озанама, Жора (Зеалга%), 
Ламберта (изд. 1773 г.) и въ новЪйшемъ сочинении Шоке. 

Въ другихь способахъ перспективы, гдЪ точка зр$ея 
совмфщается на плоскость фигуры, каковы способы Стеви- 
на, Гравезанда, Тейлора и чВакье, тождество получаемыхъ 
фигуръ съ фигурами Де-Лагира, Ле-Пуавра и съ фигурами 
гомологическими очевидно, такъ какъ здЪсь на самой прак- 
тикЪ пользуются двумя вышеуказанными характеристически- 
ми свойствами. 

О Гравезандв и ТейлорЪ упоминаютъ съ полною спра- 
ведливостью, какъ о изел5дователяхъ перспективы новымъ 
и научнымъ образомъ; но удивительно, что проходять мол- 
чатемъ Стевина, который цфлымъ стол5иемъ ранфе также 
внесъ обновлене въ этоть предметъ, изелфдовалъ его, какъ 
глубомй геометръ, и, можетъ быть, полнфе чЪмъ кто-ни- 
будь съ теоретической стороны. 

У этого писателя мы находимъ геометрическое рЪфшене 
сл$дующаго вопроса, обратнаго задачЪ перспективы: Даны 
на плоскости, в5 какомз-нибудь относительномь положе- 
ни, двь филуры, представляючия одна перспективу ду- 
10%; пребуется помъестилть их в5 пространствть в5 пеф- 
спективь и наити, положенде точки зръндя. 

Правда, Стевинъ р%$фшаетъ только н%которые частные 
случаи этого вопроса, изъ которыхъ самый трудный тоть, 


когда одна фигура есть четыреугольникъ, а другая паралле- 
лограммъ. 
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Случай, когда 06% фигуры суть каве-нибудь четыреуголь- 
ники обнимаетъь собою весь вопросъ; но Стевинъ не могъ 
р%»шить его, потому что онъ пользовалея только начерта- 
тельными свойствами перспективныхъь фигуръ, здЪсь же 
необходимо разсматривать также и метричес к!я соотноше- 
Н1Я ИХЪ. 

Мы будемъ имЪфть случай р$ёшить этотъ общ вопросъ, 
когда будемъ говорить о приложеняхь нашего принципа 10- 
морафическалю преобразованля. ' | 


ПРИМВЧАНШ ЖХ. 


(Третья эпоха п° 35). 


О Ньютоновомъ способ% преобразованя однфхъь 
Фхигуръ въ друг1я того же рода. (Лемма ХХИ пер- 
вой книги Ргте! ра). 


Чтобы привести фигуры Ньютона въ такое же относи- 
тельное положеше, въ которомъ он$ находатся у Де-Лагира, 
надобно повернуть вторую фигуру около точка В *°°) до 
т5хъ поръ, пока ординаты ея 49 сдЪфлаются параллельны 
ординатамъ ОС’ первой фигуры. 

Лишя аБ второй кривой посл этого вращешя приметъ 
положеше В. Проведемъ черезь точку А прямую 40’ рав- 
ную и параллельную а’Б; точка о’ будетъ полюсз (или центр 
зомолойи), а прямая Ба въ первоначальномъ своемъ поло- 
жен1и— образующая (или ось зомолоны). 

Чтобы показать теперь, какимъ образомъ способы пер- 
спективы могли привести Ньютона къ его преобразован!ю, 
представимъ себф въ пространетв$ плоскую кривую и пло- 
скость, на которой образуемъь перспективу этой кривой; 
черезъ мЪсто глаза проведемъ сфкущую плоскость и около 


216), Мы предиолагаемъ, что читатель имфеть пережъ глазами тесть 
Ньютона. 
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прямыхъ, ‘въ которыхъ она пересБкается съ плоскостями 
кривой и ея перспективы, повернемъ эти двЪ плоскости до 
совмфщен1я ихъ съ сфкущею плоскостию; тогда данная кри- 
вая, ея перспектива и точка зрзшя будуть въ одной пло- 
скости и представять именно фагуры Ньютона. 

Такимь образомъ способъ Ньютона могъ бы служить 
практическимъь пр!емомъ перспективы. ДЪйствительно мы 
находимъ, что онъ мало отличается оть перваго изъ двухъ 
правилъ Виньоля (У1ет0]е), доказанныхь Дантомъ (Ёо1па2710 
аще) и воспроизведенныхъь Сиригатти и многими другими 
геометрами. 


ПРИМБВЧАШЕ ХХ. 
(Четвертая эноха, п 4). 


Объ образован1и кривыхъ 3-го порядка посред- 
ствомъ пяти расходящихся параболъ и посред- 
ствомъ пяти кривыхъ, им ющихъ центре. 


О6бЪ теоремы, которыя мы предполагаемъ доказать, осно- 
вываются на одномъ свойствЪ точекъ перегиба въ кривыхь 
третьяго порядка; свойство это можетъ быть выражено 
слЪздующимъ образомъ: 

Если около точки перелиба кривой третьяю порядка 
будемз вращать съкущую и вь двухь точках пересъченая 
ея съ кривою проводить касательныя, то точка встрьчи 
этихь касательныхь будеть описывать прямую лиюю. 

На этой же прямой встръчаются прямыя соединяюиия 
попарно точки пересъченля двухь съкущиль съ кривою. 

Наконец этаже прямая пересткает» каждую съкущую 
в5 точкь зармонически-сопряженной с5 точкою переиба 
относительно двухз точекь перестьчензя съкущей ‹5 кривою. 

Само собою ясно, что эта прямая проходитъ черезъ точ- 
ки прикосновен1я трехъ касательныхъ, которыя вообще 
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можно провести къ кривой изъ точки перегиба. Изъ этого 
мы видимъ, что эта прямая и точка перегиба играють по 
отношен1ю къ кривой такую же роль, какъ точка и ея по- 
ляра по отношеню къ коническому сфченю. Мы назовемъ 
поэтому эту прямую—полярою точки перегиба. 


Высказанная теорема легко можетъ быть доказана путемъ 
геометрическихъ соображен1й и отеюда можно вывесть раз- 
личныя свойства кривыхъ третьяго порядка. ЭдЪеь мы пред- 
лэгаемъ себЪ показать только приложен1е этой теоремы къ 
доказательству двухъ способовъ происхожденля вефхъ кри- 
выхъ третьяго порядка посредствомъ тЗней пяти изъ нихъ. 


Извфетно, что каждая кривая третьяго порядка имЪетъ 
или одну, или три точки перегиба. Если посредетвомъ 
перспективы проложимъ кривую такъ, чтобы одна изъ то- 
чекъ перегиба удалилась въ безконечность, то поляра ея, 
на освован!и третьей части нашего предложен!я, сдЗлается 
даметромз кривой. Таково происхожденте д1аметровъ въ 
кривыхъ третьяго порядка. 


Сд$лаемъ теперь перспективу такъ, чтобы не только точ- 
ка перегиба, но и касательная къ кривой въ этой точкБ 
была удалена въ безконечность; тогда кривая будеть имБть 
д1аметръ, но не будетъ имЪть асимптотъ, и потому будетъ 
отличаться чисто параболическимъ характеромъ; въ этомъ 
и заключается исключительный признакъ пяти расходящих- 
ся параболь. Такимъ образомъ доказано, что всякая кривая 
третьяго порядка можетъ пролагаться посредствомъ пер- 
спективы по одной изъ пяти расходящихся параболъ; отсю- 
да обратно слфдуетъ, что эти пять кривыхъ могуть своими 
тзнями образовать ве друг1я кривыя. Въ этомъ состоитъ 


первая изъ доказываемыхъь нами теоремъ; она принадле- 
жить Ньютону. 


Переходимъ ко второй. Представимъ себЪ въ данной кри- 
вой поляру ея точки перегиба и сдфлаемъ перспективное 
проложене кривой такъ, чтобы эта поляра удалилась въ 
безконечность: изъ третьей части нашей теоремы сл$дуетьъ, 
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что въ проложен1и точка перегиба будетъ центромъ кри- 
вой. Слдовательно всякая кривая третьяго порядка можеть 
быть посредствомъ перспективы проложена по кривой, им$ю- 
щей центръ; отсюда обратно заключаемъ, что пять кривыхъ, 
имфющихъ центръ, могутъ посредствомъ своихъ т$ней обра- 
зовать вс остальныя кривыя. Въ этомъ состоитъ вторая 
изъ теоремъ, которыя мы желали доказать. 

Эта теорема и предыдущая теорема Ньютона могутъ быть 
выражены въ одномъ предложети. 

Подобно кривым вторало порядка, которыя ведут толь- 
ко къ одному виду конуса, кривыя третья порядка моить 
вести только кз пяти видамь конусовз. 

Пересюкая эти конусы извъстнымь образом, по.ичимь 
пять кубических параболь. 

При друуиль способахь переспченля получаются пять 
кривыхь, имющихь центуз. 

Теорема, приведенная въ началЪ этого Примфчан1я, даетъ 
очень простое объяснен1е различныхь свойствъ кривыхъ 
третьяго порядка, имфющихъ центръ, и также многихъ 
свойствъ точекъ перегиба. Но мы не можемъ входить здЪсь 
въ дальнЪйпия подробности. 


ПРИМЪЧАШЕ ХХ1. 


(Четвертая эпоха, п‘ 18). 


Объ овалахъ Декарта, или объ апланетическихъ 
лин1яхъ. 


Кетле въ своей прекрасной теорш вторичныхь каусти- 
ческихь линй (саизИчиез зесопдатез), представляющихъ со- 
бою развертываюцщия каустическихь лин Чирнгаузена, на- 
шелъ, что вторичныя каустическ1я лии при отраженш и 
преломлении ва круг$, освфщенвомъ одною свЪтящеюся 
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точкою, суть овалы Декарта, или апланетическ!я лини *°’), 
Въ то же самое время Штурмъ °*") съ своей стороны пря- 
шелъ къ тому же результату, представляющему второе при- 
ложен!е къ д1оптрикв оваловъ, изобр$тенныхъь Декартомъ 
именно для этой науки. 

Теорему Ветле можно выразить геометрически въ такихъ 
словахъ: 

На плоскости даются два неподвижные круза; если бу- 
дем перемьщить центоъ третья круза по окружности 
первалю, радууе5 же брать пропоризонально разстояню— 
0 центра отз окружности втораю кра, то озибаю- 
щая подвижнало круза будет кривая четвертало поряд- 
ка, представляющая совокупность двухз сопряженныхь ова- 
14065 Декарта. 

Между различными интересными свойствами, найденными 
Кетле въ этой кривой, мы укажемъ здЪеь два епособа обра- 
зован1я ея на поверхностяхъ, или, по выраженю древнихъ, 
посредетвомъ (0са а@ зирет счет, 

Первый способъ: „Вообразамъ себ шаръ и прямой ко- 
нусъ и сдБлаемъ стереографическую проэкшю кривой пе- 
ресБчен1я этихъ двухъ поверхностей, помфестивъ тглазъ въ 
конц того дламетра шара, который параллеленъ оси кону- 
са и взявъ за плоскость проэкщи—плоскость перпендику- 
лярную къ оси конуса, въ проэкщи получим апланети- 
ческую лин!ю.“ °°°). 

Второй способъ: „Предетавимъ себЪ два прямые конуса, 
вершины которыхъ находятся въ различныхъ точкахъ и оси 
которыхъ параллельны; перес$чен1е этихъ двухъ конусовъ 
пролагается на плоскость перпендикулярную къ ИХЪ ОСяУЪ 
по апланетической ливи“ *?®). 

17) Моизеаих Метотез 4е Г.Асайвтие ае ВтихеЙез, +. 1. 

268) Апиез 4ез тафетайчиез 4е Сбегсоппе. +. ХУ. 

269) Моичеаих Метолтез 4 Г.Асааетае 4е ВтихеПез, +. У и лопол- 
нен1е Кетле къ Ггайе ае Та Гитиёуе Гершеля, стр. 4083. 

270) Моитеаих Методтез 4е Г.Аса4аетие ае ВтихейПез, +. У и лопол- 
нен!е Кетле къ Тгайе ае в Гитиёте Гершеля, стр. 397. 
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Оба эти способа образован1я даютъ въ совокупности два 
овала, составляющ!е полную апланетическую лин; съ по- 
мопию ихь удобно обнаруживаются различныя формы, въ 
которыхъ могуть являться эти кривыя и въ особенности т%, 
которыя ускользнули отъ анализа Декарта. 

Мы нашли, что вторая теорема можеть быть обобщена 
сл$дующимъ образомъ. 

„Еели два косые конуса имЗютъ основан1ями двЪф окруж- 
ности въ Одной плоскости и если прямыя, соединяюпля 
центры основавй съ вершинами соотвЪтстренныхъ кону- 
совъ, перес$каютея въ пространств въ одной точкВ, то 
трей конусъ, ииБющий эту точку вершиною и проходящий 
черезъ кризую перес$чен1я первыхъ двухъ конусовъ, пере- 
`с$каетъ плоскость ихъ основанй по кривой четвертаго по- 
рядка, которая есть апланетическая линя“ °7!). 

Апланетичесыя лини можно получать на плоскости, не 
прибЪгая къ мЪетамъ на поверхности и къ проэкщямъ, по- 
средствомъ олБлующаго построен1я, которое ведетъ къ ц$- 
ли скорзе, нежели построене Декарта, и имзетъ еще то 
преимущество, что доставляетъ за разъ оба сопряженные 
овала. 

На плоскости даны два круза; если около точки, взятой 
на лищи, соединяющей центры обоих круювь, будем вра- 
щелть съкущую, пересюкаюцию каждый изз крузовь вз двух 
точках, то рафусы, проводимые изз центровз кру10в5 кз 
соотвътственнымь точкамь пересъченя съ съкущей, `бу- 
дуть встрпчаться между собою в5 четыреть точкахз, 1е0- 
метрическое мъсто которыхь есть полная апланетическая 
линя, имюющая фокусами центры обоиль крулов®. 

Построен1е это вытекаеть прямо изъ Птоломеевой теоре- 
мы о треугольник$, перес$ченномъ трансверсалью. ДЪйстви- 
тельно, теорема эта въ приложени кь нашей фигурЪ пока- 


7") Первую теорему можно также обобщить и разсматривать апла- 
нетическля лин1и, вмЪсто конуса, на какой угодно поверхности втора- 
го порядка. 
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зываетъ, что въ каждой точк$ описываемой кривой отношевше 
разстоянй этой точки отъ двухъ окружностей есть величи- 
на постоянная. 

Такой способъ черченля имБетъ еще то преимущество, 
что онъ безъ всякаго новаго построеня даетъ кзсательныя 
къ кривой; въ самомъ дЪлЪ, каждой точкЪ кривой соотвЗт- 
ствуютъ по построен1ю двЪ точки на двухъ окружностяхъ и 
касательныя къ кривой и кь двумъ кругамъ въ этихъ трехъ 
точкахъ проходаятъ черезъ одну и ту же точку, какъ это 
легко доказать при помощи одной геометрической теоре- 
мы 27°). 

Всегда полезно знать какъ можно боле различныхъ спо- 
собовъ построеня одной и той же кривой, потому что 
каждое изъ нихъ выражаетъ отличительное свойство кри- 
вой, изъ котораго естественно проистекаютъ мног!я другя 
свойства, не столь легко выводимыя изъ другихъ способовъ 
построения. 

Въ предыдущихъ способахъ построен!я кривой мы поль- 
зовались обоими ея фокусами; но есть еще способъ въ ко- 
торомъ употребляется только одинъ фокусъ и который 
преяставляетъ еще мног1я друпя преимущества; именно: 

Даны круз \ в5 ею плоскости произвольная неподвиж- 
ная точка; если изь этой точки проведемь радгусс-век- 
7045 к5 точкь окружности и еще друую прямую, обра- 
зующую сз постоянной осью узюль вдвое болъийй тла меж- 
ду радеусом» векторомь с5 тою-же осью, за тъмз на этой 
6710р0й прямой отложимз, начиная отз названной точки, 
отртъзок5 пропориюнальный квадрату  радиуса-вектора, 
то звеометрическимь мъстомз конца этою отутъзка будеть 
апланетическая линдя, состоящая изз двух сопряженных 
0644065 и имюющая фокусом неподвижную точку. 

Такъ какъ здфсь апланетическая лия выводитея прямо 
изъ круга, то теорема эта особенно удобна для открытя 
многихъ свойетвъ кривой. Такъ напримфръ, извЗетныя свой- 


— 


272) Соттезроп4атсе тафетайдие ае ВтихейЙ6з, +. У, р. 116. 
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ства двухъ и трехъ круговъ непосредственно мотутъ быть 
примЪнены къ систем двухъ и трехъ апланетическихь линий, 
имфющихъ общий фокусъ. 

Чтобы воспользоваться этою теоремою, замфтимъ еще, 
что въ томъ случаЪ, когда конецъ рад1уса-вектора описы- 
ваетъ вместо круга прямую линю, мы получаемъ парабо- 
лу, им$ющую фокусъ въ неподвижной точкЪ. 

Когда, наприм$ръ, дв прямыя вращаются около двухъ 
неподвижныхь точекъ, образуя уголь постоянной величины, 
то точка пересфченя ихъ еписываетъ кругъ; отсюда мы 
заключаемъ: 

Положим, что мы имтемъ двъ зруппы параболь, кото- 
рыя всъ имюютз общий Ффокусз и изъ которых однъ про- 
тодятз черезъ одну, — друпя же черезь друзую неподвижную 
точку; если будемь брать изъ объихь рупть ть парабо- 
лы, оси которыть составляютзь постоянный уюль, то точ- 
ки пересъченля такить двух паработ будуть лежать на 
апланетической лини. 

Теорема эта ведетъ ко многимъ сл$детвямт, изелфдова- 
н1емъ которыхъ мы здфсь заняться не можемъ °*3). 

Апланетическя лини обладаютъ еще однимъ зам чатель- 
нымъЪ свойствомъ, которое, какъ мнЪ кажется, не было еще 
никфмъ указано: онф имфютъ именно не два, а вседа три 
фокуса, т.-е. кром$ двухъ фокусовъ, служащихъ для по- 
строен1я, существуетъ еще третй, который съ каждымъ изъ 
двухь первыхь играетъ такую же роль, какъ и тз между 
собою. Раземотрфн!е трехъ фокусовъ въ особенности удоб- 
но для изученя всевозможныхъ формъ апланетическихь лин!й. 

Когда одинъ изъ фокусовъ удаляется въ безконечность, 
то кривая обращается въ коническое сЪчеше, удерживая 
два остальные фокусы. 


73) Отсюда выводится, между прочимъ, теорема, которую употреб- 
ляетъ Кетле въ Метозге зиг дчёаиез соптгисНопз дтараиез 4ез 


от64ез рапеюитез (Моиуеаих Метохтез ае Г.Асадетие ае Вгихейез, 
$. ПУ. 
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Когда два фокуса совпадаютъ, то кривая имфетъ узель; 
она обращается въ улиткообразную Паскаля (йтасоп) и 
имфетъ также два фокуса. 

Наконецъ апланетическя лини отличаются еще общимъ 
родовымъ характеромъ, который указываетъь свойственное 
имъ мфсто между многочисленными кривыми четвертаго по- 
рядка; он имють именно 06% мнимыя сопряженныя точ- 
ки, лежашия в5 безконечности. Отеюда мы заключаемъ, что 
къ такой кривой изъ внфшней точки можно вообще прове- 
сти восемь касательныхь и во всякомъ случа не болЪе. 


ПРИМЪБЧАНШЕ ХХИ. 


(Четвертая эпоха п‘ 89). 


Обобщен1е двухъ общихъ теоремъ Стеварта. 


Дв$ слБдующля теоремы представляютъ значительно бо- 
лЪе общности, нежели теоремы Стеварта, и изъ нихъ мож- 
но вывести еще многля другя. 


Церваятеорема. Дано т тсчекз А, Б, С...на плоскости 
и столько же количествь а), 6 с...; пусть будет п ме- 
нъе т; можно опредълить п-+-1 друтихь точекз А’, В', С’... 
такз, что между разстоянлями произвольной точки М 
0тз данныхь точекь и ея же разстоямями 0тз найден- 
ныхё точекь будеть имтъть мъсто п соотношенй, выра- 
жаемыхь формулою 


а. МА. МВ +. ... = 
(МА, МВ, в = нс... 
| п-+1 


в которой величинь 6 можно дать п значенй : 0,1, 
2 эеое. о п—1. 
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Если положимъ 5 = 0, то получимъь 44-ю теорему Сте- 
варта. 

Друмя величины © дають друйя соотношен!я, которыя 
можно выразить вСсЪ какъ особыя теоремы, но которыя 
т$мъ не менфе существуютъ всЪ одновременно. Эта сов- 
местность й различныхъ соотношен!й и составляетъь харак- 
теръ приведенной теоремы. 

При этомъ не сл$дуетъ забывать, что положен1е точки М 
остается неопред$леннымъ, такъ что для каждато положен!я 
можемъ получить свои И соотношенй. 

Величина © можетъ имфть еще одно значене, именно 
$—и; но это приводить къ тождественному равенству: 


а-+б-нс-... 


абс... = (И-П. ни 


поэтому мы и ограничили число всЪхъ значенй 0 числомъ я. 


Вторая теорема. Дано т прямых ли на плоскости 
и столько же количеств а, 6, с...; пусть будетз п ка- 
кое-нибудь число, меньше т; можно найти п--1 дручиж 
прямыхь такз, что между перпендикулярами М», МЗ, 
М... опущенными изз какой чу10дно точки М на эти 
прямыя и перпендикулярами Мя, МЗ’, М’... опущенны- 


‹. —- 
ми на найденныя прямыя будет» существовать 5, ми 
п .. 
5) Соотношенй, выражаемыхь формулою 
а. Мо 90 М5" 28) .... == 
(Ми "20-м". ) ао... 
`` п-+1 
п 1 .. п—1 
49% $ можеть принимать —5 знамен: 0,12... —, 
И) . п—2 
козда п нечетное и = значений: 0,19... ——, к00а 


2 2 


я—четное. 
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При $==0 получаемъ теорему, выраженную въ 49 и 53 
предложеняхь Стеварта. . 

Друг1я значеня 6 ведутъ къ другимь соотношенямъ, вы- 
ражающимъ собою столько же различныхъ теоремъ, им$ю- 
щихъ м$ето одновременно, каково бы ни было притомъ по- 
ложенте точки М. 

Кажется, теоремы Стеварта, заключаюцщяея въ двухъ 
вышеприведенныхъ общихъ предложеняхъ, оставались до 
сихъ поръ безъь примфненя, представляя собою особаго ро- 
да свойства системы точекъ и прамыхь линй. Но можно 
думать, что подобныя системы обладають и другими подоб- 
ными же свойствами, которыя всБ могутъ примыкать къ 
одной теори, Я им$ю, напримЪръ, н5которое основан!е пред- 
полагать, что система данныхъ точекъ вмЪетЪ съ системою 
точекъ, опредЪляемыхь въ первой изъ вышеприведенныхъ 
теоремъ, обладаютъ свойствами, подобными стойэтвамъ кон- 
цовъ сопряженныхъь д1аметровь эллипса. Можно по край- 
ней м5рЪ составить сколько угодно системъ (безъ сомнЪнля 
подчиненныхь извЪстнымъ законамъ), которыя представляютъ 
вс$ эти свойства. 

Но, несмотря на эту первую аналогю я могу ошибалть- 
ся, дЪфлая это предположене. Вакъ бы то ни было, слЪду- 
етъ, мнЪ кажется, признать, что теоремы Стеварта пред- 
ставляютъ только первый шать къ новымъ изыскан!ямъ, за- 
служивающимъ внимая и труда геометровъ. 


ПРИМЪБЧАШЕ ХХШ. 


(Пятая эпоха, п 1). 


О происхожден1и и развитии начертательной гео- 
метри. 

Признавь Монжа творцомъ начертательной геометрии, мы 

должны однако по справедливочти сказать, что многе пре- 

мы этой науки и приложен1я проэкщй къ различнымь ча- 
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стямъ строительнаго искусства известны были уже съ дав- 
няго времени, по преимуществу въ плотничномъ и камне- 
тееномъ дфлЪ. Приложенемъ теор проэкцй къ назван- 
нымъ искусствамъ занимались РИШег 4е Гогте, Мабфагт 
Тоиззе, Пезагоиез, Р. Оегал и Ое]а Вие. Уже Дезаргъ обна- 
ружиль аналогию между разнообразными пр1емами въ этихъ 
искусствахъ и свелъ ихъ кь общимъ началамъ. Фрезье (о#- 
с1ег заречеиг 4и сепе), въ своемъ ученомъ и наполнен- 
номъ старательными и полезными приложен1ями теоретиче- 
ской и практической геометр1и сочинени Тгойе 4е $етео- 
тотие, слфдоваль идеямъ обобщеня Дезарга и въ общемъ 
вид геометрически изсл$довалъ различные вопросы, пред- 
ставляющиеся при обтескЪ камней и въ плотничномъ дЪл$. 
Мы укажемъ для прим$ра на все, что относится къ раз- 
вертываню коническихъ и цилиндрическихь поверхностей 
въ плоскость; на теортю пересЗченя сферическихъ, цилин- 
дрическихъ и коническихъь поверхностей между собою, на 
способъ представлять кривую двоякой кривизны помощ!ю ея 
проэкщай на плоскостяхъь и т. д. 

Но вс эти отвлеченные вопросы, обнимающие собою 
множество практическихь задачъ и составляющихь теперь 
различныя главы нашей начертательной геометруи, сами за- 
висять въ своихъь ршен1яхъ оть еще болЪе элементарныхъ 
началъь и правилъ, къ которымъ они приводятся подобно 
тому, какъ вс$ исчислевя приводятся окончательно къ че- 
тыремъ первымъ правиламъ ариеметики. Эти-то отвлечен- 
ныя, элементарныя и обшля правила —усмотр$Знныя или 
открытыя генмемъ Монжа въ стереотомическихъь операцляхъ 
и соединенныя имъ въ одну науку подъ именеме начерта- 
тельной зеометузи,—и составляютъ учеше, котораго общ- 
ность, ясность и простота указываютъ генальнаго челов - 
ка въ искусномъ продолжател$. 


Съ помоп!ю этихъ простыхъ и неизмённыхъ началъ, или, 
по выраженю Малюса,—орудй (0115), Монжъ нашелъ воз- 
можнымъ повфрить мног!е сомнительные и неточные пр!емы 
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при обдЪлкЪ камней и предпраняль р5шене такихъ задазъ, 
которыя, какъ казалось до т$хъ поръ, переходили за гра- 
ницу познай стереотомиетовъ, или для которыхъ найдены 
были только эмпиричесюя р$фшения. 


Говоря о происхождении начертательной геометрли, мы не 
можемъ пройти молчанемъ заслугъ, оказанныхъ этой наукЪ 
Лакруа и Гашеттомъ. 


Лакруа первый развиль начала начертательной геометр!и 
и сдфлаль ихъ доступными всфмъ читателямь въ своемъ 
сочинении, которое сначала носило заглав1е: 53а зит [е5 
1атз её 1е3 зыт[асез (т—8° 1795), а потомъ—Сотяетещ 
ае Чвотейче; въ этомъ сочинени мы встрфчаемъ ту же 
ясность и точность которыми отличаются вс} сочиненя 
этого знаменитаго ученаго. 


Такъ какь Монжъ въ своемъ сочинении о начертатель- 
ной геометри имфлъ въ виду изложить эту науку сколь 
возможно просто и общедоступно, то онъ первоначально 
исключилъ изъ нея нфкоторые болЪе сложные вопросы, кб- 
торые впрочемъ естественно должны были быть внесены въ 
нее, когда умы достаточно ознакомились съ новымъ уче- 
н1емъ. Этотъь пробЪль въ первый разъ пополниль Гашеттъ 
(Наспейе), ученикь Монжа въ Мезьерской школ и въ по- 
слфдетви его товарищь, какъ профессоръ политехнической 
школы, написавши два сочиненя бирре тет а а Сеоте- 
(4е Чезстуриуе (1812 и 1818). Эти новыя общия изыскатя, 
которыми Гашетть дополниль сочинене Монжа, были вклю- 
чены самимъ Монжемъ въ полное издан!е его начертатель- 
ной геометрли 1821 года (второе издате въ 1828 году) и 
съ тзхь поръ перешли въ многочисленныя сочинен1я по’ 
этому предмету, появивипяся какъ во Франции, такъ и въ 
другихъ странахь. Въ этомъ отношения Гашеттъ оказалъ 
математическимъ наукамъ великую услугу. Особенно, кажет- 
ся, въ Итами отдана была полная справедливость этому 
геометру; тамъ начертательная геометр1я и ея приложеня 
кь инженерному дЪлу разработывались въ широкихъ раз- 


330 ПРИМВЧАНИЯ. 


м$рахъ и излагались въ превосходныхъь сочинешяхъ *7*), 
при чемъ часто дБлались ссылки на сочинемя Гашетта, 
которыя даже принимались за образецъ. Думаемъ, что они 
особенно много способствовали къ расширеню и распро- 
странен1ю знакомства съ начертательной геометрлей *7°). 


Въ поелфдетвня во Францш появились и друг1я хоропия 
сочинентя по начертательной геометрии. Мы должны ука- 
зать на сочинен1я Валле, Леруа и Лефебюра де-Фурси. Въ 
первыхъ двухъ’ наука изложена во всей полнотБ ея совре- 
меннаго состоян!я; третье, назначенное главнымь образомъ 
для поступающахъ въ политехническую школу, совершенно 
удовлетворяетъ своей цзли, благодаря порядку и точности, 
отличающими всБ сочинен1я ученаго профессора. 


Начертательная геометр1я продолжаеть свои усп%хи. Оли- 
вье, который уже давно съ 0с0бою любовю занимается 
этимъ отдЪломъ геометрли, напечаталь въ посл днихъ томахъ 
Тоигта{ 4е Ресе роППесилчие нЪсколько мемуаровъ о раз- 
личныхь новыхъ вопросахъ, которые безъ сомнфн!я войдутъ 
въ составъ будущихъ сочинен1й по этой наукЪ. 


— 


*7*) Между многими сочинен1ями укажемъ на сочинен!е инженера 
Серена (Зетепиз): Ггабаю 4 беотейза аезсти та, ш 4°, Вотз 18926, 
и на собран1е различных мемуаровъ, относящихся частю къ прило- 
женлямъ начертательной геометр1и, которое, подобно журналу политех- 
ниЧ4еской школы, издавалось ежегодно профессорами римскаго инже- 
нернаго училища подъ заглав1емъ: Абсегейе деотейчейе её заготейчейе 
Гаойе пейа зсидфа аеяГтуедтетт ропиЙсу Фасдие е 5таде. 

75) Примфчан1е эго было уже написано. когда ранняя смерть отня- 
ла Гашетта у науки и у его многочиеленныхъ друзей. Его бывшие уче- 
ники въ политехнической школЪ, въ особенности т$, которые. какъ я, 
имфли честь пользоваться его дружбой и которые были знакомы съ 
нимъ среди его прекрасной семьи, прочтутъ съ чувствомъ умилешя рЪ- 
чи, сказанныя на его могил, тремя его товарищами по Академии, зна- 
менитыми учеными: Араго, Дюпеномъь и Пуассовомъ и одвимъ изъ 
его учениковъ, Оливье, продолжающимъ его работы но начертательной 
геометрии. 
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ПРИМЪЧАНТ ХХУ. 
(Пятая эпоха п’ 15.) 


О законз непрерывности и о начал случайныхъь 
соотношений. 


Можно, безъ сомн$н!я, употреблять выражеше начало не- 
прерывностиве (ргтере.4е сопбпий6) вмЪето начало случай- 
ныд5 соотношенай (рглетре 4ез геаЯолз сопйпсетез), но 
между этими выраженями существуетъ очень важное раз- 
личе, и мы рЪшились предпочесть второе. 

Начало непрерывности восходитъ до Лейбница, который 
первый представиль его, какъ законъ природы, состоящай 
ВЪ ТОМЪ, ЧТО все образуется незамьтными переходами, или, 
какь выражались схоластическе философы, Мамта абфюотта 
а зайи. Въ такомъ строгомъ смыслЪ и стали съ тЪхъ поръ 
пользоваться началомъ непрерывности. Оно проистекало 
слЗдовательно изъ поняття о безконечности. Согласно съ 
нимъ, покой есть безконечно малое движен!е; совпадене— 
безконечно-малое отдалене; равенство—предЪлъ неравенствъ 
и т. д. Лейбницъ выражаеть это начало слфдующимъ обра- 
зомъ: „Вели разность двухъ предметовъ (3 саз) можетъ 
быть сд$флана мене всякой данной величины въ томъ, что 
дано (7% дайз), или что допущено, то она можетъ быть сдЪ- 
дана менфе всякой данной величины и въ томъ, что ищется 
(4% Чиаезиз) или ято сл$дуеть; или, говоря проще, когда 
предметы (]ез саз) (или то, что дано) постепенно прибли- 
жаются другъ кь другу и наконецъ совпадаютъ, то должно 
тоже быть и съ слБдетыями или выводами (съ тЪмъ что 
получается)“ *7°). 


—- 


76) МочоеЦез ае 14а КерибИчие аез Гейтез; Мэ 1687, р. 744. 
Здфеь Лейбнипъ, въ отвфтъ Мальбраншу по поводу его ученя о за- 
конахъ движен!я, излагаетъ свой законь непрерывности который до 
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Мы видимъ такимъ образомъ, что законъ непрерывности 
въ томъ видЪ, какъ его понимали Лейбницъ и его поелдо- 
ватели, заключаеть въ себЪ понят1е о безконечности, поня- 
т1е, котораго вовсе иЪтъ въ развитомъ нами началь слу- 
чайныхь соотношеняй; поэтому мы и употребляемъ выраже- 
н1е „начало случайныхъ соотношенй“, которое заключаетъ 
въ себЪ опред$ленную мысль и пр1емъ вполнф подтверж- 
даемый разсужден1ями, основанными на анализЪ. 

Но Лейбницъ, правда, разематриваль также свой законз 
непрерывности, какъ вытекающий изъ другаго, бол$е обща- 
го начала, которое онъ выражалъь словами: Дайз огатайз 
ейат диаезна зитт отуфтма “"). Это такое правило, гово- 
рить онъ въ другомъ м$етЪ, которое существовало прежде 
изобр$тевня логики, и таково-же оно и теперь въ глазахъ 
народа °"°). 

Ив. Бернулли первый заимствоваль у Лейбница это на- 
чало и воспользовался имъ явнымъ образомъ въ первый разъ 
въ знаменитомъ вопросе о передач движенй. Онъ выра- 
зиль его такъ: если зипотезы остаются ттъ же, то и вы- 
воды должны оставаться тльми же (Сотт. ерзз. Лейбни- 
ца и Бернулли, т. Г, стр. 30). 

Это начало обнимаеть собою и законз непрерывности, 
понимаемый въ связи съ идеею о безконечности, и законъ 
случайных соотношеняя. 

Употреблене закона непрерывности въ геометрия восхо- 
дить вфроятно къ самому первому времени этой науки, какъ 
замфчаетъь это Лакруа въ предисловии къ евоему большому 


тБхъ поръ никЪмъ не былъ высказанъ. Съ тзхь поръ Лейбницъ часто 
возвращалея къ этому прекрасному закону п пользовался имъ, кажъ 
признакомъ, или средетвомъ испытан1я, ири пов$ркЪ различныхъ уче- 
н1И. (См. 255043 4е Тйеофеее, ат. 348; письмо къ Каасвег; Тойтим 
4ез балатз, 1692; письмо къ Вариньону, также 1702 т. Моиъеаих ез80л$ 
зи" Рещепаетет ритойт, р. 11; Весие Че Флетзез рзёсез 4е Цепи, 
Сагке, Ме\мцоп еёс. 3 е4. ш—8°, 1759, %. П, р. 450; и пр.). 

277) МоизеЦез 4е 14а Кери Иаие 4ез Гейтез, Мм 1687. 

78) Соттетсзит еразЕ. Лейбница и Бернулли, &. Ш, стр. 110. 
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Ттае аи са1с4 @ретепиер её седтой по поводу второй 
теоремы двзнадцатой книги элементовъ Евклида, гдф дока- 
зывается, что площади круговъ относятся между собою, 
какъ квадраты д1аметровъ. „Въ предыдущей теоремЪ, гово- 
рить Лакруа, Евклидъ доказываетъ, что это отношен!е оди- 
наково еъ отношенемь подобныхъ многоугольниковъ, впи- 
санныхъ въ два различные круга; и мнЪ кажется очевид- 
нымъ, что геометръ, открывший эту истину, кто бы онъ ни 
былъ, долженъ быль замфтить независимость ея отъ числа 
сторонъ многоугольника и, видя въ то же время, что мно- 
тоугольники тёмъ менфе отличаются отъ круговъ, ч$мъ бо- 
ле имзють сторонъ, онъ необходимо долженъ быль изъ 
этого 70 закону непрерывности заключить, что свойство 
первыхъ принадлежитъ и вторымъ“, 


Путемъ подобныхъь же соображенй Архимедъ достигъ до 
боле трудныхъ предложенЙ, напр. до отношен1я между по- 
верхностями и объемами цилиндра и конуса, до квадратуры 
параболы и т. п. Въ настоящее время мы сочли бы допу- 
скаемыя при этомъ предложеная достаточно доказанными, 
но древне пользовались закономъ непрерывности только 
какъ путемъ кь изобрЪтеню, но не считали его достаточ- 
нымъ, какъ средство при доказательствахъ, и часто прибЪгали 
къ весьма труднымъ оборотамъ, чтобы дойти до вполнЪ убЪ- 
дительнаго доказательства истины, доказательства, противъ 
котораго нельзя бы было сд$лать никакого возраженя 
Но со времени Лейбница начало непрерывности признается 
и постоянно употребляется, какъ математическая акс1ома. 
На этомъ начал основывается способъ пред$ловъ и по- 
слфднихъ отношенй. Впрочемъ геометры пользуются имъ 
обыкновенно неявнымъ образомъ, не ссылаясь на него, какъ 
на абсолютный законъ, какимъ признавалъ его Лейбницъ. 

Нельзя не сознаться, что именно этому отстунлен1ю отъ 
строгости древнихъ новфйшая геометрля обязана своими 
неизмфримыми успфхами. Древне, заботясь болЪе объ уб$- 
дительности, нежели о ясности, скрывали вс нити, кото- 


20+ 
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рыя могли бы навести на слБдъ ихъ способовъ открытя 
истинъ и воторыя могли бы служить руководствомъ для 
продолжающихь ихъ изелФдован!я. Это было причиною ме- 
дленности и затруднительности ихъ успЪховъ въ геометри 
и недостаточной связи между пр!емами для задачъ одного 
рода, или, говоря в$рн$зе, причиною совершеннаго недо- 
статка въ такихъ способахь, которые бы, какъ въ нов йшей 
геометр!и, примЪнялись къ цЪлому разряду задачъ, пред- 
ставляющихъ значительную степень общности. 


ПРИМВЧАШЕ ХХУ. 


(Пятая эпоха, п° 15.) 


Приложен1е начала случайныхъ соотиошен1й къ 

опредзлен1лю по величин и направлен!ю трехъ 

главныхъ осей эллипсоида по тремъ даннымъ со- 
пряженнымъ п1аметрамъ его. 


Сначала мы р5шимъ соотв тственную задачу ина плоско- 
сти, т.-е. опредЗлимъ по величин$ и направленшю дв глав- 
ныя оси эллипса по двумъ даннымъ сопряженнымь д1аме- 
трамъ его. Р5шеве этой задачи облегчить намъ изъяснене 
р$шен1я задачи въ пространств$ и также будетъ служить 
прим$ромъ приложен!я и выгодъ начала случайныхь соот- 
ношений. | 

Задача: Даны два сопряженные фаметра эллитса; тре- 
буется построить величину и направлене двухё злавныхь 
дзаметровъ этой кривой. 

Положимъ сперва, что вмфсто двухъ сопряженныхь д!8- 
метровъ эллипса, намъ даны два сопряженные д1аметра ги- 
перболы и что намъ удалось построить главныя оси этой 
кривой; въ такомъ случа одинъ изъ сопряженныхь д1аме- 
тровъ будетъ дЪйствительный и намъ дана его величина, — 
мы означимъ ее черезъ а, — другой же будетъ мнимый, опре- 
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хЪляемый даннымъ алгебраичеекимь выражешемъ 5.У— 1. 
Построенте двухъ главныхъ осей гиперболы чрезвычайно 
просто; известно, что если черезъ конецъ А полу-даметра 
а проведемъ параллельную сопряженному д1аметру, то эта 
лин!я будетъ касательная къ гипербол$; и что если на этой 
прямой по 0бЪ$ стороны отъ точки прикосновен1я 4 отло- 
жимъ отр$зки, равные 6, то концы ихъ будуть лежать на 
асимптотахъ. Поэтому, проведя двЗ асимптоты и раздЪливъ 
пополам оба дополнительные угла между ними, мы полу- 
чимъ направлеюя двухъ главныхъ осей гиперболы. Такимъ 
образомъ задача р$5шается въ выешей степени просто. 


Чтобы, на основанши начала случайныхь соотношений, пе- 
ренести это рьшене на случай эллипса, мы должны слу- 
чайныя части чертежа, которыми мы пользовались и кото- 
рыя въ настоящемъ случа были асимптоты, замфнить, раз- 
сматривая друг1я свойства фигуры, такими, которыя иифли бы 
мфето и въ случа эллипса. 


Примемъ двф точки, въ которыхъ касательная къ гипер- 
бол перес$каеть асимптоты, за фокусы коническаго сфче- 
ня С, проходящаго черезъь центръ гиперболы; дв асимпито- 
ты будуть радтусами-векторами этого коническаго сЖчен1я 
и, слБдовательно, изъ двухъ главныхь осей гиперболы, д%- 
дящихь пополамъ два дополнительные угла между рад1уса- 
ми-векторами,—одна будетъ касательная, а другая нормаль 
къ коническому сЗченю С. Мы можемъ поэтому сказать, 
что это коническое счете С, проходящее черезъ центръ 
гиперболы, касается одной изъ ея главныхь осей. Благодаря 
этому свойству, коническое сЗченше С можеть служить для 
построен1я направлен1я главныхъ осей гиперболы и зам$- 
нить с0бою для этой цзли асимптоты, которыми мы пользо- 
вались прежде. 


Но коническое сЗчеше С, къ которому привело насъ раз- 
смотр$Зн1е асимптотъ, можеть быть построено безъ помощи 
этихъ прямыхь; дЪйствительно. мы знаемъ въ немъ напра- 
влен!е главныхъ осей, такъ какъ онф суть касательная и 
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нормаль гиперболы въ точк$ 4, и эксцентрицитеть по на- 
правлен!ю касательной, который равенъ 0, т.-е. равенъ д1а- 


метру гипёрболы 6.У— 1, раздфленному на У— 1. Другой 
эксцентрицитетъь коническаго с$ченя С направленъ по нор- 
мали и равенъ первому, помноженному на уУ— 1, т.-е. ра- 
вёнъ 6У— 1 *"*). Такимъ образомъ мы получаемъ слЪдую- 
щую теорему. 

Если примем касательную и нормаль зитерболы в5 точ- 
къ А за плавныя оси коническало спченля, проходящалю че- 
рез центр зитерболы % эксцентрицитеть котораю по 
направлению нормали равенъ фаметру, сопряженному с5 
дзаметромз, проходящимь через» точку А, то это кониче- 
ское спчене будетзь необходимо касаться одной изъ злав- 
ных5 осей читерболы. 

Теорема эта выражаетъь общее свойство гиперболы, неза- 
висимое отъ аеимптотъ, хотя он и служили намъ для до- 
казательства. ВсЪ части чертежа, о хоторыхь упоминаетея 
въ этомъ общемъ свойствЪ, существуютъ и въ эллипс$; по- 
этому мы, пользуясь началомъ случайныхъ соотношений, мо- 
жемъ распространить то же свойство и на эллипеъ, т.-е. 
сказать: | 

Если касательная и нормаль в5 какой-нибудь точкь 
эллипса разсматриваются каьз злавкыя оси коническалюо 
съченая, которое проходить черезь чентрзъ эллипса и ко- 
торало эксцентрицитеть по направленю нормали равенз 
дзаметру, сопряженному с5 Фаметромъ, проходящим че- 
фезъ взятую на эллитсь точку, то это коническое съченше 
будетз касаться одной изъ злавныхь осей эллипса. 

Эксцентрицитеть, взятый по нормали, будетъ здФсь дЪй- 
ствительный, потому что таковъ дламетръ, которому онъЪ 
равенъ; слфдовательно фокусы коническаго с$ченя будуть 


79) Мы допускаемъ, что коническое сёчене имфетъ четыре фокуса, 
изъ которыхъ два дфйствительные и два мнимые, и два экецентрици- 
тета: дЪйствительный и мнимый; квадраты этихъ двухъ эксцентриците- 
товъ равны, но съ противоположными знаками. 
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лежать на нормали эллипса. Радусы— векторы, проведенные 
изъ этихъ фокусовъ къ центру эллипса, образуютъ равные 
углы съ тою изъ главныхъ осей, которая касается къ ко- 
ническому сЪченю. Отсюда мы выводимъ такую теорему: 


Если на нормали в5 извъстной точкъ эллипса отло- 
жимь по объ стороны отё этой точки отрьзки, равные 
половинь Чаметра, сопряженнаю сз Заметромз, проходя- 
1цимь черезз ту же точку, и концы этихь отртъзковь сое- 
динимъ съ центром эллипса двумя прямыми, то эти пря- 
мыя будуть одинаково наклонены кз 0дной из5 злавных 
осей эллипса. 

Эта теорема доставляетъ, какъ мы видимъ, чрезвычайно 
проетое построен1е направленля главныхь осей эллипса, 
когда извфстны два его сопряженные д1аметра. Остается 
еще опредЪфлить длину главныхь осей и это можеть быть 
выполнено различными способами. 

Вопервыхъ, можно, опуская перпендикуляры, проложить 
два данные сопряженные полуд!аметра на направленя глав- 
ныхъ осей; тогда сумма квадратовъ проложен1й будетъ рав- 
на квадрату главной полуоси. 

Можно также воспользоваться слЗдующей теоремой, ко- 
торую легко доказать: 


Если черезь точку коническало съчензя проведемъ нор- 
маль, то произведене отръзковё, образуемыхь на ней пер- 
пендикулярнымь къ ней аметромь чц одною из злавныхь 
осей, будеть равно квадрату друюй полуоси. 

Изъ этого соотношешя опред$ляются обЪ главныя оси. 

Но можно еще получить выражене для длины осей, не 

зная а 7707: ихъ направления. 


Для этого зам$тимъ сл5дующее: когда на касательной и 
нормали коническаго сЪчен1я, какь на главныхъ осяхъ, мы 
строимъ второе коническое сЗчеше, проходящее черезъ 
центръ перваго и касающееся въ этой точкБ его главной 
оси, то произведене отрЪзковъ, —образуемыхъ на нормали 
перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ центра перваго кони- 
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ческаго сЗченля и главною осью, касательною ко второму 
коническому с5ченю,— равно квадрату главной полуоси 
втораго коническаго сфченя, направленной по нормали. Эта 
главная ось будетъ, сл$довательно, равна второй главной 
оси перваго коническаго сЪченля, т.-е. той, которая нор- 
мальна ко второму коническому сЗченю. Такимъ образомъ 
получаемъ теорему: 


Если примемь касательную и нормаль в5 какой-нибудь 
точкЪ коническало спченя за злавныя оси втораю кониче- 
скалю стченля, проходящело черезъ центрь терваю и нор- 
мальнало0 в5 этой точкь кб 0дной изз ею злавныхь осей, то 
злавная ось вторало коническало спченля, направленная по 
нормали первало, будет» равна злавной оси первалю кони- 
ческало съченя, которая нормальна ко второму, т.-е. одна 
изъ осей каждаго изъ такихъ коническихъ с$чен1й нормаль- 
на къ другому коническому сБченю и дв$ эти оси равны 
между собою. 


Если первое коническое с$чене есть эллипеъ, то, какъ 
мы видфли, дЪйствительные фокусы втораго коническаго с5- 
чен1я будутъ лежать на нормали перваго; поэтому большая 
осъ его будеть также направлена по этой нормали и бу- 
деть равна сумм$ или разности радлусовъ-векторовъ, про- 
веденныхь изъ фокусовъ къ центру даннаго эллипса; но эта 
ось равна также главной оси эллипса, нормальной ко вто- 
рому коническому сБченю, поэтому мы приходимъ къ слБ- 
дующему весьма простому построен1ю предложенной задачи: 

Черезь конещь А одною изь сопряженныхь полудзаметровь 
ироводимз перпендикуляръ ко второму и откладываемз на 
нем оть точки А два отръзка, равные второму полуйа- 
метру; соединяемь концы этихё отртъзковь с5 центромз 
кривой помощию двухз прямыть и дълимз пополамз оба д0- 
полнительные ума между ними посредствомь двух5 новы 
прямыхь; эти посльдная прямыя представляютз направле- 
ная злавныхь осей эллипса, сумма же и разность первых 
прямыхь представляютз длину большой и малой оси. 
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Вторая часть этого рёшен!я, относящаяся къ длин осей, 
представляетъ построеше двухъ корней, которые получают- 
ся при аналитическомь р$фшеюши этой задачи, но которые 
не были еще построены такъ просто. 

Путь, которому мы слховали, можеть показаться длин- 
нымъ, потому что мы, желая показать приложене начала 
случайныхь соотношенй, принуждены были идти шагъ за 
шагомъ и приводить всЪ вспомогательныя теоремы, кото- 
рыя были необходимы для того, чтобы ясно показать пере- 
ходъ отъ случайнаго къ абсолютному: въ свойствахъ фоку- 
совъ. Но въ этомъ вообще нЪть необходимости при упо- 
треблен!и этого начала, когда оно уже достаточно усвоено. 
Задачу въ пространств мы будемъ уже рфшать короче, 
хотя она въ сравнени съ первой и представляетъь н$Ъкото- 
рыя новыя трудности. 


Задача: По даннымь тремз сопряженнымь фФаметрамз 
эллипсоида требуется опредълить величину и направленяе 
лавныхь 0сей этой поверхности. 


Представимъ себф гиперболоидъ съ одною полостью и его 
асимптотическй конусъ. Касательная плоскость къ гипер- 
болоиду въ точЕБ 1 перес$каетъь конусъ по гиперболЪ », 
квадраты д1аметровъ которой равны, за исключен1емъ знака, 
квадратамъ параллельныхъ имъ д1аметровъ гиперболоида *з5). 


Примемъ эту гиперболу за кривую эсцентурицитетовь °з1) 
поверхности втораго порядка, проходящей черезъ центръ 
гиперболоида. 


280) Это слфдуетъь изъ того, что дламетръ гиперболы есть часть ка- 
сательной гиперболоида, заключающаяся между двумя образующими 
асимптотическаго конуса, иквадратъ этой части равенъ, помимо знака, 
квадрату параллельнаго ей дламетра гиперболоида, тавкъ какъ плос- 
кость, проходящая черезъ касательную и черезъ этотъ д1аметръ, пере- 
сзкаетъ гиперболоидъ по гиперболф. 

281) Для пониман1я послфдующаго необходимо принимать въ ссобра- 
жене изложенное въ Прим$чани ХХХГ гдф объяснено, что мы разу- 
ифемъ подъ кривыми эксцентрииитетовь въ поверхностяхь втораго 
порядка и тдф показаны различныя свойства этихъ кривыхъ. 
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Поверхность эта будетъ нормальна къ одной изъ главныхъ 
осей *8*). конуса, которыжодинаковы съ осями гиперболоида. 
Но одна изъ главныхъ осей этой поверхноети направлена 
по нормали къ гиперболоиду въ точк$ т, дв же друмя по 
главнымъ д1аметрамъ коническаго с$ченя », т.-е. по каса- 
тельнымъ къ кривымъ кривизны гиперболоида. Такимъ обра- 
зомъ, отвлекачеь отъ асимптотическаго конуса, мы можемъ 
высказать сл5дующую теорему: 

Если в5 какой-нибудь точкъ читерболомда сз одною по- 
лостью проведемз нормаль и касательныя къ лимямъ кри- 
визны И эти три прамыя примем за три злавныя оси 
повертности вторалю порядка, проходящей черезъ центуз 
зиперболоида и нормальной в5 этой точкъ кз 0дной изз 
610 злавныхь осей, то квадраты дфамелровь кривой эксцен- 
трицитетовь, взятой в5 касательной плоскости зитербо- 
лоида, равны по величинь квадратамь параллельныхь 5 
ними Фаметровь зитерболоида, но знаки имтють проти- 
воположные. 

При помощи начала случайныхь соотношенЙ мы можемъ 
прим$нить эту теорему къ двумъ другимъ поверхностамъ, 
им5ющимъ центръ; для эллипеоида будемъ имЪть: 

Если нормаль в какой-нибудь точкь т эллитсоида и 
двь касательныя къ линаямь кривизны в5 этой же точкь 
будемь разсматривать, как три злавныя оси поверхности 
в7%0разо порядка, проходящей черезь центурз эллипсоида и 
имъющей нормалью в5 этой точкъ одну изз трехз злав- 
ных 06е% эллипсоида, то квадраты даметровь кривой 
зксиентрицитетовь этой поверхности въ плоскости каса- 
зпельной къ эллипсоиду будуть равны, но противоположны 
по знаку съ квадратами параллельныхь им фаметровз 
эллипсоида. 

Эта кривая эксцентрицитетовъ будеть мнимая, но, не смо- 
тря на это, она можетъ служить къ опред$лен1ю двухъ дру- 
гихъ, дъйствительныхъ. 


287) См. Примфчан1е ХХХГ п° 11. 
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Въ самомъ дфл5, пусть — 6’ и — с’ будуть квадраты 
двухъ главныхь полуосей этой кривой (черезь 6 и смы 03- 
начаемъ двЪ главныя полуоси кривой перес$чен1я эллипеои- 
да плоскостю, параллельною касательной плоскости, прове- 
денной черезь т); положимъ, что 6 болБе с; тогда — с? бу- 
деть болфе —6° и фокусы мнимаго коническаго сЪченя 
будутъ лежать на оси с. На нормали эллипсойда отложимъ 
отъ точки 2% отр$зки равные 6 и с. Въ плоскости, опред$- 
лаемой этою нормалью и лишею параллельною оси с, опи- 
шемъ эллипсъ, котораго большая полуось равнялась бы 5, 
& эксцентрицитетъь былъ бы равенъ с. Нотомъ въ плоско- 
сти, опред$ляемой нормалью и линею, параллельной оси 6, 
опишемъ гиперболу, имфющую дБйствительною полуосью 
отр$зокъ с и экецентрицитетомъ—отр%зокъ 6. 

Построенные такимъ образомъ эллипеъ и гипербола и бу- 
дутъ искомыя кривыя, т.-е. дв кривыя эксцентрицитетовъ 
поверхности втораго порядка, проходящей черезъь центръ 
эллипеоида и имфющей нормалью въ этой точкЪ одну изъ 
главныхъ осей его. СлФдовательно эта главная ось эллип- 
соида будеть общею главною осью двухъ конусовъ, имЪю- 
щихь основатями дв вышеупомянутыя кривыя эксцентри- 
цитетовъь и общею вершиною—центръ эллипсоида (Прим$- 
м5чан1е ХХХЬ я’ 11). ДвЪ друпя обпия главныя оси этихъ 
конусовъ` будуть опять ничто иное, какъ двЪ остальныя 
главныя оси эллипсоида, потому что черезь центръ его 
можно провести двзЪ другя поверхноети втораго порядка, 
имфюпия ТБ же кривыя эксцентрицитетовь и поелБдова- 
тельно нормальныя къ этимъ двумъ остальнымъ главнымъ 
осямъ эллипсоида. Вопросъ о построен направлен1я трехъ 
главныхъ осей эллипсоида приводится такимъ образомъ къ 
нахожденю трехъ общихъ главныхь осей двухъ конусовъ, 
опирающихся на двЪ$ вышеупомянутыя кривыя эксцентрици- 
тетовъ. Въ каждомь изъ конуеовъ эти три главныя оси 
представляютъ систему сопраженныхъ осей; поэтому мы 
должны только найти такую систему сопряженныхь осей, 
которая принадлежала бы обоимъ конусамъ. 
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Отсюда заключаемъ: р 

Чтобы найти по тремз даннымз сопряженнымь даме- 
трамз направлензе трех злавныхь осей эллитсоида, иро- 
водимз черезь конешь А одною изъ данныхь фаметровз 
перпендикулярь къ плоскости двухз друиижь и откладыва- 
ем на нем оть точки А два отръзка соотвътственно 
равные двумз злавнымь полуосямь эллитса, построенноло на 
двут5 остальныхь сопряженныхь фаметражь. Пусть 6 6у- 
деть большая, а с — меньшая изъ этихь полуосей. Через 
нормаль проводимз двъ плоскости, изъ которыхь одна па- 
раллельна даметру 26, а друлая—дзаметру 25. Вз первой 
плоскости строимь эллитез съ большою полуосью В и. жецен- 
трицитетомь с, в0 второй же плоскости зитерболу 5 
злавною полуосью с и эксиентрицитетомь 6. Разсматри- 
ваемь центрз эллипсоида, какз общую вершину двухь ко- 
нус0в$, для которыхть вышеупомянутые эллитсь и итербо- 
ла служать основанзями. Эти конусы будуть переськат- 
ся по четыремь образующимь лежащимз по двъ в5 шести 
плоскостях. Плоскости эти переськаются попарно в5 
трехь друзихь прямых, которыя и будуть три злавныя 
оси эллитсоида. 


Для опредЪленйя длины главныхъ осей можно проложить 
на ихъ направленя три данные сопряженные д1аметра; то- 
гда квадратъ каждой оси будетъь равенъ суммЪ квадратовъ 
проложенй на нее. 


Но проще возпользоваться слЗдующей теоремой, которую 
легко доказать: 


Нормаль в какой-нибудь точкь т поверхности вторалю 
порядка встуъчается с5 перпендикулярною кз ней фаме- 
тральною плоскостью и с5 одной изз злавныхь плоскостей 
Р в5 дв4х5 точкажь, произведене разстоянмй которые 0тз 
точки т равно квадрату полуоси перпендикулярной къ 
злавной плоскости Р. 


Можно также, не зная направлен1я главныхъ осей эллип- 
соида, опредЪлить длины ихъ при помощи трехъ поверхно- 
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стей, которыхъ большя оеи равны соотвЪтственно тремъ 
искомымъ главнымъ осямъ. Докажемъ теорему, на которой 
это основывается. 

Для поверхности, главныя оси которой суть нормаль и 
дв касательныя къ лишямъ кривизны въ точк$ т и кото- 
рая проходить черезь центръ эллипсоида, касаясь въ этой 
точкБ одной изъ главныхъ плоскостей его, для этой повер- 
хности, говорю я, квадратъ полуоси, направленной по нор- 
мали, равенъ произведеню отр$зковъ, образуемыхъ на этой 
нормали, считая отъ точки т, главною плоскостью и д1аме- 
трально плоскостью, перпендикулярной къ той же норма- 
ли °*?). Поэтому, на основан предыдущей теоремы, эта ось 
поверхности равна той оси эллипсоида, которая перпенди- 
кулярна къ упомянутой главной плоскости; и мы получаемъ 
такую теорему: 

Шсли двъ поверхности вторало порядка таковы, что 
каждая из5 ниль проходить черезз чентръ друюй и три 
злавныя оси каждой направлены по нормали и по двум 
касательнымь кб линлямь кривизны друюй, то ось первой 
поверхности, направленная по нормали ко второй, будеть 
равна той оси второй поверхности, которая направлена 
по нормали кз первой. 


Отсюда заключаемъ: 


Если нормаль в5 какой-нибудь точкь поверхности вто- 
раю порядка и касательныя кз двумь линзямз кривизны в5 
этой точкъ будемь разсматроивать как5 три обийя злав- 
ныя оси трехь новерхностей, проходящихь черезь чентрь 
данной и касающихся соотвьътственно третъ злавныть 
плоскостей ея, то злавныя оси этить треть поверхностей, 


283) Это проистекаетъ изъ слфдующей теоремы элементарной теори 
поверхностей втораго порядка: „Касательная плоскость въ какой-ни- 
будь точк$ поверхности п плоскость, проведенная черезъ эту точку 
перпендикулярно къ одному изъ главныхъ д1аметровъ, образуютъ на 
этомъ д1аметрЪ, считая отъь центра поверхности, два отр$зка, произве- 
ден!е которыхъ равно квадрату полудаметра“. 
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лежаиия по направлению нормали данной, будуть посльдо- 
вательно равны тремз злавным5 осямз ея. 

Если данная поверхность есть эллипсоидъ, данный только 
посредствомъ трехъ его сопряженныхъ д1аметровъ, то мы 
видфли, какъ опредфляются общая лини эксцентрицитетовъ 
для трехъ остальныхъ поверхностей, что достаточно для 
построен1я ихъ. Такимъ образомъ посл$дная теорема можеть 
служить къ ршен!ю задачи: найти величину трехъ глав- 
ныхь д1аметровъ эллипсоида, не зная направлен!я ихъ. Но 
этоть способъ рЪшеня быль бы труденъ и мало ‘удобенъ 
на практикЪ. Не смотря на это, намъ кажется, что теоре- 
ма, служащая ему основатемъ, заслуживаетъь вниман!я, по- 
тому что ею выражается прекрасное ‚общее свойетво по- 
верхностей втораго порядка. 

Предыдущия теоремы безъ труда ведутъ ко многимъ дру- 
гимъ, не лишеннымъ интереса. 

Черезъ конецъ % одного изъ сопряженныхъ д!аметровъ 
проведемъ двЪ прямыя равныя и параллельныя двумъ дру- 
гимъ сопряженнымъ д1аметрамъ и опишемъ эллицеъ Ё, ко- 
торому он служили бы сопряженными д1аметрами. Конусъ, 
вершина котораго лежитъ въ центрЪ эллипесоида и основа- 
н1емъ которому служить этотъ эллипеъ, перес$чется съ элли- 
псоидомъ по другому эллипсу Ё’, плоскость котораго па- 
раллельна плоекости перваго. Эти два эллипса подобны и 
подобно расположены. Второй изъ`нихъ имфетъ центръ 
на даметрЪ, проходящемъ черезъ точку т. Означая его 
центръ черезъ т’, легко найдемъь От = От’. УЗ. 

Второй эллипсъ иметь то свойство, что если возьмемъ 
на немъ три точки 4’, Б’, С’, центръ среднихъ разстоянй 
которыхъ находится въ центр$:эллипса, то три прямыя ОД’, 
ОБ’, ОС’, будуть сопряженные д1аметры эллипсоида. Это 
свойство поверхностей втораго порядка доказать нетрудно. 

Разсмотримъ теперь точки 7% и 7’, какъ соотв тственныя 
относительно уентра подобля О, и возьмемъ три поверхно- 
сти подобныя и подобно расположенныя съ тремя поверхно- 
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стями предыдущей теоремы, имющими общ центръ въ 
точк$ т, проходящими черезъ центръ О эллипеоида и по- 
слфдовательно нормальными къ тремъ главнымъ осямъ его. 
Три главныя поверхности будуть имЪть центр флиуры въ 
т’; будутъ проходить черезъ чентурз п0добя О; будуть въ 
этой точк$ касаться трехъ первыхъ поверхностей и, сл$- 
довательно, будутъ посл$довательно нормальны къ тремъ 
главнымъ осямъ эллипсоида; вс$ три, наконецъ, будутъ имЪть 
одинаковыя лини эксцентрицитетовъь въ плоскостяхъ, па- 
раллельныхъ съ плоскостями, въ которыхъ находятся кри- 
выя эксцентрицитетовъ трехъ первыхъ поверхностей. 

Пусть 6 и с будуть главныя полуоси коничеекаго с$ченля 
Е, также 6’и с’ главныя полуоси коническаго сЪченя Е. 
Посл$дн1я будутъ параллельны первымъ и мы будемъ имЪть: 


Поэтому, чтобы получить кривыя экецентрицитетовъ для 
трехъ новыхъ поверхностей, мы должны изъ центра кони- 
ческаго сфченя Ё” возставить перпендикуляръ къ его пло- 
скости, отложить на немъ два отрЪзка, равные 6’ис’и въ 
двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостяхъ, проходящихъ 
черезь нормаль и черезъ оси б’и с’, описаль соотв тствен- 
но эллипеъ и гиперболу, при чемъ эллипсеъ долженъ им ть 
бульшую полуось 6’ и эксцентрицитетъ с’, гипербола же по- 
перечную полуось ‘с’ и эксцентрицитетъ $’. Этотъ эллиисъ 
и эта гипербола будутъ кривыя эксцентрицитетовь трехъ,по- 
верхностей. 

Главныя оси конусовъ, имфющихь вершиною точку О и 
основашями эти кривыя эксцентрицитетовъ, будуть напра- 
влены по главнымъ осямъ эллипсоида. 


Отеюда проистекаетъь слфдующая теорема: 


Для опредъленя по величинь и направленю злавныхь 
осей эллипсоида по трем даннымь сопряженнымь Яамет- 
рамь ею ОА, ОБ, ОС, мы находимь сначала величину и 
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направленае злавныхь полуосей эллитса, проходяииию через 
три точки А, Б, С, ци имптющало центрз в5 центръ сред- 
нихь разстоянй этить точекъ. Пусть В и с будуть эти 
двъ злавныя полуоси. Изь центра эллипса возставляемь кз 
ею плоскости перпендикулярь и откладываемь на нем от- 
ръзки 60’ ис’, равные 6 и с. Бь двухь взаимно перпенди- 
кулярных плоскостять, проходящихь черезз этозтз перпен- 
дикулярь и черезь оси 6 и с, описываемз два коническая съ- 
ченя, именно: эллипс», имтюций большую полуось Ви 
эксцентрииитеть с’, и зиперболу с5 дъйствительною по- 
луосью с’ и эксцентрицитетомз $’. Тозда: 

1) Два конуса, общая вершина которыхь находится вэ 
точкь О и основанзями которымз служать эти эллипс и 
итербола, будуть имъть тль же мавныя оси, как и элли- 
70405; ц 

2) Три больийя оси трехь повертностей, для которыть 
эти эллипс5 и итербола служать кривыми эксиентрици- 
тетовх и которыя проходять черезь центр эллипсоида, 
будуть равны тремз злавнымь осямз эллипсоида, раздълен- 
нымз на УЗ. 

Теорема эта представляетъ, какъ мы видимъ, второе р$- 
шен1е задачи объ опред лени по величин$ и направлен1ю 
трехъ главныхъ осей эллипсоида, когда даны три его сопря- 
женные д1аметра. Рёшене это столь же просто, какъ и пер- 
вое, но оно иметь то преимущество, что изъ него выводят- 
ся различныя слЪдетвя, которыхъ первое ршеше не до- 
ставляло. Такъ наприм$ръ, изъ него непосредственно заклю- 
чаемъ: 

Если три сопряженные Фаметра эллитсоида должны 
оканчиваться в треть данныхь точкахь и одна изз глав- 
ныхь осей ео должна имъть данную длину, то центу 
такою эллипсоида остается неопредъленнымь и чеометри- 
ческое мъсто ею есть поверхность второло порядка, цчентръ 
которой находится вв центръ срфеднихь разстоянй ттт 
трехь точек, которыя должны быть концами треть со- 
пряженныхь Фаметров$ эллитсоида. 
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Можно дать длины двухъ главныхь осей эллипсоида и 
центръ его все еще будетъ неопред$ленъ; тогда геометри- 
ческимъ м$стомъ его будеть кривая двоякой кривизны, про- 
исходящая отъ перес$чен1я двухъ поверхностей втораго по- 
рядка, имф$ющихъ одинаковыя кривыя эксцентрицитетовъ. 
Эта кривая перес$чен!я будеть мииею кривизны обФихъ по- 
верхностей. 

Если даны величины всЪхъь трехъ главныхъ д1аметровъ 
эллипсоида, то задачЪ удовлетворяютъ восемь эллипсоидовъ, 
центры которыхъ суть общая точки трехъ поверхностей, 
имБющихь однз и тфже кривыя экецентрицитетовъ. 

Что касается направлен1я главныхъ д1аметровъ эллипсоида, 
то мы имфемъ такую теорему: 

Если требуется, чтобы три сопряженные дфаметра эл- 
липсоида оканчивались в трехжь данныхь точкхь, то, в5 ка- 
кой бы точкь пространства ни находился центр этой по- 
верхности, три ея злавныя оси будуть одинаковы сё тремя 
общими злавными осями двуть конусов, вершина которыть 
находится в5 этомз чентръ, основамями же которым слу- 
жать два неизмънныя коническя стъченая, построенле кото- 
фыть зависить только отз положення трехь данныхь точёкз. 

Эти два коническая с$чен!я им$ютъ то свойство, что вся- 
КЙ конусъ, ииющШ одно изъ нихъ основанемъ, а точку 
другаго — вершиною, есть конубсъ вращен1я: эллипесоидъ, 
центръ котораго находится въ вершин такаго конуса, бу- 
детъ также эллипсоидъ вращеня. Такимъ образомъ получа- 
емъ сл5дующую теорему: 

Если требуется найти эллипсоидз вращеня, три сопря- 
женные дфаметра котороло оканчивались бы вв трех данныхть 
точках, то этому требованию чудовлетворяеть безчисленное 
множество эллитсоидовь. Ихь центры лежать на двуть ко- 
ническиль съчетяхжь, эллитсь и читерболь, которыя помтще- 
ны в5 двухь взаимно пейпендикуляюныхь плоскостяхь и тако- 
вы, что вершины и фокусы одною служат фокусами и вер- 
шинами дручюлю. 
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ПРИМЪЧАНШ ХХУТ 


(Пятая эпоха, п’ 17.) 


О мнимомъ количеств въ геометрии. 


ИзелЪдован1е случайныхь соотношевй и свойествъ фигуры, 
или геометрической системы, весьма удобно для объяснен1я 
слова мнимый, которое очень часто и съ уси5хомъ упо- 
требляется въ настоящее время при чисто—геометрическихъ 
изыскан1яхъ. 

ДЪйствительно, выражен1е мнимый можно понимать такъ, 
какъ будто бы имъ обозначается только извЪстное состояте 
Фигуры, при которомъ въ ней перестаютъ существовать н$- 
которыя части, быви!я дЪйствительными при другомъ состо- 
янш. Въ самомъ дфлЪ, о мнимомъ предмет$ нельзя себЪ со- 
ставить никакого понят!я иначе, какъ представляя себЪ въ 
тоже время въ пространств предметъ въ состояши дЪй- 
ствительнаго существован!я; понят1е о мнимомь не имБло 
бы смысла, если бы не сопровождалось мыслю о дЬйстви- 
тельномъ существовани того предмета, къ которому мы при- 
лагаемъ это понате. Но таковы именно соотношеня и свой- 
ства, которыя мы назвали случайными и которыя даютъь 
клЮчЪ къ мнимымё вЪ Геометрии. 

Изъ этого видно, что легко бы можно было, если бы мы 
захот$ли, изоъжать при разсужденяхъ употребленя мни- 
мЫхЪ; для этого достаточно, рядомъ съ фигурой, на кото- 
рой доказывается какое-нибудь свойство, разсматривать дру- 
гую фигуру того же рода, но въ состоянш большей общно- 
сти построен1я, такую, чтобы въ ней были дйствительными 
т$ части, которыя въ данной фигур оказываются мнимыми. 
Собственно это именно мы и дфлаемъ, когда разсуждаемъ 
о мнимыхъ предметахъ, какъ о дЪйствительныхъ; по этому 
можно ‚сказать, что употреблене слова мнимый есть сокра- 
щенный способъ выражения и что словомъ этимъ указы- 
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ваетел, что предлагаемое суждене относится къ другому 
общему состояню фигуры, въ которой части, составляюпия 
предметъь сужден1я, существують дЪйствительно, а не мнимы, 
какъ въ данной фигурЪ. И такъ какъ, на основани прин- 
ципа случайныхъ соотношен!й, или, если угодно, начала не- 
прерывности, истины, доказанных для одногоизъ двухъ общихъ 
состоявй фигуры, прилагаются также и ко второму состо- 
ян, то мы видимъ, что употреблеше и разсмотрЗн!е мни- 
мыхъ въ геометрш совершенно оправдывается. 

Здфсь должны мы сдЪфлать одно важное зам чане. 

Когда дана фигура, въ которой есть мнимыя части, то мы 
всегда можемъ, какъ было сказано, вообразить себф другую 
фигуру, столь же общую по построеню, но въ которой 
части, бывпая прежде мнимыми, будуть дЪйствительными; 
но нельзя (въ этомъ тои состоитъь наше зам чане) разсуж- 
дать, или производить построен1я на самой данной фигурЪ, 
разематривая, какъ дЬйствительныя, т ея части, которыя 

даны мнимыми. Если, наприм$ръ, путемъ вычисленя полу- 
_ чается для опредфлен!я положеня точки на прямой мнимое 
выражене, то мы сд$лали бы весьма большую ошибку, если 
бы вздумали построить искомую точку, какъ будто бы вны- 
ражене для нея было дЗйствительное. Построенная подобнымъ 
образомъ точка не относилась бы ни къ чертежу, ни къ 
разсматриваемой задачЪ, и всЪ результаты, выведенные изъ 
раземотр$н!я этой точки, были бы ложны. 

Такъ, вь случаБ сопряженныхъ д1аметровъ гиперболы, оба 
д1аметра каждой пары имфютъ дЪйствительныя направления, 
но длина одного изъ нихъ всегда мнимая. Ввадратъ ея есть 
величина дфйствительная и потому всЪ обпия свойства эл- 
липса, въ которыхъ входять только квадраты сопряженныхъ 
д1аметровъ, будуть примФняться къ гиперболВ, какъ и къ 
эллипсу; но тЪ свойства, въ которыя входятъ первыя сте- 
пени этихъ величин, не будуть уже примфнимы къ гипер- 
болБ, потому что, желая построить мнимую ось гиперболы, 
какъ будто бы она была дЪйствительная, мы впали бы въ 
ошибку. Построенная такимъ образомъ линя и ея конецъ 
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не относились бы кь данной задач и фигурЪ, а принадле- 
жали бы другой фигур$ и другой задач$. 

Интересно бы было изслБдовать соотношен1я и взаимную 
зависимость между свойствами двухъ фигуръ, изъ которыхъ 
въ одной построены, какъ дЪфйствительныя, т$ части, кото- 
рыя въ другой даны мнимыми **“). Таковы равносторонняя 
гипербола и кругъ, построенный на ея главной оси, какь на 
даметрЪ. Важдая хорда круга, перпендикулярная къ этой 
оси, имфетъ дЪйствительный квадратъ; если основане пер- 
пендикуляра лежитъ на оси внутри круга, то и длина хор- 
ды будеть дБйствительная; если же основан!е перпендикуляра 
падаетъ внЪ круга, то и длина хорды будеть мнимая, хотя 
квадратъ ея и дЪйствительный. Если мы построимъ ее, при- 
нимая за дЪйствительную, то конецъ ея опред$литъ точку, 
принадлежащую равносторонней гиперболЪ. И хорда эта 
будетъ имЗть различныя свойства, смотря потому, будеть 
ли она принадлежать кругу, или гиперболЪ. Такъ наприм$ръ, 
въ круг прямыя, соединяющия конецъ хорды съ двумя кон- 
цами д1аметра, образують между собою прямой уголъ, тогда 
какъ въ гипербол$ эти прямыя наклонены другъ къ другу 
подъ перем$ннымъ угломъ. 

Уже БКарно, въ Ттайе ае в Сотт@ 1 еайот 4ез Пдитез 4е 
Явотейче и въ Сботейче 4е рояйот, высказаль н$сколько 
соображений о соотв$тствши фигуръ, о которыхъ мы гово- 
римъ, и объ алгебраическихъ выраженяхъ, соотв тетвующихъ 
имъ въ анализЪ; но главный предметъ трудовъ знаменитаго 
геометра въ этомъ направленми составляло соотвьтстве 
(Сотт@айоп) фигуръ, отличающихся между собою въ ихъ 
алгебраическихъ выражешяхъ только простою перем$ною 
знака при самыхъ перем$нныхъ, а не при функцлахъь ихъ, 
и потому соотношен!я между фигурами, которыя, какъ мы 
сказали, отличаются тЪмъ, что въ однихъ строятся, какъ 


28%) Въ анализЪ это приводится въ тому, чтобы въ формулахъ, отно- 
сащихся къ задач перемЗнить въ извфстныхъ членахъ у + 1 на у —1, 
или общфе замфнить единицу однимъ изъ ея корней. 
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дВиствительныя ТЪ выражен1я, которыя для другихъ суть 
мнимыя, эти соотношен!1я, говорю я, составляютъ предметъ 
совершенно новыхъ изыскан!й, которыя, какъ намъ кажется, 
могутъь вести къ нфкоторымъ общимъ законамъ протяжения, 
способнымъ расширить значен1е геометрическихь учений. 

По поводу этого предмета укажемъ еще на знаменитаго 
Ламберта, который въ значительной мЪрф и съ большимъ 
усп$хомъ пользовался мнимыми соотношенями, проистека- 
ющими изъ сравненя равносторонней гиперболы съ кругомъ, 
имфющимъ съ нею общ центръ. Онъ изобрфль н%что въ 
родз гиперболической тригонометрии, при помощи которой 
находилъь дЪйствительныя р$5шен1я въ т5хъ случаяхъ, когда 
обыкновенная тригонометр1я приводить къ мнимымъ звели- 
чинамъ. 


ПРИМЪВЧАНШ ХХУН. 


(Пятая эпоха, п° 83.) 


О происхожден!1и теор1и взаимныхъ поляръ и 
словь полюсъ и поляра. 


Прежде всего Монжь въ своей Начертательной Геометрия 
доказалъ, что если вершина конуса, описаннаго около по- 
верхности втораго порядка, движется по плоскости, то пло- 
скость кривой прикосновен1я проходитъ постоянно черезъ 
одну и ту же точку; если же вершина конуса описываетъ 
прямую лин, то плоскость прикосновен1я вращается около 
другой прямой; посл$ того Ливе и Бр1аншонъ показали, что при 
движении вершины конуса по поверхности втораго порядка, 
плоскость прикосновеня огибаетъ другую поверхность вто- 
раго порядка. (Лоитпа ае Ресйе родестяаче, Са\. ХЛП, 1806). 

Въ томъ же мемуар$ Брланшонъ пользуется этой теор1ей 
для вывода изъ знаменитой теоремы Паскаля о шестиуголь- 
ник5 вписанномъ въ коническое сЪчен1е своей прекрасной 
и не мене полезной теоремы о шестиугольникВ, описан- 
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вомъ около коническаго сЪченя, состоящей въ томъ, что 
три Фолонали, соединяюиия противоположныя вершины та- 
ко шестиллольника, протодять черезз одну точку. Это быль 
первый примЗръ подобнаго употреблен1я теор1и поларъ, и 
при этом обнаружилась весьма замБчательнымъ образомъ 
двойственность плоскихъ фигуръ, велЪдетвые аналоги этой 
теоремы съ теоремою Паскаля. 


Впосл$детви Епсошге и УбашуШе воспользовались этою 
теор1ею для преобразован!я фягуръ. Задача заключалась въ 
томъ, чтобы описать около коническаго с$чен1я многоуголь- 
никъ, вершины котораго лежали бы на данныхъ прямыхъ. 
Названные геометры замфтили, что по теор!и полюсовз з8- 
дача эта приводится къ другой, р5шен1е которой было уже 
изв$етно, именно къ построен1ю вписаннаго въ коническое 
сфчен1е многоугольника, стороны котораго проходили бы 
черезь данныя точки, (4и7ез 4ез тафетайдиез, %. Г р. 122 
её 190) °**°). 


Въ этомъ превосходвомъ журнал, который уже 20 лфтъ 
способствуеть усп$хамъ математики и особенно геометрии, 
встр$чаемъ вь первый разъ назван!я: 704065, поляра, поляр- 
ная плоскость, —назвзтя, которыя значительно облегчили 
употреблен1е этой теории. 


Сервуа первый назваль иолюсомз прямой точку, черезь 
которую проходятъ вс хорды прикосновеня угловъ, опи- 
санныхъ около коническаго сЪченя и им$ющихъ вершины 
на этой прямой; потомъ Жергоннъ назвалъ эту прямую #0- 
лярою точки и распространилъь эти назвав1я на геометрю 
въ пространств (Айущез 4ез тайетайчиез, ®. Г, р. 337 её $. 
ПП р. 297). Они приняты вс$ми геометрами, писавшими о 
поверхностяхъь втораго порядка. 


85°) Истор!я этой задачи изложена нами въ Примфчан1и Х]. 
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ПРИМЪЧАНЕ ХХУШ. 


(Пятая эпоха, п° 97). 


Обобщен1е теор1и стереогразическихъь проэкшй.— 
Поверхности втораго порядка, касаюпияся четы- 
рехъ другихъ. 


ДвЪ теоремы; употребляемыя въ теори стереограхиче- 
скихъ проэкцй, разематриваемой какъ способъ изелФ дования, 
зам няются двумя слфдующими въ такъ называемой нами 
обобщенной теор1и, гд$ мЪето глаза предполагается въ ка- 
кой-нибудь точк$ пространства: 

Если сдълаемь перспективу поверхности втораю порядка 
на какой-нибудь плоскости, помпщая злазь вв точкъ, взятой 
произвольно внъ поверхности, то 

1) Проэкивями плоскихь кривыхь, проведенныхь по поверх- 
ности, будуть коничестя съченля, имъюиия двойное, дфъйстви- 
этельное или мнимое, прикосновенае с5 одним и ттъмз же ко- 
ническимь съченемз, представляющимь кажуиийся контурь 
поверхности. 

2) Полюсь хорды прикосновенмя каждаю коническаюо стче- 
ия с5 этимз контуромь будеть проложенемь вершины кону- 
са, прикасаюиииося кз поверхности по плоской кривой, проло- 
жене которой есть взятое коническое съченде. 

ЁКъ этимъ двумъ основнымъ предложен1ямъ полезно приба- 
вить еще сл5дующее третье: 

Проложенями двухь взаимныхь полярь относительно по- 
верхности будуть двь прямыя, изз которыхь каждая прохо- 
дилиз черезь полюсь друюй, при чемь полюсы ихь берутся ‘от- 
носительно контура. 

Помощю этихъ трехъ теоремъ мы необыкновенно легко 
получаемъ весьма многия свойства системы коническихъ с$- 
ченй, вписанныхъ въ одно и тоже коническое сЁченше, и 
при этомъ, можно сказать, нЪтъ надобности ни въ какомъ 
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доказательств$, потому что достаточно обратить внимане на 
очевидныя свойства кривыхъ, проводимыхъ въ пространств$ 
по поверхности втораго порядка, и эти свойства перенести 
на плоскость. 

Оть подобнаго изел$дован1я коническихь сЗченй, описан- 
ныхъ въ одной плоскости, легко перейти къ такимъ же из- 
сдздованямъ въ пространств$, т.-е. къ свойствамъ системы 
поверхностей втораго порядка, вписанныхъ въ поверхность 
того же порядка. Мы говоримт, что поверхность вписана 
въ другую, когда обф поверхности на всемъ протяжени со- 
прикасаются по кривой лин1и. Для поверхностей втораго по- 
рядка линя прикосновешя есть плоская кривая. 


Такимъ путемъ можно придти ко многимъ свойствамъ по- 
верхностей втораго порядка и къ р$шен1ю большаго числа 
вопросовъ, относящихся къ прикосновеню этихъ поверх- 
ностей; при этомъ ве вопросы о прикосновенми шаровъ 
являются простыми частными случаями. И геометры, кото- 
рые любять возможно большую общность, оц$нять въ этой 
теорли особенно то обстоятельство, что всЪ, даже самые 
обще, вопросы оказываются здЪсь сл$детиями одного, ко- 
торый въ своемъ содержанши и р$шенш обнимаеть ихъ вс$; 
воть этотъ вопросъ: 


Задача. — Даны четыре поверхности вторало порядка, впи- 
санныя в5 одну и ту же поверхность Е вторалю же порядка, 
эпребуется найти пятую поверхность тою же порядка, ко- 
торая касалась бы четырехь первыхь и была бы также впи- 
сана в5 поверхность Е. 

Р$5шеше этой задачи очень просто; но, чтобы изложить 
его точно и изящно, считаемъ не лишнимъ предпослать нф- 
которыя опредЪленя. 


Когда дв$ поверхности втораго порядка вписаны въ третью 
поверхность того же порядка, то он$ пересЗкаются по двумъ 
плоскимъ кривымъ, которыя могутъ быть дЪйствительными 
или мнимыми, но плоскости которыхъ всегда дЪйствитель- 
ны; по аналоги еъ радикальною осью двухъ коническихь е*- 
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ченйй (2565 4е зутуфюзе) мы назовемъ эти плоскости радикаль- 
ными плоскостями двухъ поверхностей (р4апз 4е зутрюзе). 

ДвБ тавмя поверхности обладаютъ еще т$мъ свойствомъ, 
что около нихъ можно описать два конуса, которые опять 
могутъ сами быть дфйствительные или мнимые, но вершины 
которыхъ всегда дЪйствительныя. Для обозначеня этихъ то- 
чекъ мы воспользуемся назватшемъ чентровь соотвютсетвя 
(сеттез Ф рютоюофе), употребленнымъ Понселе. 

Далфе, мы будемъ называть радикальною прямою (атойе 4е 
зутуфюзе) двухъ поверхностей всякую прямую, лежащую въ 
одной изъ радикальныхъ плоскостей и ялоскостью соотвът- 
стяя (ап Ф фютоюофе) —веякую плоскость, проходящую 
черезъ одинъ изъ центровъ соотвзтетвля. 

Представимъ себф теперь три поверхности втораго по- 
рядка, вписанныя въ одну поверхность того же порядка; по- 
парно взятыя онф будуть имфть по дв радикальныя пло- 
скости, всего слЗдовательно —шесть. 

Доказано, что эти зиесть плоскостей проходятз, по три, 
черезз четыре прямыя, пресъкаюиияся в5 одной и той же 
чпочкь пространства; такимъ образомъ шесть радикальныхъ 
плоскостей составляютъ четыре боковыя и двЪ дагональныя 
нлоскости четыресторонней пирамиды. 

Каждую изъ четырехь прямыхъ, черезь которыя прохо- 
дятъ, по три, шесть радикальныхь плоскостей, мы будемъ 
называть общею тремъ поверхностямъ радикальною прямою 
и каждую точку на этихъ прямыхь — общею радикальною 
эпочкою. 

Каждыя дв поверхности имф$ютъ два центра соотв$тст- 
в1я, слфдовательно три поверхности имфютъ ихъ шесть. 

Доказано, что эти шесть центровх соотвътетвия лежать, 
ло три, на четыреть прямых, которыя находятся в5 одной 
плоскобти, такъ что шесть центровъ соотв$тстая состав- 
ляютъ четыре вершины и дв$ точки перес$чен!я противо- 
положныхь сторонъ четыреугольника. 

Каждую прямую, на которой лежатъ три изъ шести цент- 
ровъ соотв тств1я, мы будемъ называть общею линею соот- 
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выпстея трехъ поверхностей и каждую плоскость, проходя- 
щую черезъ одну изъ четырехъ такихь линй—общею пло- 
скостью соотвътстеая. 

Предетавимъ себЪ четыре поверхности втораго порядка, 
впиеанныя въ одну поверхность того-же порядка; доказано, 
что эти четыре поверхности имтютз восемь общихь ради- 
кальныхв точекз, т.-е., что въ пространств$ существуеть во- 
семь точекъ, изъ которыхъ каждая лежитъ въ радикальной 
плоскости двухъ любыхъ поверхностей; такъ что каждая 
изъ этихьъ восьми точекь есть общая точка пересЖченля ше- 
сти радикальныхъ плоскостей, которыхъ всего получимъ двз- 
надцать, считая четыре поверхности попарно. 

Доказывается также, что четьре поверхности имтютз во- 
семь общихь плоскостей соотвътствя, т.-е., что существу- 
етъ восемь плоскостей, изъ’ которыхъ каждая проходить че- 
резъ центръ соотвЪтств!я двухъ любыхъ поверхностей. Важ- 
дая изъ такихъ плоскостей заключаетъ въ себЪф, слЪдова- 
тельно, шесть центровъ соотв$тетв!я, которыхъ всего, при 
сочетан!и четырехъ поверхностей по двЪ, будетъ дв$надцать. 

Предпославъ все это, мы уже легко можемъ выразить р$- 
шен1е данной задачи. 

Первое ръшене. Построимъ для данныхь четырехъ поверх- 
ностей восемь общихъ плоскостей соотвзтствая и восемь 
общихь радикальныхъ точекъ. Возьмемъ полюсы восьми 
плоскостей соотв$тетвя относительно одной какой-нибудь 
изъ поверхностей А и проведемъь прямыя изъ этихъ полю- 
совъ кь каждой изъ восьми радикальныхъ точекъ. Такимъ 
образомъ получимъ 64 прямыя, которыя перес$кутся съ по- 
верхностью „А въ 128 точкахь; каждая изь этихъ точекъ 
будетъ точкою прикосновен1я искомой поверхности съ по- 
верхностю 4/4. 

Второе ръшене. Построивъ, какъ и въ первомъ рёшени, 
восемь общихъ радикальныхъ точекъ и восемь общихъ пло- 
скостей соотв$тетв!я четырехъ поверхностей, возьмемъ по- 
лярныя плоскости восьми радикальныхъ точекъ относительно 
какой-нибудь одной поверхности 4. Каждая изъ этихъ по- 
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лярныхь плоскостей пересЪчется съ восемью плоскостями 
соотв тетв!1я по восьми прямымъ, такъ что всего получимъ 
64 прямыя. Черезъ каждую изъ нихъ проведемъ дв каса- 
тельныя плоскости къ поверхности .; каждая точка при- 
косновен1я этихъ 128 касательныхь плоскостей будеть точ- 
кою прикосновен!я искомой поверхности къ поверхности 4. 

Изъ обойхь р$5шевй видимъ, что задача въ своей наи- 
большей общности допускаетъь 128 р$шенй. 

Для изслЗдован1я весьма многочисленныхъ частныхъ слу- 
чаевъ, заключающихея въ общей задачЪ, случаевъ, въ кото- 
рыхъ число рЪшенй можетъ быть значительно меньше, по- 
лезно замЪтить, что на каждую плоскость, или на каждую 
радикальную точку, общую тремъ поверхностямъ, прихо- 
дится по 16 рфшенй; такъ что исчезаеть столько разъ по 
16 р5шенш, сколько недостаетъь плоскостей соотвЗтетия, 
или радикальныхъ точекъ, общихъ четыремъ поверхностямъ. 

Если, наприм$ръ, четыре поверхности суть шары, то су- 
ществуетъ только одна радикальная точка (это точка, кото- 
рую СачШег назвалъь радикальнымь центромь четырехъ ша- 
ровъ); такимъ образомъ получается только 16 рзшенийй. 

Съ перваго взгляда можетъ показаться удивительнымт, 
что четыре шара, расположенные какъ угодно въ простран- 
ствф, и пятый шаръ, касающийся ихъ, — разсматриваются 
какъ пать поверхностей втораго порядка, вписанных въ 
одну поверхность того же порядка. Но причину этого ви- 
дЪть не трудно. 

Когда въ поверхности втораго порядка одна изъ осей д$- 
лается равна нулю, то поверхность обращается въ кониче- 
ское сЗчене; всякая другая поверхность втораго порядка, 
проходящая черезъ эту кривую, прикасается къ ней во веЪхъ 
ея точкахъ и можеть потому считаться описанною около нея. 
СлЪдовательно поверхности втораго порядка, проходящия че- 
резъь одно и то же коническое сЗчеше, имфютъ свойства 
системы поверхностей, описанныхъ около одной поверхно- 
сти втораго порядка, которая въ этомъ случа иметь одну 
ось равную нулю и приводится къ коническому с$ченю. 
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Если замфтимъ при этомъ, что плоскость коническаго 
сфчен1я относительно двухь любыхь поверхностей есть раз- 
дикальная плоскость и что само коническое сЗчеше можеть 
быть мнимымъ, хотя эта плоскость и остается дЪйствитель- 
ною, то на основани начала случайныхь соотношен или 
закона непрерывности заключимъ отсюда, что всЪ поверхнос- 
ти втораго порядка, ии ющля общую радикальную плоскость, 
можно разематривать, какъ вписанныя въ одну поверхность 
втораго порядка. 

Полагая далфе, что общая радикальная плоскость поверхно- 
стей удалена въ безконечность, получимъ поверхности подоб- 
ныя и подобно расположенныя; такимъ образомъ: одобныя и 
подобно расположенныя поверхности вторало порядка можно 
фазсматривать, какз систему поверлностеи вписанныхь в 
одну и ту же поверхность тою-же порядка. 

Итакъ доказано, что рЗшен!я, полученныя нами для опре- 
дВлен1я поверхности втораго порядка, касающейся четырехъ 
другихь и вм$стф съ ними вписанной въ одну поверхность 
того-же порядка, прилагаются также и кь построенмю шара 
касающагося четырехь другихъ, или, общфе, къ построеню 
поверхности втораго порядка, которая бы касалась четырехъ 
подобныхъ и подобно расположенныхъ поверхностей и была 
съ ними также подобна и подобно расположена. 


ПРИМЬЧАНШЕ ХХХ. 


(Пятая эпоха, п’ 30). 


Доказательство одной теоремы, изъ которой про- 
истекаетъ начало двойственности. 


Теорема, о которой мы говоримъ, не можетъ быть выведена, 
подобно тому, какъ въ случаЪ плоскихъ фигуръ, изъ свойствъ 
дополнительныхь фигуръ на шарЪ; но прямое доказательство 
ея очень просто. Оно основывается на слфдующей теорем% 
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начальной геометрии: „Еели изъ неподвижной точки къ раз- 
личнымъ точкамъ плоскости будемъ проводить прямыя и на 
этихъ прамыхъ (или на ихъ продолжен!яхъ) будемъ откла- 
дывать, считая оть неподвижной точки, отрЪзки, обратно 
пропорц!ональные длинф лин, то концы отр%зковъ будуть 
лежать на шарЪ, который проходить черезь неподвижную 
точку и цевтръ котораго находится на перпендикуляр® къ 
плоскости, опущенномъ изъ неподвижной точки“. 


Отсюда елфдуетъ, что плоскости, проводимыя черезъ кон- 
цы отр$зковъ перпендикулярно кь направленю ихъ, будуть 
проходить всф черезъ одну и туже точку на перпендикулярЪ, 
именно черезь конецъ д1аметра шара. 


Для всякой другой плоскости получается другая соотв$т- 
ственная точка. 


Можно доказать, что, если нъсколько плоскостей пролодять 
черезь одну точку, то соотвътетвенныя им точки 
лежать в5 одной плоскости. Въ самомъ дфлЪ, каждой плос- 
кости будеть соотв$тетвовать свой шаръ, и вс$ эти шары 
пройдутъ черезъ одну точку О, лежащую на прямой, соеди- 
наяющей неподвижную точку © съ точкою пересЗченля вс хъ 
плоскостей. Слфдовательно прямая О есть общая хорда 
всзхъ шаровъ и плоскость, проведенная черезъь О перпен- 
дикулярно къ этой прямой, пройдетъ черезъ концы д1амет- 
ровъ, проведенныхъь во вс$хь шарахь черезъ точку ©. Но 
конецъ такого д1аметра на каждомъ шарз есть соотвьтст- 
венная точка плоскости, соотвфтствующей этому шару. И 
такъ вс$ соотвЗтственныя точки лежать въ одной плоскости. 

Отсюда слФдуетъ, что фигуры, построенныя въ простран- 
ствЪ, какъ показано было въ текстЪ, обладаютъ свойствомъ 
двойственности, точно также, какъ фигуры на плоскости, 
построене которыхъ получалось изъ дополнительныхь фи- 
гуръ на шарф. 
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ПРИМЪЧАНТЕ ХХХ. 


(Патая эпоха п‘ 51). 


О взаимныхъ кривыхъ и поверхностяхъ 
Монжа. Обобщен1е этой теор1и. 


Бзаимныя кривыя лии и поверхности суть сл5дуюцщия: 
Еели черезъ 5, у означимъ координаты точки плоской 
кривой, то координаты соотвЗтетвенной точки взаимной кри- 


( 
вой будутъ х’=7р, у’ =: — у, гдъ р=7 . Взаимность 
этихъ двухъ кривыхъ состоитъ въ томъ, что одна получает- 
ся изъ другой точно также, какъ вторая изъ первой. (См. 


Соттезроп4атсе зи’ Гесфе ровдесримаие, 1805, 1, Т, 73). 

Мемуаръ Монжа зму [ез зит[асез тескртодиез указанъ въ 
списк$ различныхъь его мемуаровъ, помфщенномъ въ началЪ 
его сочинемя Аррйсайоп ае Гапаузе а в Явотейзе (3-е 
изд. 1809). Онъ долженъ бы заключаться въ числЪ мемуа- 
ровъ института за 1808 годъ, но я думаю, что онъ не быль 
изданъ. Къ заглайю мемуара прибавлено сл дующие опредЪ- 
ленте взаимных повертностей: 


«Если т, у, 2 суть координаты точки кривой поверхности, 
дифференц1альное . уравнен1е которой есть 42 = рах + ау, 
то координаты 5, у, 2’ взаимной точки суть 


й , ? 

Хх =р у-@9 2 = + 9—2. 
МъЪето всЪхъ взаимныхъ точекъ есть поверхность взаимная 
съ данной. Взаимность этихъ двухъ поверхностей состоитъ 
въ Томъ, что первая есть м$ето взаимныхъ точекъ второй, 
также какъ вторая—м$ето взаимныхъ точекъ первой». 


Выражение х, у, 2 черезь ху’, у’, 2’ имфють такой же видъ, 
какъ и выраженя х’, у’, 2’ черезъ х, у, 2; дЪйствительно на- 
Ходим: 


х=р, У=4, а=рад’ +9 — г. 
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При одномъ взгляд на эти формулы замфчаемъ, что каж- 
дой касательной плоскости первой поверхности соотвът- 
ствует5 точка второй, п что, если касательныя плоскости 
проходять черезх одну точку, то соотвътственныя имё точки 
лежать в5 одной плоскости. 

ДЪствительно, касательная плоскость въ точкБ 2, 9, 2 
первой поверхности опред$ляется величинами ея координать 
в двухъ дифференцлальныхь кооффищентовь ри 4. Этими 
же величинами опредфляется и положеше точки 5’, у’, #', 
соотвЪтетвующей этой касательный плоскости. 


ДалЪе, если касательная плоскость, уравнене которой есть 
2—И=р @—Х)-+4(4—У) 


проходитъ черезъ точку х, В, {, то между коордитами х, у, 2, 
точки прикосновеншя будемъ имфть соотношение 


2—1=р (1— а) +4 (у— 2). 


Вставляя въ это уравненше выраженя х, у, 2 черезъ 2’, у’, 7’, 
2’, 4’, получимъ 


8’ -н- “ = ет’ -н- бу" 
1 


‘уравнене плоскости, какъь и слБдовало показать. 


Взаимныя поверхности Монжа можно, на основани этого, 
разсматривать, какъ преобразуемыя одна въ другую при по- 
мощи начала двойственности. И дЪйствительно, эт поверт- 
ности суть ничто иное, какь взаимныя поляры относитель- 
но парабалоида вралценля, уравнене котораю есть 


2+ у = 2. 


Это геометрическое построене поверхностей Монжа по- 
казываетъ, что они предетавляютъ только частный случай 
цлаго класса взаимныхъ поверхностей, которыя также мо- 
гутъь быть выражены аналитически и которыя съ геометри- 
ческой точки зрзтя суть взаимныя поляры по отношенио 
ЕЪ какой-либо поверхности втораго порядка. 
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Жаль, что мемуаръ этоть остался неизв стенъ. Было бы 
интересно узнать путь, который привель Монжа къ откры- 
тю взаимныхь поверхностей и, изъ безчисленнаго множества 
другихъ, именно т%хъ, аналитическое выражене которыхъь 
есть самое простое; интересно бы было знать, не теорлею 
ли полюсовъ поверхностей втораго порядка руководствовал- 
ся велиюй геометръ, и въ особенности важно было бы ви- 
дфть, какое употреблене дфлалъ онъ изъ раземотр$ня сво- 
ихъ взаимныхъь поверхностей. 


Мы знаемъ, что взаимных кривыя лини служили ему сред- 
ствомъ для произведения къ квадратурамъ интегрированя 
дифференцальныхъь уравненй съ двумя перем$нными вида 
у = х.Е(р) -: Кр), гдЪ Е(р) и Кр) означаютъ камя угодно 


функц р = Фу 

ах 
Естественно по этому догадываться, что Монжъ для та- 
кой же цфли изобрЪлъ и взаимныя поверхности и что онз 
служили ему для интегрирэваная уравненй съ частными 
дифференцалами для случая трехъ перем$нныхъ. ДЪФйстви- 
` тельно, нетрудно видфть, что онЪ могутъ быть пригодны 
для этого. Если нужно, наприм$ръ, интегрировать уравнене, 
съ частными дифференц1алами 


Е(х, у, 2, р, 4) = 0, 


то мы будемъ разематривать это уравнен1е, какъ относящее- 
ся къ поверхности „А, т.-е. предположимъ, что интегралъ 
его есть уравневте поверхности 4. 


Данному уравнен1ю соотв$тствуетъ другое, относящееся 
къ поверхности 4”, взаимной съ 4; это уравнене будетъ 


Е(р’, 4, рх 44’ — 2, у) =0. 


Еели это новое уравнеше интегрируется, то посл$ интегра- 
ци получимъ [(5х', у, 2’)—=0 иэто будетъь конечное уравне- 
не поверхности .4”. 
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Отъ этого уравнен1я путемъ исключешя перейдемъ къ 
уравненю поверхности „4, взаимной съ 4’, и это будетъ 
интегралъ предложеннаго уравненля. 

Если данное уравнен!е содержитъ дифференщал ьные коэф- 
фищенты втораго порядка 


(22 (22 __ 42 


—— 8 —=— — —— 
4х” ах4у ’ Фу* ? 

то и тогда способъ остается тотъ же. Мы переходимъ къ 
дифференщальному уравненю между т’, у’, 2’, 7’, 9’, г, з,# 
зам$няя дифференц1альные коэффищенты ух, 5, # ихь выра- 
жен1ями въ функции 7’ 5’. Для этихъ выражен!й находимъ 


у — 


| $, у’ 
г = 8 = $ 
УГ __ 9'? р] 7’ ___ $2 р. ГЕ $? 
и обратно 
р ( 8 у 
у’ = }'’.—_ ООН 236), 


к. т = 
УЕ — 82? УЕ— 3? УЕ — 3? 


286) Вычислене этихъ выражен!й очень просто. Дифференцируемъ 
уравнен1я х =’ и у = 4’ послВдовательно относительно хи у, раз- 
сматривая р’и 4’, какъь функщши х’и у’; такимъ образомъ получаемъ 
‚ел$дующя четыре уравненя. 


ду Тау у 
оо а м 
дх’° д ау’ ах 
ом аи 
а` ау а’ аб 
Но 
ар ' ар _ 94 _ ' 41 
д’ ‘а & ^ ч- 
и 
4х’ ар 4,’ 94. ах’ _ @р _ , у ар, 


др =” ар Ри Ри ии" 
22 
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Точно также можно поступать еъ уравненями, содержа- 
щими дифференцлальные коэффищенты выешихъ порядковъ. 

Но этоть способъ интегрирован1я не доставляетъ, кажет- 
ся, полныхъ интеграловъ, еодержащихъ произвольныя функ- 
ци, допускаемыя даннымъ дифференцальнымъ уравненемъ. 
Еели бы въ интегралъ уравнен!я, содержащаго перем нныя 
я, у’, г’, и относящагося къ поверхности 4’, входили про- 
извольныя функци, то онз помфшали бы переходу къ урав- 
нен1ю взаимной поверхности путемъ исключения. 

Это затруднене заставляетъь особенно сильно сожалЗть 
объ утратЪ сочиненмя Монжа, который такъ много сепособ- 
ствовалъ успЪхамъ науки въ этой деликатной части анализа. 
'” Мы сказали выше, что между взаимными полярными по- 
верхностями поверхности Монжа отличаются самымъ про- 
етымъ аналитическимь выраженемъ ихъ. Мы должны при- 
бавить, что есть другой разрядъ поверхностей, сходныхь съ 
поверхностями Монжа и такъ же просто выражаемыхь ана- 
литически, но эти поверхности не относятся къ полярнымъ. 

Соотношен1е между этими новыми взаимными поверхно- 
стями состоить въ сл5дующемъ. 

Кели черезъ 5, у, 2 означимъ координаты точки первой 
поверхности и черезъ ху, у’, г— координаты соотв$тствен- 
ной точки взаимной поверхности, то имЗемъ: 


’ 


Х =9 у=Ь-р # = — 1—4. 


, 
х =, уч=-7, 2=— рт —9у +2. 


Эти формулы, подобно формуламь Монжа, могутъ слу- 
жить для интегрирован1я уравнен1й съ частными дифферен- 


Поэтому предыдуция уравненя обращаютея въ 
1 =лл-+ $5 
О = х’з-н 5 
0 — 57-75 
1—5 + РЬ 
откуда ин получаемъ выражен1я 7, $, & черезъ 7’$’Ё и на оборотъ. 
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ц1алами и можеть случиться, что однз изъ нихь окажутся 
прим нимыми, тогда какъ другихъ употребить нельзя, т.-е. 
когда другя не ведуть къ интегрируемому уравненю. Если 
данное уравнене будетъ: 


Ех, У, 2, №, 4) =0, 
то по формуламъ Монжа оно преобразуется въ 
Еф’, Ч, Юх -- ЧУ — 2, х, У) = 0, 
а по новымъ формуламъ—въ 
Еа’, —,—рх — Чу +г,—У,1) =0. 


Возможны случай, что это второе уравнете интегрируется 
легче ч$мъ первое. 


Соотношен1я между дифференцальными коэффищентами 
втораго порядка такъ же просты, какъ и въ. формулахъ 
Монжа. Мы получимъ ихъ, дифференцируя уравнен!я х=9’, 
у = — р послФдовательно относятельно 5 и у, разематривая 
при этомъ 9’ и у’, какъ фучкци 5 н у’. Такамъ образомъ 
получаемъ четыре уравнев!я, изъ которыхь три условлива- 
ютъ собою четвертое и изъ нихъ находимъ: 


ЕО ОИИНЬ и р 
И’ ТЕ 8? ? УЕ — 3? 
И 
у’ . 8° | 
у — —— я = —————_. 
Г — 3?’ ИЕ — $? Рф — $? 


Наши новыя поверхности имфютъ между собою, также 
какъ и поверхности Монжа, озвфетное геометрическое со- 
отношене, которое можно выразить различнымь образомъ. 
Ограничимся однимъ изъ подобныхь выражений: 

Если дана первая поверхность, то ей можно сообщить. 
безконечно малое движене такою 10да, что плоскости, пер- 


пендикулярныя кь направленаямь движения различныхль ея то- 
22* 


Эт2 ПРИМЪЧАНИЯ. 


чекз, будуть касательными плоскостями взаимной повер- 
ности. 

Сообщаемое движене есть резильтатз двухз одновременных 
элементарныхь движений, изз которыль первое есть враща- 
тельное движенде около неподвижной оси 3, а второе—по- 
ступательное по направлению этой оси. 

Взаимныя поверхности Монжа и новыя поверхности, ко- 
торыхъ аналитическое выражене и геометрическое постро- 
ен1е мы только что изложили, представляютъ только част- 
ные случаи другихъ поверхностей, имфющихь боле общее 
аналитическое выражен!е и способныхъ, подобно первымъ, 
служить для интегрированя уравнений. 

Вотъ нфкоторыя общая формулы, относяшляся къ этимъ 
поверхностяме. 

Если означимъ черезъ х, 4,‘'2 координаты точки первой 
поверхности и черезъ р, 4—дЕа дифференщальные коэффи- 


42 42 
цента р ау ‚ то координаты взаимной точки второй по- 


верхности будутъ: 
„9 нид — 44Ч— 4р 
р” (р —н- 99 __ 2) 0” — р9— Пр 


= В В’ 69 № | 
0’” (рх -—- 49 —2) - 0” —0'9— Пр (1) 


— ("" (рх -+ 99 — г) +. С” — (9 __ Ср 
О” (рх-= 44 —2) —1”—19— Фр ) 


, 


8 


А, В, С, О, А’, В’, С’, р’, А”, ВБ”, С”, Т”, А”, В”, С””, 
, 
Г” суть произвольные коэффищенты. 


Точно также обратно 
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я — Гут —9у—г)+0 —Ва —Ар 

— О”’(р нд’ —г)-1-С”'— В" —А”р 

— Р’(р’х’ ду’ —2’)- С’ —Б'9' —А’р’ (2) 
К 0” (р’х-нду—г)--С”—В”—А”р 
, __ р” (ху —)-- С” —В"9' —А”р’ 

— р”(рх-ну—г)--С”"—Ва— Ар . 
Выражешя р’, 4’ черезь х, у, 2 и р, 4 черезъ 5, у’, 2 тре- 
буютъ довольно длинныхъ вычислен!й. Чтобы составить ихъ, 
означимъ символомъ (.4’ В” С”) многочленъ 


А’(В”С"— В”О”)-- А"(В”"С—В’С”)-- 4” (В’О"— ВБ"), 


черезь (Б’ С” 4”) многочлеяъ, получаемый изъ перваго 
чрезь замфну 4’ на В’, В” на С”, С” на А”, и по- 
добнымъ же образомъ друпе многочлены, которые можно 
составить изъ 16 коэффищентовь 4, В, С, О; А’, В’, С, 
Т’; А”, В”, С”, 0)”; А”, В”, С”, О”, взятыхь по три. 
При помощи этихъь сокращевй получаемъ для 7’, 9’ и для 
ф, Ч слБдующя выражения: 

‚ (В’С”Г”)х — (ВС) - (Б”ОТУг — (БС’О”)] 


чоиаинеть, 


—_ ФА’В”р-@’А”Ву + "АВ. — (ФАВ” 
, (С’О”А”)х — (С”р”А)у -- ((’”Б.А’)2 __ (СТ’А”) 


оланиининия 


= в". (’"Ву + "АВ: = ФАР) 
(Вс’р”)х —(С ПАС’ А” В”) —(А’В” С”) 


Р — (В”ОР’)х —(С”ОА)у -(О”’АВ,г —(А”ВО’ 
— Вор ОрАту рав АБО") 
4 =— (Вст __ (С Р.Ау’ -(р”АВг __ (А””ВС’)) 


Чтобы удобифе замфтить соотношен1я, существующйя меж- 
ду выраженями р’, 9’, р, 9, означамъ различные многочлены, 
входящ1е коэффицентами въ эти выражен!я, буквами а, 6, с, 
Ч а, 6, с’, 4’ и пр. именно: 
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(Б’ (”’ р”) Гу 
а — — (Б” (’”Т) ) р’ 


® 
| 


—___ (С’ р” А”) 
(С” Т’””А ) 


а” — (Б”С р’ ) р” — —_ (С’”р А’ ) 
0” — (Б (’ Г)” ) р’” — — (С д’ А” ) 
с = (0’4В”) &@ = МБ” 
с. — — (ф” А’” В ) ИМ — — (4” В’”С ) 
с” = (П”’А В) $#’= “4”ВО) 
с” — (р А’ В”) 
Тогда выражения р’, 9’, р, 9 будутъ 
‚__ ад-+ау чае — а” 
р — т + су +’ — с” 
__Ь и Ру +. р’ — 65” 
4 — сх су +- С”’2 —@” 
ах бул-нсг—4 
р ру и — а, 7 —@’ 
а = ахуе —Ф 


0’ -+- 6’ -+- С”’2' —_ " ы 


Въ формулахъ Монжа зам чается полная взаимность меж- 
ду выражешямих’, у’, 2’, 7’, 9’ черезъь 5, у, 2, 1, 9 и выра- 
жен1ями 2, у, 2,0, 4 черезъ т’, 9’, г’, 0’, 9’, т.-е. выражен!я 
эти имфютъ не только одинаковую форму, но и одинаковые 
коэффищенты. Тоже замфчаетея и въ тЪхъ формулахъ, ко- 
торыя мы вывели посл$ формуль Монжа. Но такой полной 
взаимности уже н%®тъ въ общихь формулахъ; въ нихъ выра- 
женя 7’, у, 2, р’, 9’ их, 9, 2 ф, 9 имЗютъ также одина- 
ковую форму, но коэффищенты различные. Чтобы придать 
этимъ общимъ формуламъ полную взаимность, достаточно 
располагать шестью изъ 16 произвольныхъ коэффищентовъ 
А, БВ, С, О, А’, ВБ’ ит. д. и положить 
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р=А”, р’=В”,, р”=0С”,, В= А”, (’—А”, С=В”; 
отсюда получимъ 


=”, ф=56”, ф =6”, 2—0’, =”, =”; 


тогда выражен!я 2’, у’, 2’, р’, 9’ останутся безъ перем$ны, 
выражен1я же х, у, 2, р, 4 будутъ: 


_ (р ия ду’ — 2’) А”—4’’— Ау’ 
— р”® 7 ’-ту—г’)—0”—0’9—Шу 


В” (р и г у —2 ”)-- В”— В'9 ! — Бу 
У Т’(ря—чу-2)-”—рч—Пр 


_ С”(’У -+4 у —2)-+(” —Са’ —Ср’ 
— Ф”’(рх--ау—г)-0”—Бч—Б 


ад’ нуна” — а” 
ео” —6" 


_ 9 оу -+р”2 / —”. 
— би-еу не’ —с" 


При этомь должно помнить, что изъ шестнадцати коэф- 
фищентовъ, заключающихся въ формулахь (1) и (3), только 
десять остаются произвольными, велфдетвье допущенныхъ 
шести равенствъ 0)’ = А” Ш’ = В” и пр. Этими десятью 
произвольными коэффицщентами можно располагать такъ, 
чтобы формулы упростились, или подходили бы къ задачамъ, 
къ которымъ мы желаемъ ихъ прим нить. 


Чтобы получить формулы Монжа, нужно вс$ коэффиц- 
енты, кром® А, В’, С”, сд$лать равными нулю и положить 


А=— 1, В = — 1, С” =1. 


< 
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ПРИМЪЧАНТЕ ХХХ! 


(Пятая эпоха, п’ 48). 


Новыя свойства поверхностей втораго порядка, 
соотв тствуюпия свойствамъ Фхокусовъ кониче- 
скихъ сз чений. 


$ 1. Свойства ЛИНЙ ЭКСЦЕНТРИЦИТЕТОВЪ ВЪ ПОВЕРХНОСТЯХЪ 
ВТОРАГО ПОРЯДКА. 


1. ‹Васательная и нормаль во всякой точк$ коническаго 
сфчентя прес$кзотся съ каждой изъ главныхь осей кривой 
въ двухъ точкахъ, гармонически сопряженныхъ относитель- 
но двухъ постоянныхъ точекъ; эти постоянныя точки веегда 
дфйствительныя на одной оси, это именно фокусы, и мни- 
мыя на другой» ***. 

Въ поверхности втораго порядка этой теорем соотв$т- 
ствуетъ сл$дующая: 

Нормаль у касательная плоскость в каждой точкь по- 
верхности вторалю порядка пересъкаютз каждую злавную 
плоскость поверхности “**) первая вь точкъ, вторая по пря- 
мой лини: | 

Точка есть вседа полюсь этой прямой относительно из- 
въетинло коническолю съченяя, лежалцоло в5 злавной плоскости; 

Бё плоскости наибольшей и средней оси это коническое 
съчеще есть эллитсв; 

Без плоскости наибольшей и наименьшей оси оно есть 
итербола. 


< 


287) Эти лвЪ точки даютъ на второй оси два мнимые фокуса, такъ 
что можно сказать, что коническое с$чен1е имфетъ четьре фокуса, изъ 
которыхъ два, лежание на большой оси,—дЪйствительные, а два, лежа- 
пе на малой оси,— всегда мнимые. 

88) Мы предполагаемъ, что поверхность имфетъ центръ, но теорема, 
высказываемая нами, сама собою прилагается также и къ параболоиду. 


/ 
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Наконеиь в5 плоскости средней и наименьшей оси дно всезда 
мнимое. 

2: Можно также разсматриавать слЗдующую теорему, какъ 
соотв тствующую вышеприведенному свойству коническихъ 
сзчений: 

Если в каждой точкъ поверхности вторало порядка про- 
ведемз нормаль кз поверхности и двь касательныя кб лин- 
ям5 кривизны в5 этой точкь, то эти три прямыя будуть 
встиутчаться с5 каждою из’ злавныхь дфаметральныхь плоско- 
стей в5 такихь трехь точкахь, что поляра каждой из низ 
относительно извъетноло коническало съченя, лежащоло вв 
70% же плоскости, проходить черезь двъ` друщя точки. 


3. Три коническя сЗчен1я, получаемыя на основан!и той 
или другой изъ предыдущихь теоремъ, совершенно опред лены 
и легко видЪть, что между каждымъ изъ нихь и поверх- 
ностью существуютъ слБдуюция весьма простыя соотноше- 
н1я, достаточныя для построен!я этихъ кривыхъ; именно: 
каждое из5 коническихь съченй, о которыхь мы човоримз, ле- 
жить 6в5 плоскости однозо из5 злавныхь съченй поверхности; 
оно имъеть фокусами фокусы этою съчешя и вершинами— 
фокусы двухь дручихть злавныхь съченй поверхности. 


4. Отсюда слФдуетъ, что большая ось эллипса и попереч- 
ная ось гиперболы лежатъ по наибольшей оси поверхности 
и что вершины эллипса суть фокусы гиперболы и наобо- 
ротъ, откуда выходить, что квадраты двухъ другихъ глав- 
ныхЪ осей этихъ кривыхъ, осей перпендикулярныхъ одна къ 
другой,—равны по величин$, но не по знаку. 

Что касается третьяго, мнимаго, коничеекаго сЪчен!я, то 
оно иметь два дВйствительные фокуса, лежащле въ кояцахъ 
малой оси эллипса. Квадраты двухъ мнимыхъ главныхь осей. 
его равны, за исвлюченемъ знака, квадратамъ большой оси 
эллипса и поперечной оси гиперболы. 

5. Если допуетимъ, что коническое сЪчене имЪетъ че- 


тыре фокуса, лежащихь по два на обЪфихъ главныхъ осяхъ 
и изъ которыхъ два дЪйствительные, а два мнимые, то со- 
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отношене между этими тремя кривыми можно выразить 
такъ: 

Если дана одна изз трель кривых, то каждая изз двуль 
друзих» лежить в5 плоскости, перпендикулярной кз плоскости 
76260% кривой и проходящей черезз одну изз ея плавных осей, 
и имъетз вершинами тъ фокусы и фокусами тт вершины 
первой кривой, которых лежать в5 этой злавной плоскости. 

Этого достаточно для полученя двухъ коническихь с$че- 
нй, когда третье дано. 


6. Пуеть будетъ для ясности 
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уравнен1е поверхности; тогда уравнен1я трехъ коническихъ 
сфченй, о которыхъ мы говорямъ, будуть 


у 
= = ] 
а’—5* 6—6 
и -+-  — 1 
а’— В? с? 6? — 
2 2 
7) 
У -+ 5 = 1. 


Если @>6`>с, то первая кривая, лежащая въ плоскости 
ду, будетъ эллипсъ, вторая, въ плоскоети 7х2, — гипербола 
и третья, въ плоскости 92,—кривая мнимая. 


7. Эти три кривыя мы назовемъь лишями эксциентриците- 
71065, или фокальными коническими спченями. *37. 


827) Я буду употреблять первое названйе, хотя и предпочелъ бы вто- 
рое по причинЪ его полной аналоги съ назван1емъ фокусы конпческаго 
сфченя. Но Ветле далъ уже назван1е фокальныхь ли кривымъ треть- 
яго порядка, представляющимъ м$сто фокусовъ всЪхъ плоскихъ сЪче- 
н1й, образуемыхъ извЪфстнымъ образомъ на конус втораго порядка, и 


потому я не могу употреблять то же слово для обозначен1я другихъ 
кривыхъ. 
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Какъ коническое сЗчене имЗетъ двф пары фокусовъ, или 
два эксцентрицитета, изъ которыхъ одинъ-—мнимый, точно 
также поверхности втораго порядка имВють три фокальныя 


кривыя или лини эксцентрицитетовь, изъ которыхъ двъЪ 
дЪйствительныя, а третья мнимая. °3*) 


8. Изъ предложеннаго построен!я лин! эксцентриците- 
товъ поверхности втораго порядка видимъ:- 


Если злавныя стченя двухз поверхностей втораю порядка 
описаны ‘изз однижь и тльть же фокусовь, то онъ имтъють 


Эти фокальныи лин1я третьяго порядка я предложилъ бы называть 
Росо\4ез, или еще лучше Рософсае, согласно съ идеями Дюпена о но- 
менклатурЪ въ геометри (Деоеюрретепз 4е Свотене, примфчане въ 
четвертому мемуару). Тогда имя фокамныхь коническихь спчешй, или 
просто фокальныхь линё (Росме), получили бы дв$ кривыя, играющя 
въ поверхностяхъ втораго порядка ту же роль, какъ Фокусы вт, кони- 
ческихъ сФчен1яхъ. И когда эти кривыя разсматриваются въ ихъ вза- 
имной связи, безъ всякаго отношеня въ поверхности, къ которой онф 


принадлежать, ихь можно бы называть сопряженными фокальными ли- 
ями. 


88) Можетъ, безъ сомнфвя, показаться страннымъ, когда мы гово- 
римъ, что изъ двухь энсцентрицитетовъ коническаго с$чен!я одилнь есть 
мнимый, или, что изъ трехъ лиЙ эксцентрицитетовъ поверхности вто- 
раго порядка одна мнимая, тогда какъ извфетно, что мнимыя величины 
являются не иначе, какъ попарно. Но мы можемъ сказать на это, что 
коническое сЗчене имЗетъ еще третью пару фокусовъ, которые всегда 
мнимые и лежать въ безконечности. На эти фокусы еще не обращали 
вниман!я, потому что при изсл$довани коническихъ сЗченй не стара- 
лись открыть настоящее происхожден!е ихъ обыкновенныхъ фокусовъ 
и усмотр$ть аналоги, существуюпая между ихъ особыми свойствами 
и общими свойствами всякой другой точки въ плоскости кривой. Точно 
также каждая поверхность втораго порядка имфетъ четыре лин1и эксцен- 
трицитетовъ, изъ которыхъ одна всегда мнимая и лежитъ въ без- 
конечности. 

эдзеь намъ безполезно разематривать третью пару фокусовъ кони- 
ческаго сЪфчен1я и четвертую лив!ю эксцентрицитетовъ поверхности. 
Откладываемъ до другаго времени изслФдован1е общихъ свойствъ конЕ- 
ческихъ сфчешй п поверхностей втораго порядка, изъ которыхъ про- 


истекаютъ относительныя свойства фокусовь и лин жсцентриии- 
тетовз. 
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однъ и тлъьже лими эксцентрицитетовь; и обратно, ссли 
двъ поверхности имъють однь и тьъже лими эксцентрици- 
тетовз, 70 злавныя съченя ить описаны изз оунитф и ть 
же фокусов. 

9. Объяснивъ достаточно опред$леше и построене лиюй 
эксцентрицитетовъ въ поверхностяхъ втораго порядка, мы 
изложимъ теперь мног1я свойтева этихъ кривыхь и укажемъ 
аналегю ихъ съ изв$стными свойствами фокусовъ въ кони- 
ческихъ сЪчен1яхъ. 

‹Если около коническаго сЗчен1я описанъ уголь, то двз 
прямыя, дБлящля пополамъ самый уголь и его дополнете, 
пересЖкаются съ каждой изъ двухъ главныхъ осей кривой 
вЪ двухъ точкахъ, гармонически сопряженныхь относительно 
фокусовъ, лежащихъь на этой оси.> 


Точно также 

Если около поверхности вторало порядка описанз конус, 
то три мавныя оси ею пересюкаютз каждую из треть злав- 
ных5 аметральныхь плоскостей поверхности в5 такить 
трель точкахь, что поляра каждой изз нихь относительно 
ищи, эксиентрицитетовь, лежащей в5 этой же фаметраль- 
ной плоскости, проходить черезь дв остальныя точки. 

10. «Если изъ какой-нибудь точки въ плоскости кониче- 
скаго сВчен1я проведемъ къ фокусамъ его дв прямыя, то 
онф будуть одинаково наклонены къ прямой, д$лящей по- 
поламъ уголъ между двумя касательными, проведенными къ 
кривой изъ той же точки»>. 


Для поверхностей имЗемъ такую соотвЪтственную теорему: 


Если примемз какую нибуф точку пространства за общую 
вершину двухь конусов, из которыть одинз описань около 
поверхности втораю порядка, а друюй имъеть основанемь 
одну изз лин эксцентрицилиетовь этой поверхности, то 
два таже конуса будуть имъть одни и тъ же злавныя съ- 
ченя и тъ же фокальныя лищи. 


11. «Если изъ какой-нибудь точки коническаго с$чен!я про- 
ведемъ дв прямыя кь его фокусамъ, то он будутъ одина- 
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ковы наклонены какъ къ нормали, такъ и къ касательной 
коническаго сЪчен!я въ этой точкЪ». 

Это—одно изъ самыхь древнихъ свойствъ коническихь с$- 
чен!й; ему соотвЗтствуеть для поверхности сл$дующая те- 
орема: 

Если будемь разсматривать точку поверхности вторало 
порядка, как вершину конуса, имюющало основанемз одну из 
ний эксцентруицитетовь поверхности, то нормаль кз по- 
вертности и касательныя кз двум5 лимямз кривизны в5 этой 
точкь будуть злавными осями конуса “*°). 

Если поверхность есть читерболоидь с5 одною полостью, 
то двъ образуюиия ею, проходяийя черезх вериину конуса, 
будуть фокальными лимями конуса. 

12. Изъ первой части этой теоремы заключаемъ: 

Если черезь касательную линйю в5 какой-нибудь точкь по 
верхности вторало порядка проведемь двъ касательныя плос- 
кости кз одной из5 лин эксцентрицитетовь, то онъ бу- 
дут одинаково наклонены кз той касательной плоскости по- 
верхности, которая проходить черезь упомянутую касательную 
линию. 

13. Изъ теоремы 10 можно вывести многя сл$детвя. 

Такъ, если два конуса втораго порядка имфють общая 
главныя оси и т$ же фокальныя линши, то они перес$ка- 
ютея между собою подъ прямыми углами *°°) и изъ теоремы 
10 заключаемъ: 

Для маза, помпщеннало в5 какой уюдно точкь простран- 
ства, будетз казаться, что внъшнйй контуюь повертности 
в7торало порядка и одной изх ея лийй эксцентрицитетове 
пересъкаются между собою подё прямыми умами. 


28%) Такъ что, если коническое сФчен1е, служащее основанемъ ко- 
нусу, принимается за линйю эвсцентрицитетовъ позерхности втораго 
порядка, проходящей черезъ вершину конуса, то поверхность эта бу- 
деть нормальна къ одной изъ трехъ главныхь осей конуса. 

2% Методте зиг 1ез ртортее$ депегщез 4ез сбпез ди зесоп@ аед- 
уё, р. 28. 
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14. Два конуса, им$юпе общую вершину и основан1ями 
которымъ служатъ дв$ лиши эксцентрицитетовъ поверхности, 
имфють одн% и тЪ же главныя оси и фокальныя лини; сл$- 
довательно эти конусы пересЪ$каются подъ прямыми углами 
и мы можемъ выразить это такъ: 


Из5 какой бы точки пространства мы не разсматривали 
двъ лини эксиентримитетовь поверхности вторалю порядка, 


он вседа будуть казаться пересюкающимися под прямыми 
ллами. **') 


15. Если вмЪесто конуса опишемъ около поверхности ци- 
линдръ, то теорема 10 обратится ръ такую: 


Если около поверхности вторало порядка отилиемь цилиндре 
и черезь одну изъ линйй эксцентрицитетовь поверхности про- 
ведем друюй цилиндрз, образуюищия которало параллельны 
образующимь перваю, то основамями этихжь цилиндровь в 
плоскости, перпендикулярной кз ить образующимь, будут» два 
коничесяя спченя, отисанныя изз одниль и тъль же фо- 
кусовз. 

1$. Отеюда заключаемъ: 


Прямоуюльныя проэкии двуль ли эксиентрицитетовь 
поверхности втораю порядка на какую уюдно плоскость суть 
два коничестя стъченля, описанныя изз однихь и тълъ же 
фокусов. 


17. Таже теорема 10 могла бы доставить еще много слЪд- 
ствй, относящихея къ систем поверхностей, имЪющихъ 
одн$ и т$ же ланш эксцентрицитетовъ; но въ настоящую 


минуту мы должны ограничиться свойствами только самыхъ 
ЭТИХЪ ЛИНИЙ. 


291) Я имфль уже случай высказать эту теорему въ Метофте зиг 163 
рторт4е $ двтетоез 4ез зитТасгв ае твооТиНот въ У том М№оиу. Мет. 
4е ГАса4. Че ВтгихеИез, 1829; тамъ я замфтилъ, что два коническ!я 
сфчен1я, о которыхъ идетъ р$чь, обладають многими другими, еще не 
открытыми, свойствами. И дЪйствительно, въ настоящемъ Прим5чанш 
изложены мног1я евойетва, которыя мнЪ кажутся новыми. 


ПРИМЪЧАНТЯ. 383 


18. Фокусы коническаго сБчен1я обладаютъ однимъ общимъ 
свойствомъ, которое, какъ отличительное, могло бы служить 
опредБлентемъ фокусовъ; именно: 

«Если черезь произвольную точку въ плоскости кониче- 
скаго сЪчен1я проведемъ дв$ взаимно перпендикурныя пря- 
мыя такъ, чтобы полюсъ одной, относительно коническаго 
сЁчен1я, лежалъ на другой, то эти прямыя перес$кутъ каж- 
дую изъ главныхъ осей въ двухъ точкахъ, гармонически со- 
пряженныхъ относительно двухъ постоянныхъ точекъ. Эти 
точки будуть дфйствительныя на большой оси кривой, имен- 
но—фокусы, и—мнимыя на малой оси>. 

Для поверхностей имфемъ подобнымъь же образомъ сл$- 
дующее характеристическое свойство линй эксцентрици- 
тетовъ: 

Если черезз произвольную точку вв пространствъ прове- 
дем три взаимно перпендикулярныя прямыя такь чтобы 
поляра каждой изз нихь, взятая относительно данной по- 
вертности вторалю порядка, лежала в5 плоскости двухь дру- 
ить, то эти три прямыя будуть пересъкить каждую изь 
треть злавныхь плоскостей поверхности 5 такить треть 
точкахь, что поляра каждой изз ниль, относительно лини 
эксцентрицитетовь, лежащей в5 той же плоскости, про%- 
деть черезь двъ друия точки. 

19. Чтобы видЪфть аналогю между извЗетными свойствами 
фокусовъ и н$®которыми свойствами линй эксцентриците- 
товъ,.о которыхъ мы хотимъ говорить, нужно разматривать 
двойной эксцентрицитеть коническаго сЪченя, т.-е. пря- 
мую, соединяющую два фокуса, какъ коническое сфчене, 
малая ось котораго равна нулю. При этомъ каждую прямую, 
проведенную черезъ фокусъ, мы можемъ разематривать, какъ 
касательную къ такому коническому сЪЗчен!ю. 

20. ИзвЪетно, что «полюеъ всякой сЪкущей, проведенной 
черезъ фокусъ коническаго сЪчен1я, лежить на перпендику- 
ляр$, возставленномъ изъ фокуса къ этой сфкущей>. 

Точно также, каждая сюкущая плоскость, касающаяся ли- 
и эксцентрицитетовь поверхности вторалю порядка, имъ- 
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ет полюсь, относительно этой поверхности, на перпендину-' 
ляръ къ плоскости, возставленномь `‘изь точки ея прикосно- 
веня къ лини эксцентрицитетове. 

21. Предыдущая теорема относительно коническихь сЗче- 
ый есть частный случай слБдующей теоремы, которая мо- 
жеть быть никёмъ еще не замБчена, но которую нетрудно 
доказать: 

«Если въ плоскости коническаго сфчен1я проведемъ про- 
извольную СсЗкущую, затЗмъ возьмемъ ея полюсъ относи- 
тельно этой кривой и еще точку, гармонически сопряженную 
относительно фокусовъ съ тою точкою, въ которой сЪкущая 
пересЗкаетъ большую ось, то прямая, соединяющая эти 
дв точки, будеть перпендикулярна къ сЗкущей». 

Точно также, яусть дана поверхность вторало порядка и 
проведена какая-нибудь сюкущая плоскость; ‘если возъмемь по- 
люсё плоскости отиюсительно поверхности и полюсь лини 
перестченя этой же плоскости сз плоскостёю одной изз ли-` 
в эксцентрицитетовь относительно этой лини, то пря- 
мая, соединяющая два полюса, будет перпендикулярна кё ст- 
кущей плоскости. 

22. «Произведевне разетоянй фокусовъ коническаго с$- 
чен!я отъ всякой касательной постоянно». Если черезъ фо- 
кусы проведемъ дв$ прямыя, параллельныя касательной, ко- 
торыя мы будемъ разсматривать, согласно съ тфмъ, что было 
сказано выше въ 7° 19, какъ касательныя кь двойному 
эксцентрицитету, то произведене разстояй этихь прямыхъь 
отъ касательной, будетъ постоянно. 

Точно также: в5 поверхности втораю порядка, произведенае 
разстолнёй всякой касательной плоскости оть ттьхь двуть 
тточекь лини эксцентрицилтетовь, вх которыть ея касатель- 
ныя параллельны этой плоскости, —постоянно. 

23. «Произведенше разстоянйй фокуса коническаго сЗчен1я 
оть двухъ параллельныхъ касательныхь постоянно›. 

Точно также, хроизведене разстоян каждой точки лини 
эксиентрицитетов»ь поверхности вторалюо порядка 0тз двух 
касательные плоскостей, параллельные какъ между собою, 
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так и с5 лишею, которая касается этой кривой в5 разсмат- 
риваемой точкь,—постоянно. 


24. «Если черезь фокусъ коническаго сЗчен!я проведемъ 
прямую, параллельную какой-нибудь касательной, то раз- 
ность квадратовъ разстоянй этихъь прямыхъ отъ центра ко- 
ническаго сЪчен1я— постоянна>. Это прямо слБдуетъ изъ 
того, что произведене разстоянй фокусовъ отъ касатель- 
ной постоянно. 

Точно также, если ‘проведемь касаительную плоскость #5 
поверхности вторалю порядка и параллельную ей касател- 
ную плоскость кз одной из5 ли эксцентрицитетовь, то 
разность квадратовь разстоянй этихь плоскостей отз центра 
поверхности будеть постоянна. | 

Эта и предыдущая теоремы могутъ служить для построе- 
ня лин эксцентрицитетовъ поверхности. 


25. «Вершина прамаго угла, котораго одна сторона сколь- 
зеть по коническому сфченю, а другая проходить черезъ 
фокусъ, описываетъь окружность, построенную на большой 
оси, какъ на даметрЪ>. 

Точно также, вершина трераннаию ума, составленналю 
из5 трель прямыть, которало одна зрань скользить по поверт- 
ности вторало порядка, а двъь друия по двумз ея линямь 
эксцентрицитетовь, описываеть поверхность шара, постро- 
еннаю на наибольшей оси, какё на дфаметръ. 


26. Дв$ грани треграннаго угла, составленнаго изъ пря- 
мыхъ плоскихъ угловъ, могутъ скользить по поверхности, а 
третья по одной изъ лиЙ эксцентрицитетовъ; или дв грани 
по одной лини эксцентрицитетовъ, а третья по поверхности, 
или по второй лини эксцентрицитетовъ;—во всЪхъ этихъ 
трехъ случаяхъ вершина треграннаго угла описываетъ шаръ, 
но во всЪхъ случаяхъ различный. 


27. По изложеннымь нами уравненямъ и построенямъ 
легко узнатъ въ лишяхъ экецентрицитетовъь поверхностей 
втораго порядка кривыя, уже давно найденныя многими 
геометрами. Дюпенъ нашелъ ихъ, какъ геометрическое м$сто 
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центровъ безчисленнаго множества шаровъ, касающихся 
трехъ данныхъ шаровъ *”) и потомъ какъ предфль рядовъ 
поверхностей втораго порядка, опред$ляющихъ взаимно ор- 
тогональныя траэктор1и *’°); Бине встр$тиль ихъ, какъ 
мфста точекъ въ пространств, въ которыхъь два главные 
момента инерци твердаго т$ла равны между собою *°°); 
Амперъ—какъ мЪФста точекъь въ твердомъ тЪлЪ, черезъ ко- 
торыя проходить безчиеленное множеетво постоянныхъ осей 
вращен!я °°5); Кетле 5), а потомъ Демонферранъ ?*) и 
Мортонъ *°*),— какъ мЪето вершины веЗхъ конусовъ враще- 
н1я, которые можно провести черезъ данное коническое с3- 
чен!е; Шлтейнеръ **°) и позднфе Бобялье 3°°) —какъ м$ето 
вершины конусовъ вращен1я, описанныхъ около данной по- 
верхности втораго порядка. 

Но въ разнообразныхъ изыскан1яхъ этихъ геометровъ, какъ 
мнЪ кажется, нЪтъ ничего, что могло бы навести на мысль 
объ аналоги, обнаруженной нами между свойствами п этихъ 
кривыхъ относительно поверхностей, къ которымъ он при- 
надлежатъ, и между свойствами фокусовъ въ коническихъ 
сЪчен1яхъ. 

Многя изъ свойствъ этихъ кривыхъ представляють болЪе 
полноты, нежели свойства фокусовъ; причина этого заклю- 
чается въ большей общности поверхностей втораго порядка, 
которыя имфюта три измЪреня и обращаются въ коническя 


—————ы—ы—ы—"—-—ы——=—>_--— 


22) Ооттезропдатсе зитг РГесфе рощесйтлаче, &. Т,р. 25, её +. П, р. 424. 

293) Пезеюрретея ае С’вотеиче, р. 280. 

2%) Лоитпа] ае Ресйе ройдесйтлаие, ХУТ, р. 63. 

295) Шетозге зиг 1е8 ахез регтатетз @в тоайот Чез с0773, р. 55. 

296) Уомуеаих Метозтез 4е Г.Асадетяе 4е ВтгихеИез, 1830, +. П, р. 
151 её Соггезропаатсе тафетайачие, %. ПП, р. 274. 

297) ВиПейп ае 1а золее уийотайдие, 1835. 

298) Тлатзаснот$ ор Ше ойозормем зомем ор  СатЬтчаде 
$. ПП, 185. 


9) Майет. Тото] хоп СгеПе, %. Т, р. 38, её ВиЦейи 4е Еегиззас 
1827, р. 2. 


300`) Соттезроп4атее тоййетайчие де Одцеееф, +. ТУ, р. 157. 
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сВченля только тогда, когда утрачиваютъ одно изм$рене. 
Отсюда сл$дуетъ также, что нЪкоторыя сл$детия и частные 
случаи общихъ свойствъ лившй эксцентрицитетовъ не могутъ 
имфть себЪ соотвфтствующихь между свойствами фокусовъ; 
это именно тогда, когда въ общемъ характер утрачивается 
именно то, что составляло ихъ аналогю, или ихъ свазь, съ 
свойствами фокусовъ. 


Прибавлеве: Миндингъ, докторъ Берлинскаго университета, въ 
мемуарЪ подъ заглавемт: Ожетзислипо, бётейепа @е Етаде 
пасй етет Ищейут Ме пеМ ратаП@ег Ктайе, доказалъ за- 
мфчательную теорему, доставляющую новое свойство лин1й экцен- 
трицитетовъ въ поверхностяхъ втораго порядка. Воть эта те- 
орема: 

„сли силы системы таковы, что не находятся вь равновъе, 
цу если будемь ихь обращать около точекь приложешя, не измняя 
хо взацмноло наклонетя, то будеть безчисленное множретво поло- 
жен, в5 которыхь эти силы моцуть быть замънены одной состав- 
ной. Паправлеме такой составной силы вседа пересъкается сь 
зллитсомь и итерболой, лежащими в двухь взаимно пертендику- 
лярныхь плоскостях иъющими друзь къ друу такое соотноше- 
но, что фокусы одной кривой совпадають сь вершинами друзяй. 

Обратно, каждую прямую, соеднияющую точку эллипса съ точ- 
кою зитерболы, можно разсматриватоь, какъ направлен составной 
для извъстналю положевя системы силь“. (См. Сотрез теп4из 
Чез звапсез 4е ГАсаастие @е заотсез Ае Ратаз, 1835, р. 282, и 
Мой. Зоитп. СгеПе, +. 14.) 

Разематривая эти двЪ кривыя, какъ передфль рада поверх- 
ностей втораго порядка, вписапныхъ въ одну обертывающую 
новерхпость, мы приходимъ къ догадкБ, что теорема Миндинга 
есть только частный случай болБе общей теоремы, въ которой 
роль, подобную роли коническихъ сБченй, птграютъ поверхности 
втораго порядка. 

Наприм$ръ, вмфето того предположеная, что силы системы, 
обращаясь около точекъ приложеня, принимаютъ положене, при 
которомъ онф$ имЪютъ одну составную, можно допустить, что 
наименьшая пара при извфстномъ положен1и имБетъ данную ве- 
личину (въ случаЪ одной составной это —нуль), и искать,’ каково 
должно быть при этомъ въ пространств положен1е оси этой 
нанменьшей пары, или чуентральной оси моментов. (См. Еетепз 
4е Зачие, раг Гозо 6-е 64. р. 359.) Результать такаго 
изысканя долженъ необходимо вест къ обобщен!ю прекрасной 
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теоремы Миндинга и можетъ быть при этомъ значительную роль 
будутъ играть поверхности втораго порядка. 

Теоря системы силъ, вращающихся около своихъ точекъ при- 
ложеня, при чемъ ихъ величина и относительное положене 
остаются безъ перемны, становится значительно обширн$е и. 
можеть вести къ очень многимъ интереснымъ задачамт, если, не 
ограничиваясь случаемъ одной составной, мы будемъ въ ней 
разсматривать иентральную ось моментовз. Такъ наприм$ръ: 

1) Если центральная 06ь моментовъ остается параллельна 
одной и той же прямой, то какую цилиндрическую поверхность ` 
она описываетъ? 

2) Если она остается параллельна олной нлоскости, то какой 
кривой поверхности касается она во вс$хъ своихъ положен1яхъ? 

3) Если она должна всегда проходить черезъ одну точку, то 
какова описываемая ею коническая поверхность? 

4) Если она остается постоянно въ одной плоскости, то какую 
кривую отибаетъ. 

Въ настоящее время мы не можемъ заниматься подобными 
изыскан1ями и указываемъ ина нихъ только потому, что надф- 
емся возбудить интересъ къ нфкоторыхъ читателяхт. 


28. ВеБмъ евойствамъ коничесжихь сфченй сущеествуютъь 
соотв тственныя въ конусахъ втораго порядка, въ которыхъ 
роль фокусовъ играютъ фокальныя лини. Но и конубы им$- 
ютъ одно отличительное свойство, которымъ мы пользова- 
лись для изученя фокальныхъ прямыхь *'), которое однако 
не можеть имфть мЪета въ коническихъ сЪчен1яхъ, хотя оно 
и ведетъь непосредственно ко многимъ свойствамъ фокусовъ 
этихь кривыхъ. Это свойство состоитъ въ томъ, что каждая 
плоскость, перпендикулярная кь фокальной лини, переспкаеть 
конусё по коническому стъченю, одинз изз фокусов» которало 
есть точка пересъченя этой плоскостии с5 фокальной лишсй. 

Естественно думать, что этой теорем5 должна существо- 
вать соотвфтетвенная въ поверхностяхъ втораго порядка. И 
дЪйствительно, находимъ: 

Каждая линя эксцентрицитетовь поверхности вторало 
порядка имъеть то свойство, что нормальная плоскость в5 


301) М6тоше заг 1ез ргорт166з збрбга]ез 4ез сбпез аи зесопа дес 
гё р. 13. # 
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каждой ея точкь перескаеть поверхность по коническому 
съченю, имюющему фокусё в5 этой точкь. 

Теорема представляетъ полную ана№г1ю между лин1ями 
экецентрицитетовъ поверхности втораго порядка и фокаль- 
ными лин!1ями конуса того же порядка. 


29) Есть еще одно основное свойство коническихъ сЪче- 
нй, которое существуеть также въ конусахъ, но соотвЪт 
ственнаго которому мы не указали еще въ поверхностяхъ 
втораго порядка. Именно: «сумма или разность радтусовъ 
векторовъ, проведенныхъ изъ точки коническаго с$чен!я къ 
двумъ его фокусамъ, постоянна». Мы долгое время старались 
найти что-нибудь подобное для поверхнбсетей, но напрасно. 
Мы искренно желаемъ, чтобы предметъ этотъ показался до- 
статочно интереснымъ, чтобы вызвать новыя изелфдованИя. 
Хотя мы им$емъ ифкоторыя основан1я предполагать, что 
искомая теорема ве можеть выражаться такь же просто 
(ехрИсце), какъ для коническихъ сфченй, но т$мъ не менфе 
думаемъ, что здфеь остается еще открыть н$Ъчто новое и 
что эта задача заслуживаетъь вниман!я и труда геометровъ. 


$ 2. Свойство двУХЪ ИЛИ ТРЕХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ, ИМЬЮЩИХЪ ОДНЪ 
И ТВ ЖЕ ЛИН1!И ЭКСЦЕНТРИЦИТЕТОВЪ. 


30. Мы разематривали до сихъ поръ соотношен1я, суще- 
ствующ!я между поверхностями втораго порядка и ихъ ли- 
ншями эксцентрицитетовъ. Теперь будемъ говорить о евой- 
ствахъ, принадлежащихь двумъ и тремъ поверхностямъ, им%- 
ющимъ однз и т$ же лиши эксцентрицитетовъ. 

«Черезъ каждую точку можно провести два коничеекя сЪ- 
чен!1я, им$юцйя общими фокусами двЪ данныя точки; одно 
изъ нихъ—оллипеъ, другое—гипербола; они пересЗкаются 
подъ прямыми углами и касательныя къ нимъ въ каждой 
точк$ пересЪченя дфлять пополамъ два дополнительные 
угла, составляемые лин1ями, проведенными изъ этой точки 
къ фокусамъ кривой». 

Точно также: черезз каждую точку пространства мож- 
но провести три поверхности второ порядка, имъюиия 
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общею линею эксиентрицитетов5 данное коническое стчеве; 
одна изз этиль поверхностей есть эллитсоидз, друлая — читер- 
болоидз сё одною поМостью и третья—литерболоидь с5 двумя 
полостями. Эти три поверхности пересъкаются попарно 
7005 прямыми уллами; три касотельныя кз мимямь ить пере- 
съчешя в5 общей точкь суть мавныя оси конуса, вершина 
которало лежите в5 этой точкъ и основанемь которому слу- 
житз миия эксцентрицитетовь; фокальныя лийи этою ко- 
нуса суть двъ образуюиия зитерболоида съ одною полостийю, 
проходяиия черезь вершину конуса. 


Прибавимъ къ этому, что кривыя пересЪчен1я поверхно- 
стей суть ихъ линш кривизны; это уже доказано было Дю- 
пеномъ и Бине. 


31. Изъ этой теоремы выводятся разнообразныя слЪдетвя 
на томъ основании, что большая чаеть евойствъ, относя- 
щихся къ одной поверхности и ея лимямъ эксцентриците- 
товъ, ведетъь къ свойствамъ двухъ или многихъ поверхностей, 
имфющихъь однз и тз же лин эксцентрицитетовъ. 


32. Такимъ образомъ изъ теоремы 7’ 11 заключаемъ: 


Если двъ поверхности втораю порядка имъють однъ и 
ль же линии эксиентрицитетовь и если какую-нибубь точку 
пространства примемь за общую вершину двуль конусовв, 
описанныхь около поверхностей, то эти конусы будутз имьъть 
однь и ть же оси и ть же фокальныя лими. Главныя оси 
конусов будуть нормали кь трем поверхностям, проведен- 
нымь черезь общую вершину конусовз и имтющимз с5 данны- 
ми поверхностями одинаковыя лими  эксцентрицитетове. 
Двъь фокальныя линши будуть образующими одной изз этих 
трехь поверхностей, именно зитерболоида сё одною полостью. 


33. Изъ этой теоремы выводимъ: 


Если деъ поверхности втораю порядка имтють однь и 
ть же лиши эксиентрицитетовь, то видимые контуры их 
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из5 какой уюдно точки пространства будуть казаться пефе- 
съкающимися подё прямыми умами. 3”) 


34. И потому деъ тавмя поверхности моипиз представ- 
лять 0въ полости, составляюиия в5 совокупности мъсто 
центровз кривизны одной опредъленной поверхности. 


35. Если вершина конуса удалена въ безконечность, то 
теорема ях” 32 доставляеть слздующую: 

Если двъ поверхности вторало порядка имъютз одньь в тль 
же лини эксцентрецитетовь и если представимз себъь два 
‘цилиндра, описанные около этих поверхностей и ‘импюиие 
параллельныя образующия, то съчеме этихь цилиндровз плос- 
костйю, перпендикулярною кз образуюцщуимь, будеть состоять 
изъ двужь коническихь спченй, имюющихль одинаковые фокусы. 

Мы видимъ, что свойство двухъ такихъ поверхностей, со- 
стоящее въ томъ, что главныя сБчешя ихЪ описаны изъ 
однихъ и тфхъ же фокусовъ, есть частное слфдетв!е этой 
теоремы. 


36. «Если касательную и нормаль въ какой-нибудь точк\ 
коническаго с$ченя примемъ за главвыя оси и построимъ 
два друг1я коническ1я сЪчен!я, проходяпия черезь центръ 
даннаго и соотв$тетвенно нормальныя Къ его главнымъ 
осямъ, то 

1. Оба эти коническмя сЪченя будуть имфть одни и т% 
же фокусы. 

2. Оси ихъ, направленныя по нормали къ данному кони- 
ческому сЗчен1ю, будутъ соотв$тетвенно равны тЪмъ глав- 
нымъ осямъ его, къ. которымъ эти кривыя нормальны›. 

Точно также 

Если нормаль и двеъ касательныя къ лимямь кривизны в5 
какой-нибудь точкь поверхности, вторало порядка примемз за 


30?) Эту теорему я доказалъ уже для двухъ поверхностей вращеня 
въ моемъ мемуарЪ объ общихъ свойствахъ этихъ поверхностей, и для 
двухъ какихъ-нибудь поверхностей, какь изложено здфеь, въ мемуарЪ 
о построени нормалей къ различнымъ механическимъь кривымъ, пред- 
ложенномъ филоматическому обществу въ апрфлЪ 1830 г. 
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адавныя оси трежь дручихь поверхностей вторао порядка, 
протодящиле чрезз центръ данной и соотвьтственно нор- 
мальныхь кз тремз злавнымз осям ея, то 

1. Эти три поверхности будутх имъть ть же ииии 
эксцентрицитетовз. 

2. Дваметры этихь поверлностей, направленные по норма- 
ди кз данной, равны соотвътственно тм трем ея фамет- 
рамз, которые нормальны кь этимъ тремь поверлностяме. 


37. Признакъ, поесредствомъ котораго въ анализ$ выра- 
жается, что главныя с$ченая двухъ поверхностей описаны 
изъ однихъь и тЪхъ ве Фокусовъ, заключается въ томъ, что 
разность квадратовъ главныхъ д1аметровъ-—постоянна. 

Если а’, 6*, с° будуть квадраты полуосей первой поверх- 
ности пиа’*, 6’*, с’*—квадраты полуосей второй, то мы имфемъ 

а — а’ —0°— 6 —6°— 6. 


Это соотношене между двумя поверхностями, выражаю- 
щее, что он имфютъ однЁ и т же лиши экецентриците- 
товъ, можетъ быть двоякимъ образомъ обобщено и выведено 
изъ свойствъ, относящихся не только къ вершинамъ, но ко 
веБмъ другимъ точкамъ этихъ поверхностей. 

Одно изъ этихъ общихъ свойствъ можно выразить елЪду- 
ющей теоремой: 

Если кз двумь поверхностямь вторало порядка, имъющимь 
однь и ть же лищи эксциентрицитетовз, проведемь двъ па- 
фраллельныя между собою касательныя плоскости, то раз- 
ность квадратовь ить разстоянй отз центровь поверхностей 
будеть постоянна, каково бы ни было положене этихть каса- 
тельных плоскостей. 


38. Отеюда сл$дуетъ: 


Если эллитсоидь и читерболоидз имъють одинаковыя лищи 
эксценприцитетовь, то касательныя плоскости эллитсоцода, 
параллельныя касательнымз плоскостямь кз асимптотическому 
конусу итеурболоида, будуть всъ находиться на одинаковомь 
разстоянми отз общилю центра поверхностей. 
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39. Второе изъ общихь свойствъ относится къ двумъ по- 
верхностямъ одного рода, т.-е. къ двумъ гиперболоидамъ ст 
одною или съ двумя полостями. Чтобы его выразить, назо- 
вемъ соотвьтственными точками поверхностей двз такая 
точки, координаты которыхъ по направлен!ю главныхъ осей 
пропорц!ональны полуд1аметрамъ поверхности, направлен- 
нымъ по этимъ осямъ. Гогла найдемъ: 

Если двъ поверхности втораю порядка и одною рода илть- 
ютьё одинаковыя лини эксцентрицитетовь, то разность квад- 
ратовз полудаметровз, проведенных в5 соотвътетвенныя 
точки, —постоянна. 

40. Изь этой теоремы выводится для поверхностей сч 
одинаковыми линями эксцентрицитетовъ другое зам чатель- 
ное свойство, которое въ примБнени къ эллипеойду слу- 
жить основан1емъ прекрасной теоремы Эйвори о притяже- 
ни этого т$ла. Именно: 

Если двъ поверхности втораю порядка и одною рода имт- 
075 однь и тъ же ливи эксцентрицитетовз, то разстоя- 
не двуль каких-нибудь точекь ни этихжь поверхностяль равно 
разстоянию соотвютсетвенныхь точек. 


41. Закончимъ этотъ параграфъ двумя теоремами, кото- 
рыя подобно предыдущей, имфютъ приложене къ теори 
притяжен1я эллипсоидовъ. 

Маклоренъ доказалъ, что ‹если два эллипса имфютъ одни 
и т$ же фокусы и если черезъ точку, взятую на одной 
изъ ихъ главныхъ осей, проведемъ двЪ сЪкупия, составлаяю- 
щя со второю осью углы, которыхъ косинусы относятся 
между собою какъ дламетры, направленные по этой второй 
оси, то отр$зки с$кущихъ, образуемые соотв$тственно дву- 
мя эллипсами, относятся между собою какь д1аметры, на- 
правленные по первой оси›. (Туеавйзе ор Ниалотз, ат. 648.) 

СоотвЗтетвенная теорема для поверхностей втораго по- 
рядка можеть быть выражена въ боле пространной и пол- 
ной форм$; именно: | 

Если двъ поверхности второло порядка имьютз однъ и тъ 
же лини эксцентрицитетовь и если черезь какую-нибудь 
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точку, взятую на одной изь ить злавныхь осей, проведемь про- 
извольно съкущую кз первой поверхности, потомз вторую ську- 
щую, отредъляемую ттьмь условемь, что косинусы уловь, обра- 
зуемыхь двумя сткущими сз каждою изз двухь остальные 
лавныхь осей, относятся между собою как баметры поверх- 
ности, направленные по этимз осям, то 


1) Отръзки, образуемые на этижь съкуиуихь соотвътствен- 
но двумя поверхностями, будуть относиться между собою 
какь фаметры поверхностей, направленные по первой оси; 


2) Синусы улов, образуемыхь сюкущими с5 первой осъю, 
будутз относиться как два фаметра поверхностей, проходя- 
ацае черезь тль точки, вв которыхь съкуийя встръчаются св 
Фаметральною плоскостью, перпендикулярною кз первой оси; 


3) Оба эти Ффаметра двуть поверхностей будуть соот- 
въ тственные. 


49. Съ помощю этой теоремы легко доказать теорему 
Маклорена о притяжени эллипеоида на точку его главной 
оси (Туеайзе ор Пизлоптз, ахь 653). Доказательство будетъ 
прямое и не потребуетъ, какъ доказательство Маклорена, 
предварительнаго знан!я притяжен1я эллипсоидомъ вращен!я 
точки, лежащей на оси вращевля. 


43. Легко доказать, что «если два коничесюя сЪчен!я 
имфютъ одни и т же фокусы и если изъ точки, взятой на 
одной изъ главныхъ осей, проведемъ дв касательныя, то 
косинусы угловъ, образуемыхъ ими со второю осью, отно- 
сятея между собою, какъ дламетры коническихь сЗченй, на- 
правленные по этой второй оси». 


Точно также: если двъ поверхности вторало порядка имт- 
ютз однъ и ть же лиийи эксцентрицитетовь и если черезь 
прямую, лежащую в одной изь ил злавныхь плоскостей, про- 
ведемь деть касательныя плоскости, то косинусы 91106, обра- 
зуемыхь ими сз осью, перпендикулярной кз этой злавной плос- 
кости, будуть относиться между собою, какь Фаметры по- 
верхностей, направленные по этой оси. 
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44. Теорема эта могла бы вытекать изъ анализа, изложен- 
наго Лежандромъ въ его мемуарЪ о притяжени эллипсон- 
довъ, °°?) если бы этотъ знаменитый геометръ старался найти 
геометрическое значене формулъ, которые онъ получалъ, 
стремясь къ прямому рфшен1ю этой трудной задачи. Мы мо- 
жемъ, кажется, сказать, что подобный переводъ формулъ Ле- 
жандра на обыкновенный языкъ, могь бы веети также ко 
многимъ другимъ интереснымъ результатамъ, Такимъ обра- 
зомъ, оказалось бы, что коничесюя поверхноети, которыми 
онъ пользовался при интегрированя, им$ють главными ося- 
ми оси конуса, описаннаго около притягивающаго эллип- 
сопда, и что одна изъ этихъ осей есть именно та прямая, 
которая обладаеть свойствомъ тажтит и которая играетъ 
важную роль въ этомъ предметЪ. Это свойство тасийит 
выражено у Лежандра посредствомъ уравнен1я третьей сте- 
пени; въ геометр1и же оно означаетъ, что, если около при- 
тязиваемой точки будем вращать съкущую и будемь брать 
разность величина, обратныхь разстоянямь этой точки 0тз 
двухз точекз пересъченя сткущей сз поверхностью эллитсоиов, 
то эта разность будетз тахитит, кода направлеще съкущей 
есть одна изз трехз злавныхь осей конуса, описаннаю около 
эллипсонда и имююцийо вершину в5 притязиваемой точкъ. 
Если требуетея, чтобы разность, вмФсто того, чтобы быть 
пнихитит, оставалась постоянна, то находимъ, что сЪкущая 
должна для этого описывать конусъ втораго порядка. Та- 
кими 10 конусами и пользовалея Лежандръ. Ихъ общее свой- 
ство состоитъ въ томъ, что веБ опи проходятъ черезъ кри- 
выя дволкой кривизны втораго порядка, получаемыя оть пе- 
рес$чен1я извЗетнаго гиперболоида съ двумя полостями съ 
системою концентрическихь шаровъ. 


45. Обратимъь еще внимане на то, что вс изложенныя 
до сихъ поръ теоремы, за исключен!емъ двухъ послфднихъ, 
имфютъ весьма большую общность; т.-е. точки, плоскости 


——щ————--— 


303) См. Метозгез 4ае ГАсадетяе 4ез заепсез, 1788. 
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и прямыя, которыя мы разематривали по отвошеню къ по- 
верхностямъ втораго порадка, имфли въ этихъ теоремахъ 
совершенно произвольыое положене. 

Въ. двухъ же послфднихъь теоремахъ, напротивъ, точка, 
черезь которую проводятся сЪкущя, берется необходимо 
на одной изъ главвыхъ осей поверхности и прямая, черезъ 
которую проводятся касательныя плоскости, лежитъ въ одной 
изъ главныхъ плоскостей. Интересно было бы знать обпия 
теоремы, въ которыхъ эта точка п эта прямая имЪли бы с0- 
вершенно произвольныя положеная въ пространствЪ, теоре- 
мы, изъ которыхъ вышеприведенныя (и’ я’ 41 и 43) вы- 
текали бы какъ частные случаи. 

Мы указываемъ на этотъ предметъ для изыскавйй въ ин- 
тересахъ геомстрли и думаемъ, что это могло бы повеети къ 
прямому геометрическому р$шеню, безъ помощи теоремы 
Эйвори, вопроса о притяжени эллипсоидомъ какой угодно 
внЪшней точки, подобно тому, какъ указанная нами теорема 
(й° 41) даетъь притяжене для точки, лежащей на главяой оеи. 

Прибавлене. Уже послЪ того, какъ это Примфчане было на- 
печатано, я дошелъ до обобщен1я двухъ теоремъ 7® 20 41 и 43 п 
убЪдилея, какъ и прежде ожидалтъ, что вторая изъ этихъ теоремъ 
ведетъ къ спитетическому и независимому отъ всякихъ Формулъь 
доказательству прекрасной теоремы о притяжен1и внфшией точки 
двумя эллипсондами, главныя сЪченя которыхь имЪютъь одни и 
т же фокусы. 

Знаменитйшимъ геометрамь казалось, что подобное доказа- 
тельетво должно предстгвлять затрудненя и можетъ быть пре- 
восходитъ средства спитеза *). 

ОбЪ обобщенныя теоремы можно получить изъ частныхь слу- 
чаевъ, изложенныхъ въ 70 70 41 и 43, при помощи одной теоре- 
мы, которая также представляеть прекрасное свойство поверх- 
постей втораго порядка, им6ющихъ одиф и тБ же линиг экецен- 
трицитетовъ. ЭЗд$еь мы ограничимся изложен1емъ только этой 
посл$ дней теоремы. 


—-.-——— к 


“) Гезепаге, Метое зи’ РайтасНот 4ез ерзоез въ Метойтез 
4е ГАсадетце 4ез зветсез, 1788, р. 486.—Тол18з0п, Мо зит [е тошуе- 
тетщ ае тайот Фит сотрз зоПае, 1834. 
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Если нъсколько поверхностей втораю порядка А, А’, А’, и 
т. д. имюють одинаковыя лини эксцентрицитетовь и если около 
неподвижной точки 5 будемь вращать съкуицую, которая перестка- 
ет» поверхость А вь точкахь а, а’, и откладывать на ней оть 


р: . 
точки 5 отръзки бт. а” 0% Л) означаеть Фаметиуъ по- 


верлности А, параллельный хордь аа’ и 5 есть величина постоян- 
ная, то конець этою отуръьзка т будеть лежать на поверхности 
>, имюющей центръ в5 точкъ 5; 

Для дручиль поверхностей А’, А”, и т. 9. полуцимь подобнымъ 
же образом» друия поверхности >, >" ит. д. сь друшими посто- 
янными 5’, 5’ щит. д. 

Весь поверхности У, У’, >" ц т. д. будуть имъть одинаковыя 
о направленю злавныя оси; 

И постоянныя 9’, 5’ и т.д. можно выбрать толз, чтобы онь 
имъли такоке одинаковыя лишми эксиентрицитетов. 


$ 3. Системы повяРХНОСТЕЙ ВТОРАГО ПОРЯДКА, ИМВЮЩИХЪ 
ОДНЪ И ТВ ЖЕ ЛИНШ ЭКСЦЕНТРИЦИТЕТОВЪ. 


46. «На плоскости можно провести безчисленное множе- 
ство коническихь с$чешя, им$ющихъ общими фокусами дв\ 
данныя точки; они образуютъ два ряда: эллипсовъ и гипер- 
болъ; каждый эллицеъ съ каждою гиперболой перес% кается 
подъ прямымъ угломъ въ четырехъ точкахт>. 


Точно также: можно провести безчисленное множество по- 
сержхностей вторалю порядка, имъющихь общею линею эксцен- 
трициитетовь данное коническое съчеще: всъ эти поверхности 
распадаются на три зрупты; первую составляют эллипсои- 
ды, вторую—итерболоиды с5 одною полостью, ‘третью—лчи- 
перболонды съ двумя полостями. 


Каждыя двъ повсртности, принадлежащия къ различным 
1руппамь, пересюкаются между собою под5 прямымё У\ломь и 
кривая пересъченля есть лишя кривизны для объить поверт- 
ностей. | 


Каждыя три повертности, принадлежаиия къ тремь руп- 
памз, переспкаются межбу собою в5 восьми точках». 

Бз каждой такой точкь нормали треть поверхностей суть 
злавныя оси конуса, вершина котораю лежит в5 этой точ- 


398 ПРИМЪЧАНТЯ. 


къ и который проходит» чрезь одну из общихь зтремь по- 
вертностямь лиш эксцентрицитетовв. 

Двъ образуюиия читерболоида сз одною полостью, проходяиия 
черезь эту точку, суть фокальныя миши кануса, 


47. «Коническя сЪЖченя, описанныя изъ однихъ и тфхъ 
же фокусовъ, обладаютъ всеми свойствами системы кони- 
ческихъ сЁченй, вписанныхъ въ одинъ и тотъ же четы- 
реугольникъ: стороны четыреугольника здесь мнимыя, но 
дв изъ противоположенныхъ вершинъ его—дЪйствительны: 
это именно— фокусы; прямую, соединяющую эти точки, можно 
разематривать, какъ одно изъ коничеекихъь сЪченй, вписан- 
ныхъ вь четыреугольникъ». 

Это основное свойство коническихъ сфченй, имфющихъ 
одни и ТЪ же фокусы, уже было употребляемо ЧШонселе и 
можеть служить источникомъ множества свойствъ кривыхъ 
этого рода; изъ послЪднихь же свойствъ могутъ вытекать, 
какъ частные случаи, свойства фокусовъ въ отдфльныхЪ ко- 
ническихъ сЪчен1яхъ. 

Точно также: ховертности, импюиия однъ и тъ же миии 
эксцентрицитетовь, можно разсматривать, какз вписанныя в 
одну и ту же отибающую поверхность. Поверхность эта— мни- 
мая, но двъ ея линзи стятиваная (19пез Че знчеНоп)— 
дъйствительны: это—0въ обийя всъмь поверхностямь лини 
эксцентрицитетовь; двъдруия лини стязивая— мнимыя: одна 
(35 НИТ есть третья лищя эксцентрицитетовх поверхностей 
(та, котороя лежилть в плоскости наименьшей и средней 
злавной оси), друая же находится вз безконечности. 

Прибавимъ къ этому, что дъйствительныя лини стялива- 
я можно разсматривать, какз повертновти, импюиия одну 
35 осей равную нулю и принадлежаиия кз системь данных 
поверхностей. 


48. Такимъ образомъ: 


Поверхности вторалю порядка, имъюция однъ и ть же 
мии эксцентрицитетовь, и эти дь кривыя, разсмат- 
риваемыя как безконечно сжатыя поверхности, обладаюте 
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всъми свойствами системы поверхностей вторало порядка, 
вписанныхь в5 одну очибающию поверхность. 

Во всей теор поверхностей, описавныхъ изъ однихъ и 
тЪхь же фокусовъ, эта теорема кажется мнЪ самою плодо- 
витою и важною. Изъ нея выводится очень легко множество 
свойствъ такихъ поверхностей. 


49. Такая Система поверхностей уже встрЪчалась при раз- 
личныхь изелфдован1ахъ; именно, и это дороЛЬНО замЪча- 
тельно, въ вопросахъ физики и механики этотъ путь при- 
водилъ къ открытю н$®которыхъ изъ ихъ свойствъ. Но эти 
свойства, незначительныя по числу, оставались разрознен- 
ными и не былопопытокъ подвестя ихъ подъ какую-нибудь тео- 
рю, относящуюся къ поверхностямъ втораго порядка вообще, 
или подъ какое-нибудь другое основное начало. 


50. Слёдующия предложен!я суть слфдетыя этой теоремы. 


Если къ поверхностямь вторало порядка сз одинаковыми ли- 
ями эксцентрицитетовь проведемь какую-нибудь съкущую 
плоскость, пересюкающую поверхности по коническим стче- 
ням, и будемь разсматривать эти коническая съченля, как 
кривыя прикосновеня конусов, соотвътственно описанмныхь 
около поверхностей, то вершины встъжь конусовь будутз ле- 
жаль на прямой, перпендикулярной кз съкущей плоскости. 

Или, выражаясь иными словами и съ большею общностью: 

Полюсы съкущей плоскости, взятые относизтельно поверлт- 
стей, лежашь на прямой, перпиндикулярной к5 этой плос- 
кости. 


51. Такъ какъ лин экецентрицитетовь можно раземат- 
ривать также какъ дв безконечно сежатыя поверхности, то 
отсюда выводимъ сл$дующее свойство этихъ кривыхъ: 

Если кь двумь литям5 эксцентрицитетовь поверхности 
втторало порядка проведем» съкуиуую плоскость и возьмемз по- 
люсы прямыхь перестченя ея с5 плоскостями этих кониче- 
скихь съченй относительно этихь же кривых, то прямая, 
соединяющая два полюса, будеть перпендикулярна къ сокущей 
плоскости. 
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Если сЪщущая плоскость касается поверхности втораго 
порядка, то прямая эта будетъь нормаль къ поверхности въ 
точк$ прикосновен1з. 


52. Нели черезь какую-нибудь прямую вз пространствь про- 
ведемь касательныя плоскости кь повертностямь вторало по- 
рядка, импющимь однь и ть же лини эксцентруицитетовв, 
то нормали кз поверхностям, проведенныя в точкахь при- 
косновеня, образують зиперболическй параболоиде. 


53. Еели прямая, черезь которую проводятся касатель- 
ныя плоскости, нормальна къ одной изъ поверхностей, то 
парабалоидъ обращается въ коническое сЗчене и точки 
прикосновен1я касательныхъ плоскостей кь поверхностямъ 
лежать на плоской кривой четвертаго порядка. 

Если же прямая расположена какъ нибудь въ одной изъ 
главныхъ плоскостей поверхности, то точки прикосновен1я 
лежать на круг$. | 


54. ИЮсли какую улодно точку пространства будем раз- 
смолпривать какъ верииини конус0в5. описанныхь около поверх- 
ностей съ одинаковыми лишями эксцентриуитетовь, то плос- 
кости кривыль прикосновеня будуть очибать нюкоторую раз- 
вертывающиуюся поверхность, имъющую то свойство, что 
каждая ея касательная плоскость пересткаеть ее по кониче- 
скому спченю. Три злавныя плоскости поверхностей и три 
злавныя Плоскости описанныхь конусовь (й’ 32) суть каса- 
тельныя плоскости этой развертывающейся поверхности. 

Поверхность эта—четверталю порядка и ея ребро возврата 
(атёе 4е тебтоиззетет{) есть кривая двоякой кривизны трепти- 
Я10 порядка. 


55. Если изь какой-нибудь точки пространства проведемь 
нормали кз повертностямь, имтющимь однъ и ть же лини 
эксиентрицитетов, то: 

1. Норма ли эти образують конусь второо порядка; 

2. Касательныя плоскости, проведенныя чрезь основания нор- 
малей, образуют» развертываюцууюся поверхность четвертаю 
порядка. 
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56. Если изз точки, взятой в5 одной ‘изз злавныхь плос- 
костей поверхностей с5 одинаковыми лиииями эксцентрици- 
тетовз, проведемь нормали кз этимз поверхностямз, то: 

1. Бсъ эти нормали будуть лежать в5 двухз плоскостять, 
уаз которыхь одна ‘есть эта самая злавная плоскость, а дру- 
1ая—к5 ней перпендикулярная. 

2. Основаня нормалей во ллавной плоскости будуть лежать 
на кривой третьяю пдрядка, которую Кетле назвале ф о- 
кальною линфею с5 узломз (се 4 поеиа) *°°. 

3. Основаня нормалей, получаемыхь во второй плоскости, 
лежать на окружности, ЯФаметромь который служить пеу- 
пендикуляр, опущенный изь взятой вх члавной плоскости 
почки на поляру ея относительно лини эксцентрицилтетовь, 
лежащей в5 той же плоскости. 

4. Касательныя ялоскости, проведенныя черезз основания 
первыхь нормалей, оуибаютз параболическй цилиндре, а тт, 
хоторыя проведены черезз основашя вторыль нормалей, про- 
ходять всъ черезь одну прямую, лежащую в5 злавной плос- 
кости. 

Если черезъ взятую неподвижную точку вообразимъ ко- 
ническое счен!е, концентрическое, подобное и подобно рас- 
положенное съ линею эксцентрицитетовъ, то плоскость, въ 
которой лежатъ вторыя нормали, будетъ нормальна къ этому 
коническому сБченю. 

57. Если кь поверхностям, импющимь однъ и ть же 
вии эксиентрицитетовь, проведемь параллельныя между 
собою нормали, то основанля этихз нормалей будуть лежать 
на равносторонней зитерболь, одна асимптота которой па- 
фаллельна направленю нормалей. 

58. Если кз повертностямз, имъющимь однь и ть же 
личи эксцентрицитетовь, проведемз какую-нибудь спкущую 


30%) Кетле нашель эту кривую, какъ геометрическое м$сто въ кривыхъ 
получаемыхь на прямомъ конус отъь пересБчен1я его плоскостами, 
проходящими черезъ одну и ту же |касательную конуса, перпендику- 
ларную къ его образующей. р 
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В 


плоскость и построимъ вс нормали поверхности, которыя 
лежать в5 этой плоскости, тю: 


1. Нормали эти будуть очибать коническое съченще. 


2. Касательныя плоскости, проведенныя чрез основаная 
этихь нормалей, будуть проходить черезь одну прямую. 


3. Основатя нормалей образуютз на поверхностяхь кривую 
` ® 
третьяло порядка, именно фокальную линею с5 узлом. 


59. ИзвЪетно, что вершина прямаго угла, стороны кото- 
раго скользятъ по двумъ коническимъ сЪченямъ, описан- 
нымъ ‘изъ однихь и тёхъ же фокусовъ, описываетъ окруж- 
ность; точно также: 


Если три взаимно пертендикулярныя плоскости касаются 
соотвътственно треть поверхностей втораю порядка, имп- 
ющих однть и ть же лиши эксциентрицитетовь, то точка 
пересьченя этихь треть плоскостей лежить на поверхности 
шара. 

Бобилье уже доказалъ аналитически это свойство трехъ 
поверхностей, главныя сЪченя которыхъ описаны изъ од- 
нихъь и тфхь же фокусовъ. (Апла!ез 4ез’ тафетайдиез, 
$. МХ, р. 329). 


60. Изложенныя въ этомъь Примфчани теоремы суть на- 
иболЪе важныя изъ найденныхъь нами относительно 1% 
эксиентрицитетовь въ поверхностяхъ втораго порадка. Намъ 
оставалось бы еще показать, что эта новая теор1я должна 
сдЪлаться полезнымъ элементомъ рац1ональной геометр/и; но 
ПримЪчане это вышло уже слишкомъ длинно и потому, 
изъ числа вопросовъ, въ которыхъь теор1я эта можеть имЪть 
прим$нене, мы ограничимся здфеь указанемъ только трехъ 
сл5дующихъ, изъ которыхъ безъ труда можно получить мно- 
жество различныхъ предложений: 


1. Распредфлене въ пространств главныхь осей и фо- 
кальныхъь ли всЪхъ конусовъ, проводимыхъ черезъ одно 


хоническое сЪчеше, или описываемыхъ около одной поверх- 
ности втораго порядка. 
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2. Раснред$леше въ пространств главныхъ осей вс№хъ 
эллипсоидовъ, центры которыхъ лежатъ въ различныхь точ- 
кахъ пространства; а три сопряженные д1аметра оканчива- 
ются въ трехъ данныхъ точкахъ. 

3. Наконецъ, распредфлене въ пространств вефхь по- 
стоянныхь осей вращеня твердаго тфла и величины момен- 
товъ инерцши тЗла относительно этихъ осей. 


ПРИМЪЧАНШ ХХХИ. 


(Пятоя эпоха, п° 49)._ 


Теоремы о поверхностяхъ втораго порядка, соот- 
в$тствуюния теоремамъ Паскаля и Бр1аншона въ 
коническихъ сзчен1яхъ. 


1. Представимъ себЪ шестиугольникь, вписанный въ ко- 
ническое сБчеше. Три его стороны нечетнаго порядка, бу- 
дучи продолжены до перес$ченя, образуютъ треугольникъ; 
три же стороны четнаго порядка представляютъ три хорды 
коническаго сЪчен1я, лежапия въ трехъ углахъ этого тре- 
угольника. Теорема Маскаля выражаете, что три эти хорды 
пересокаются с5 противоположными сторонами треуюльника 
в трехь точкать, лежащихь на одной прямой. 


Такимъ образомъ въ Паскалевой теорем можно, вм5сто 
шестиугольника, разсматривать треугольникъ, ‘ начерченный 
въ плоскости коническаго с$чевля. 


Смотря на теорему Паскаля съ этой точки зр$шя, мы 
распростравимъ ее на поверхности втораго порядка и эта 
соотвзтственная теорема будетъ выражать собою свойство 
тетраэдра, ребра котораго пересЪкаютъ поверхность втотаго 
порядка. - 

2. Воть въ чемъ заключается эта теорема: , 

24 
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Пусть шесть реберз какою-нибудь тетраэдра переськают- 
ся с5 поверхностью вторало порядка в5 двънадцати точкать; 
тода эти точки лежать по три в5 четьрехь плоскостять, 
из5 которыть каждая заключает в5 себъь три точки, при- 
надлежащия тремз ребрамь, выходящимз из5 одной вершины 
тетраэдра. 


Эти четыре плоскости пересткаются соотвьтственно сз 
зранями тетраэдра, противоположными вышеупомянутым 
вершинамз, по четыремь прямым, представляющимь четыре 
образующия одной системы зитерболоида съ одною полостью. 


Подобныхъ системъ четырехъ плоскостей, заключающихъ 
въ себ по три точки пересЪчен1я реберъ тетраэдра съ 
поверхностью, будетъ нзеколько и для каждой изъ нихъ бу- 
детъ справедлива эта теорема. Если, напримЪръ, четыре 
вершины тетраэдра лежатъ внутри поверхности, то четыре 
вышеупомянутыя плоскоети можно взять такъ, чтобы каж- 
дая изъ нихъ заключала въ себЪ точки ветр$чи съ поверх- 
ностшю самихъ реберъ, выходящихъ изъ одной вершины, а 
не продолжений ихъ. 


Это свойство тетраэдра въ отношенш кь поверхности вто- 
раго порядка соотвфтствуетъ, какъ намъ кажется, свойству 
треугольника, начерченнаго въ плоскости коническаго с%- 
чен!я, —свойству, выражаемому теоремою Паскаля. Съ этой 
точки зрфн1я мы разематриваемъ предыдущую теорему, какъ 
соотв тетвующую теорем Паскаля. 


Когда шесть реберъ тетраэдра касаются поверхности вто- 
раго порядка, то существуеть только одна система четы- 
рехъ плоскостей, заключающихъ въ себф по три изъ шести 
точекъ прикосновения, и теорема измВняется въ слЗдующую. 


3. Пусть шесть реберз тетраэдра касаются поверхности 
вторао порядка; тода плоскость, содержащая три ` точки 
прикосновеня реберз, выходящихь из5`одной вершины, перест- 
кается с5 зранью тетраэдра, противоположной этой верши- 
нъ, по прямой лини и четыре такимз образом» опредтлен- 


ПРИМЪЧАНТЯ. 405 


ныя прямыя суть образуюиия одною читерболоида сз одною 
полостью. 3°°). 


4. Если тетраэдръ вписанъ въ поверхность втораго по- 
радка, то каждую вершину его можно разематривать, какъ 
лежащую внф поверхности на безконечно близкомъ разсто- 
ян оть нея: три точки встр$чи еъ поверхностю трехъ 
реберъ, выходящихъ изъ вершины, опредфляютъ въ этомъ 
случа касательную плоскость въ вершин® и отеюда’мы вы- 
водимъ сл5дующую теорему: 

Если тетраэдрь вписань вв поверхность орал поряд- 
ка, то касательныя плоскости в ею верщиналь перест- 
каются с5 противоположными зранями по четыремь пля- 
мым, представляющим5 образуюция зитерболоида сз одною 
полостью *°°). 

5. Теорема Брланшона состоитъ въ томъ, что в5 каждомь 
шестиилольникь, описанномь около коническаю спчемя, три 
длонали, соединяюиия противоположныя вершины, проходять 
черезь одну и ту же точку. Вершины нечетнаго порядка, 
разсматриваемыя отд$льно, опред$ляютъ собою треугольникъ, 
имфюпий совершенно произвольное положене относительно 
коническаго сЪченя. Каждая вершина четнаго порядка бу- 
деть при этомъ точкою перес$ченля двухъ касательныхъ, 
проведенныхъ изъ двухъ вершинъ треугольника; соединяя 
каждую такую точку сь третьею вершиною треугольника, 
получимъ, сл$довательно, три прямыя, проходяция черезъ 
одну точку. Эта теорема есть только другое выраженше те- 
оремы Брланшона и въ этомъ видЪ она представляетъ свой- 
ство какого угодно треугольника въ плоскости коническаго 
сБченля. , 

6. Точно также въ пространств имфемъ теорему: 


305 Въ Аииез 4ез тафетайачез Т? ХГХ,-р, 79, я вывель эту те- 
орему изъ боле общей, отличающейся отъ предыдущей. 

36) Эта теорема уже была дохазана различнымь образомъ Штейне- 
рамъ и Бобилье (Аптщез 4$ тафетайдиез, Т. ХУТЦ, р. 336) и по- 
томъ нами (114. Т. ХХ, р. 67). 
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Положим, что через ребра тетраэдра, помъщеннало какз. 
одно в5 пространствъ, проведены двънадищоть касательныхь 
плоскостей кз поверхности вторало порядка; эти двънадиать 
плоскостей пересюкаются между собою по три въ четырех 
точкахь, изь которыхь каждая всть точка перестченя трех 
плоскостей, проведенныхь черезь ребра, принадлежаиция кз 09- 
ной зрани тетраэдра. 


Прямыя, соединяюиия эти четьфре точки съ вершинами, 
противоположными вышеупомянутым» зранямз, представля- 
ют четыре образуюиия одной зруппы в5 нтъкоторомз читер- 
болоидь 65 одною полостью. 


Эту теорему. можно разсматривать какъ соотв тствующую 
въ пространств$ теорем$ Брланшона. 


ЭдЪеь можно различнымъ образомъ составить систему 
четырехъ точекъ, представляющихь точки перес$чен!я каса- 
тельныхъ плоскостей поверхности втораго порядка. 


7. Если ребра тетраэдра касаются поверхности, то систе- 
ма четырехъ точекъ будеть только одна и теорема преврз- 
тится въ елЪдующую: 


Ноложимз, что шесть реберь тетраэдра касаются поверх- 
ности второло порядка; касательныя плоскости, проведенныя 
черезь ребра, принадлежаиия къ одной зрани, переспкаются 
между собою в5 нъкоторой чточкъ; если подобныя точки со- 
единимз с5 вершинами, противоположными соотвьтственнымь 
транямз, то получимь четыре прямыя, представляюция обра- 
зуюиия одной труппы в нъкотофромз читерболоидь сз одною 
полоетью. 

8. Если данный тетраэдръ описанъ около поверхности, то 
общая теорема приводитъ къ такому частному предложентю: 

Если тетраздюз отисань около поверхности втораю по- 
‘рядка, то прямыя, соединяюиия ею вершины сё точками при- 
косновемя противоположнымь зраней, суть четыре образуюиия 
одной зруппы в5 нъкоторомз титерболоидь с5 одною полостью. 

9. Сопоставлевше тетраэдра и поверхности втораго по- 
рядка, помфщенныхь какъ угодно въ пространствЪ, ведетъ 
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еще ко многимъ другимъ свойствамъ, отличающимся отъ 
т$хь, которыя выражены въ общихь теоремахъ и°2 и п'6, 
и соотв тствующимъ также извЪстнымъ теоремамъ геомет- 
р!н на плоскости. Приведемъ здёсъ слБлующую двойную 
теорему, которую мы доказали въ А4ииаез 4е Сегооппе 
(Т. ХХ, р. 76) и которая, кажется, богаче по своимъ слЗд- 
стыямъ, нежели теоремы 79° и п'6: 

Представимь себъ, что в5 пространствь даны тетраэдрз 
и поверхность вторалю порядка; тоба: 


1. Прямыя, соединяюция вершины тетраэдра сз полюса- 
ми противоположных зраней, взятыми относительно поверх- 
ности, будуть четыре образуюция одной пруппы одною зитер- 
болоида. 

2. Линии перестченя зраней тетраэдра сз полярными плос- 
костями противоположныхь вершимз будуть четыре образу- 
юийя одной зруппы друмио зитерболоцда. 


10. Въ этой же теори можно отнести еще слфдующее 
общее свойство тетраэдра. 

Положимь, что вв пространствь даны тетраэдрз и по- 
верхность вторало порядка; тода: 


1. Полярная плоскость каждой вершины тетраэдра отно- 
сительно поверхности, пересткается съ тремя ребрами, исло- 
дящими изъ этой вершины, вв трежь точках; такимь обра- 
зомь на ребрахь тетраэдра получаем двънадикить точекз, ко- 
торыя будуть лежать на одной поверхности втораю по- 
радка. 

2. Еслы черезь полюсь каждой зрани тетраэдра, взятый 
относительно поверхности, проведемь три плоскости, про- 
тодяиия черезз три ребра этой зрани, то получимь двънад- 
чать плоскостей, которыя будуть касаться одной поверт- 
ности вторало порядка. 


11. Изъ четырехъ общихъ теоремъ, и‘’и°2, 6, 9.и 10, на- 
ходящихся въ этомъ Прим чанш, двф посяёдн!я. суть двой- 
ныЯ, такъ какъ каждая изъ нихъ заключаетъ въ себЪ двЪ 
части, которыя можно разематрйвать какъ отдфльныя те- 
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оремы. Дв$ первыя теоремы мы можемъ изложить съ такою 
же полнотою, если только не захотимъ ограничиваться со- 
вершенною аналогею ихъ съ теоремами Паскаля и Бр!ан- 
шона. Для пополнев1я этихъ теоремъ мы вводимъ въ каждой 
изъ нихъ другой тетраэдръ, грани и вершины котораго были 
бы соотв$тственными съ гранями и вершинами даннаго; 
тогда: 

1. Соотвюьтственныя зрани двухь тетраэдровь попарно пе- 
фесткаются по четыремь прямымь, представляющим образу- 
юийя одной зрупты нъкоторало зиперболоида. 

2. Соотвьтственныя вершины двухз тетраэдров» лежать 
зопарно на четьрехь поямыхь, представляющихз образуюция 
одной зруппы друшио читерболоида. 


ПРИМЪЧАНЕ ХХХШ. 


(Пятая эпоха, п’ 50.) 


Соотношен1е между шестью точками кривой дво- 
якой кривизны третьяго порядка. Различный за- 
дачи, въ которыхъ встр чается эта кривая. 


1. Черезь шесть данныхь вв пространствь точекз можно 
провести кривую двоякой кривизны третья порядка. 


Въ самомъ дЪлЪ, мы можемъ разсматривать одну изъ дан- 
ныхь точекъ какъ вершину конуса, проходящаго черезъ пять 
его образующихъ. Точно также можно построить другой 
конусЪ, имющ вершину въ какой-нибудь двугой изъ дан- 
ныхь точекъ и проходящЙ черезъ пять остальныхъ. Оба 
конуса будуть имЪть общую образующую, именно прямую, 
соединяющую двЪ точки, принятыя за вершины; сл$дова- 
тельно они будуть пересекаться по кривой двоякой кривизны 
‘третьяго порядка, которая вм$ст$ съ вышеупомянутою пря- 
мою составляетъь полную лин четвертаго порядка, пред- 
ставляющую пересБчен!е двухъ конусовъ. Кривая пройдетъ 
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черезь шесть данныхъ точекъ, которыя лежать на обоихъ 
конусахъ: теорема такимъ образомъ доказана. 


2. ЗамВтимъ, что всявй другой конусъ, кромф этихъ 
. двухъ, имфющ вершину на кривой двоякой кривизны треть- 
яго порядка и проходящ Ш черезъ эту кривую, будетъ также 
конусъ втораго порядка. Это потому, что всякая плоскость, 
проведенная черезъ его вершину, будемъ пересЪкаться съ 
кривою еще въ двухъ точкахъ, т.-е. съ конусомъ по двумъ 
образующимъ, & это и доказываетъ, что конусъ будетъ вто- 
раго порядка. 


И такъ, можемъ сказать, что 


Геометрическое мъсто вершины конусов втораю порядка, 
проходящихь черезз шесть данныхь в5 пространствтъ точек, 
есть кривая двоякой кривизны третьямюо порядка, опредъляе- 
мая этими шестью точками. 


3. Разсмотримъ на кривой двоякой кривизны третьяго по- 
рядка, опредфляемой шестью точками, какую-нибудь седьмую 
точку; пусть а, 6, с, 4, е, р, будутд шесть данныхь и 0— 
седьмая точка. Эти семь точекъ, взятыя въ какомъ угодно 
порядк$, представляють вершины косаго семиугольника 
(етадопе даисфе), въ которомъ каждой сторон противопо- 
ложна вершина соотв$тственнаго угла. Представимъ себЪ, 
что вершины идуть въ томъ же порядкЪ какъ изображзю- 
ия ихъ буквы а, 9, с, 4, е, К, 9; тогда четвертая сторона 
е будетъ противоположна первой вершин% а, пятая сто- 
рона е/—второй вершин 6 ит. д. 


Соотношен!я, которыя должны существовать между семью 
точхами 4,76, с, и пр. чтобы эти точки принадлежали кри- 
вой двоякой кривизны третьяго порядка, выражаются сл$ду- 
ющей теоремой: 


Если вершины коса семиуюльника в 6, с, ит. д. ле- 
желт5 на кривой двоякой кривизны третьяю порядка, то 
плоскость какою-нибудь ума а семиуюльника и плоскости 
двухь рядомз лежаниить улов Вид переськають противу- 
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лежаиия стороны в трехз точкахь, находящихся в5 плос- 
кости, проходящей черезь вершину первазо узла а. 

4. Достаточно, чтобы это свойство семиугольника вписан- 
наго въ кривую двоякой кривизны третьяго порядка имЪло. 
мфсто для двухъ угловъ; тогда оно будеть справедливо и 
для остальныхъ угловъ. Отсюда заключаемъ: 


Если косой семиуюльникз таков, что плоскость одною 
улла и плоскости двухь ближайлиихь узловь пересткаются сз 
противоположными сторонами в5 треть точкаль, лежащие 
в5 плоскости, проходящей черезь вершину первало ума, И если 
по же самое имтетз мъсто еще для одною изь осталеныхь 
шести 14065; то это же будетз справедливо для пяти дру- 
ЧИТь 414065 и черезь семь верииинь семиуюльника можно тоюа 
провести кривую двоякой кривизны третьяю порядка. 

5. На основами этой теоремы легко построить по точ- 
камъ, при помощи только прямыхь линй, кривую двоякой 
кривизны третьяго порядка, проходящую черезъ шесть дан- 
ныхъ точекъ. Для этой цзли опред$ляемъ именно точку пе- 
ресЪчен1я съ кривою каждой плоскости, проходящей черезъ 
дв изъ данныхъ шести точекъ. 


Таже теорема ведетъ къ рёшеню многихъ другихъ з8- 
дачъ, напр. къ опредфлентю касательныхъь лийй и соприка- 
сающихся плоскостей кривой въ кажлой изъ данныхъ то- 
чекъ и т. п. 


Мы не будемъ входить въ подробности относительно по- 
строен1я кривой двоякой кривизны третьяго порядка, а ука- 
жемъ только на нЪкоторыя задачи, въ которыхъ она встрЪ- 
чается. До сихъ поръ на нее не обращали почти никакого 
вниман1я при геометрическихь изысканяхъ и предлагаемые 
нами прим$ры того важнаго значен!я, которое имЗетъь эта 
кривая во многихъ вопросахъ, докажутъ, можеть быть, что 
было бы очень полезно обратиться къ ея изучентю и что мед- 
лить этимъ не сл$дуетъ. 


6. Если четыре зрани подвижнало тетраэдра должны тро- 
тодилть черезь четыре прямыя, данныя зд улюдно в5 простран- 
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ствъ, и если три вершины ею должны лежать на трех 
друзихь прямыль, пасположенныхь также произвольно въ про- 
странствъ, то четвертая вершина тетраэдра будеть опи- 
сывать кривую двоякой кривизны третьяю порядка. 


Этой теоремЪ соотвЪтствуетъ въ геометраи на плоскости 
то построене коническихъ сБченй, которое было доказано 
Маклореномъ и Брайкенриджемъ и изъ котораго выводит- 
ся теорема Паскаля о шестиугольникФ. 


7. Представимь себъ вз пространствъ три произвольныя 
точки и три произвольныя плоскости; черезь данную непод- 
вижную прямую будем» проводить ськущую плоскость, кото- 
рая будеть перестколться с5 тремя данными плоскостями по 
тремз прямымь если черезз эти три прямыя проведемь три 
новыя плоскости, проходящия соотвътственно черезз три, дан- 
ныя точки, то звометрическимь мъстомз пересъченя таких 
треть плоскостей будеть кривая 0в0оякой кривизны третьяю 
порядка. 


Эту теорему можно разсматривать, какъ соотв тетвующую 
тому же предложен1ю геометр1и на плоскости, какъ и пре- 
дыдущая. 

8. Если три двуфранные улла, ребр которыхь имтъють не- 
измтнное положенае вх пространств, вращаются около сво- 
ить реберз такз, что точка переспчензя трех зраней лежите 
постоянно на данной прямой, то точка пересъченя трех 
остальных зраней описываетз кривую 0двоякой кривизны 
третьяю порядка, опирающуюся на ребра трех данныхь под- 
вижныхз 11065. 

Теорема эта аналогична съ теоремою Ньютона объ орга- 
ническомъ образовани коническихъь сЪзчеюй посредетвомъ 
пересВчен1я сторонъ двухъ подвижныхъ угловъ. И подобно 
тому, какъ тесрема Ньютона есть только частный случай 
бол$е общаго построен1я коническихъ с$ченй, показаннаго 
нами въ Прим$чани ХУ, — вышецриведенная теорема есть 
только частный случай боле общаго предложеня объ обра- 
зован1и кривыхъ двоякой кривизны третьяго порядка. 
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9. Предложен1е это таково: 


Примем три хорды кривой двоякой кривизны третьяо по- 
рядка за ребра трехь двущанныхь у06%, произвольных по 
величинь и вращающихся около своитзь феберь; если точка 
переспченя треть зраней этить уловь будеть двизаться по 
данной кривой двоякой кривизны третьязо порядка, то точка 
переспченя турехё остальных зраней будетз описывать дру- 
ую кривую двоякой кривизны третьяю порядка, опирающи- 
юся на три взятыя хорды первой. 


10. Въ той же теори отноеится еще слБдующая теорема. 


Представимь себъ, что три точки движутся по тремь 
прямымь в5 пространствъ сз произвольными постоянными 
скоростями; если черезь эти точки и черезь соотвютственно 
им взятыя три произвольныя неподвижныя прямыя будем 
проводить плоскости, то точка пересьченя такихь плосл 
костей будетз описывать кривую двоякой кривизны третьяю 
порядка, опирающуюся на три прямыя, черезх которыя про- 
водятся эти плоскости. 


11. Излагаемыя далфе теоремы относятся къ различнымъ 
другимъ теортямъ. 


Если нъсколько поверхностей вторело порядка проходять 
черезз восемь данныхь точекз, то центры ихь лежать на кри- 
в0й двоякой кривизны третьяю порядка. 


Или обще: полюсы всякой плоскости, взятые относител- 
но этихь поверхностей, лежать на кривой двоякой кривиз- 
ны третьяю порядка. 


12. Представимз себ тльло, находящееся в5 движении; тре- 
буется найти ть точки ттъла, которыя в5 данное мановене 
имоютё движеня, направленныя кз какой-нибудь данной точ- 
къ, п.-е. такмя точки, для которыть касательныя к5 траэк- 
торлям5 проходять черезь данную точку: искомыя точки рас- 
положены по кривой двоякой кривизны ‘третьяю порядка и 
касательныя кз ихжь траэктотлямз образуютз5 конусь втораю 
порядка. 
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13. Предеставимь себф систему силъ, дфйствующихь на 
тфло; для каждой точки 72 пространства вообразимъ глав- 
ную плоскость этой системы силъ относительно этой точки 
и перпендикуляръ изъ 2% на главную плоскость: тогда 

Перпендикуляры, проходящие черезь данную точку иростран- 
ства, образуютзь конусь вторало порядка и точки т, через 
которыя они проводятся, расположены на кривой двоякой кри- 
визны третьяю порядка. 

14. Касательныя въ различныхъ точкахъ кривой двоякой 
кривизны третьяго порядка образуютъ развертывающуюся 
поверхность четвертаго порядка. Обратно: каждая развер- 
тывающимюся повёрхность четвертаю порядка импетзь реб: 
ромз возврата (агёе 4е тебтоиззетет?) кривую двоякой 
кривизны третьяю порядка. 

Поэтому можно къ этой же теори отнести различные во- 
просы, въ которыхъ входитъ развертывающаяея поверхность 
четвертаго порядка; наприм$ръ слБ дующие: 

15. Вх пространствъ дано шесть произвольно расположен- 
ны25 плоскостей; требуется построить коническое стъчене, 
которое касалось бы этих шести плоскостей; требованию 
удовлетворяеть безчисленное множество коническихь съченй 
и илз плоскость отибаютз фразвертывающуюся поверхность 
четвертело порядка. 

16. Если четыре вершины измъняющилося тетраэдра, дви- 
жутся по четыремь неподвижнымь прямым а три фани 
ео проводятся черезз три друия данныя прямыя, то четвер- 
тая зрань скользить по разуибающейся товерхности четвер- 
тоо порядка. 

17. Бз пространствъ даны три ‘почки и три плоскости; 
вели вершина трераннолю узла, ребра котораю вращаются 
около трелх данныхь точекь, движется по прямой лини, то 
точки перестчензя этихть реберз сз тремя данными плоскос- 
тями лежать вз плоскости, скользящей по развертывающейся 
поверхности четвертало порядка. | 

18. Если при почки движутся по трем прямым с5 про- 
извольными, но постоянными, скоростями, то плоскость, 
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опредъляемая этими точками, скользить па разибающейся 
поверхности четвертиало порядка, 


19. Представимь себъ рядз поверхностей вторало порядка, 
касаюиуихся восьми данныхь плоскостей; если какую-нибудь 
точку пространства примемь за вершину конусовь, описан- 
ныхз около этихз поверхностей, то плоскости кривых при- 


косновеня будет» озибать развертывающуюся поверхность 
четвертало порядка. 


20. Около поверхности вторао порядка можно описать 
безчисленное множество конусов; если будемь искать таюе 
конусы, одна изь злавныхь осей которыть проходить черезь дан- 
ную точку, то окажется, что всъ эти злавныя оси образу- 
ют конус втораю порядка и что плоскости, проведенныя 
черезь веригины отибающихть конусов5 перпендикуляюно кз этимь 


осямз, отибають развертывающуюся поверхность четвертало 
порядка. 


21. Представимъ себЪ данное твердое т$ло; чрезъ каждую 
точку пространства можно провести три прямыя, которыя 
будуть постоянными осями вращен!я тЪла относительно этой 
точки, и безчисленное множество другихъ прямыхъ, пред- 
ставляющихъ постоянныя оси вращен1я тфла относительно 
различныхъ точекъ, взятыхъ на этихъ прямыхъ; тогда: 


1) Бсъ эти прямыя образують конусь вторалю порядка. 


2) Плоскости, проведенныя перпендикулярно кз этимь пря- 
мым черезь лить точки, для которыхь онъ служать постоян- 
ными осями вращеная, очибаютз развертывающуюся поверт- 
ность четвертоло порядка. 


22. Когда твердое т5ло находится въ движенши, каждая 
плоскость, взятая въ тфлЪ, скользить по разгибающейся по- 
верхности, прикасаясь къ ней послЗдовательно по различ- 
нымъ ея образующимъ’(а7@ез); эту поверхность мы назовемъ 
развертывающеюся траэкторлей плоскости. Въ каждый мо- 
ментъ движевя всЪ плоскости, проводимыя въ т$лБ, им$- 
ют съ своими развертывающимися траэкторлями общую 
прямую. 
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Если будемь искать тль изз этить прямыль, которыя для 
даннало момента движеня лежать вё данной плоскости, то 
окажется, что всъ таюмя прямыя озибають параболу и всъ 
плоскости, которыя прикасатся кз своимь развертывающимся 
траэктотям5 по этимь прямымъ, обвертываютз развертыва- 
ющуюся поверхность четвертало порядка. 

23. Кода тьло’ находится в движении, касательныя кз 
траэктортямь точекъ, расположенныхь на прямой лини, обра- 
зуютз зиперболическ параболоидз; касательныя эти въ раз- 
сматриваемое муновеще движутся вз плоскостях, обающихь 
развертываюиууюся поверхность четвертоло порядка. 

Ит. д. ит. д. 


ПРИМЪЧАНТЕ ХХХГ\. 


(Глава шестая, п° 10.) 


ра 


О двойственности въ математик. Примфры изъ 
токарнаго искуства и изъ началъь динамики. 


1. Между различными способами преобразован1я, на ко- 
торыхъ основываются важнЪйпия учен1я новой геометрии, 
мы особенно должны отличить способъ, приводящий къ ма- 
тематическому закону двойственности. Не говоря уже о вы- 
годахъ этого способа, какъ средства для открыт, мы зам ча- 
емъ, что начало, служащее ему основанемъ, представляетъ 
собою постоянное соотношене, при помощи котораго свазыва- 
ются попарно вс геометрическя истины, и велЗдетв1е этого 
являются, если можно такъ выразиться, два рода геометрии. 
Эти дв$ геометрии отличаются между собою обстоятельствомъ, 
на которое весьма важно обратить внимане. Въ одной—еди- 
ницей, элементомъ, или, такъ сказать, атомомъ, для состав- 
лешя вефхь другихъ формъ пространства служитъ точка; 
такое воззр$н1е лежитъ въ основани философ древнихъ и 
аналитической геометр1и. Въ другой . геометр!и за перво- 
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образъ или за единицу для образован1я другихъ формъ про- 
странства принимается прямая лишя или плоскость, смотря 
потому относятся ли излБдоваюя кь одной плоскости, или 
ко всему пространству. 

“ Это разд$леве веБхъ свойествъ пространства на два класса, 
основанное на двухъ существенно различныхь исходныхъ 
началахъ, имфетъ по видимому весьма значительное вл1ян1е на 
геометр!ю, какъ это ясно показали Жергоннъ и Понселе **”). 
Но по нашему мн$ю это вляюше распространяется также 
и на мнопе друпе отдфлы математическихь знан и намъ 
кажется, что въ нихъ мы можемъ придти къ подобнымъ же 
заключенямъ, если будемъ основываться на прекрасномъ 
законз двойственности и руководствоваться тфмъ дуализ- 
момъ, который можно считать основнымъ началомъ и исход- 
ною точЕою геометрии. | 


Прим$ръ этой двойственности можно видЪфть въ издан- 
номъ нами сочинени о новой аналитической леомепижи, ко- 
торая подобна геометрии Декарта, но въ которой роль точки 
играетъ плоскость °°°). 


Таже идея двойственности можетъ найти приложене и 
въ механик. Въ самомъ дЪлЪ, первоначальный элементъ 
тЪла, къ которому прилагаются первыя основан1я этой на- 
уки, также какъ и въ древней геометрии, —есть математиче- 
ская точка. Не въ’ прав$ ли мы ожидать, что, принявъ за 
элементъ протяжен1я не точку, & плоскость, мы придемъ къ 
новымъ теор1ямъ, составляющимъ, такъ сказать, новую на- 
уку? И если найдется единственный пр1емъ для перехода 
отъ этой новой науки къ старой, —подобно теоремЪ геомет- 
ри о взаимности свойствъ пространства, —то онъ поелужить 
основнымъ началомъ двойственности въ наук о движени 
ТЪлЪ. 


———— 


307) Аяжез 4ез тафетайдиез, +. ХУТ, р. 209 её +. ХУЦ, р. 265. 
308) Основныя начала этой новой системы координамъ мы изложили 
кратко въ Со’тезроп4атсе тафетайдие рат Чафееф, $. УТ, р. 81. 
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2. Два вышеуказанные примфра двойственности основы- 
ваются на двойственномъ способ представлять себф т%ло, 
какъ совокупность или точекъ, или плоскостей. Но въ раз- 
личныхъ отдфлахъ математики могутъ найтись друге законы 
двойственности, основанные на иныхъ началахъ; и я думаю, 
что этимъ путемъ мы приведены будемъ къ воззр$ню уже 
высказанному нами по поводу опред$лен1я геометрии въ При- 
м$фчан1и У’, т. е. КЪ уб$жден!ю, что постоянная двойствен- 
ность есть велик Й законъ природы, господствуюнщиЙ во веЪхъ 
частяхъ знаня, во всфхъ проявлемяхъ человфческаго духа. 

Ограничиваясь здФсь только областью геометр1и, мы, для 
подтвержден!я высказанныхъ идей, укажемъ еще на два весь- 
ма различные прим®ра двойственности. 

3. Первый примфръ представляегся при выдфлкЪ формъ 
помощю токарнаго станка. 

Для всакой формы, ‘выдёлываемой токаремъ, мы можемъ 
себЪ представить двОЯЕЙ способъ обработки: мы можемъ 
укр%пить матералъ и заставить оруле вращаться, или мо- 
жемъ, какъ поступаеть токарь на самомъ ДЪлЪ, укр$пить 
оруше и сообщигь вращательное движен!е матер!алу. 

Такимъ образомь мы видимъ въ пр1емахъ этого искуства 
ясно выраженную и постоянную двойственность. Притомъ 
знаемъ, что эти пр1емы во веякомъ случаБ основываются 
на геометрическихъ началахь; поэтому и въ теорй1яхъ этихъ 
двухъ епособовъ обработкя будеть существовать также по- 
стоянная двойственность. 

Весьма интересенъ, по нашему мн$н1ю, вопросъ о мате- 
матическихь законахъ, связывающихъь между собою двЪ эти 
теор1и, т. е. о законахъ, которые одни были бы достаточны 
для перехода отъ извфстнаго даннаго према обработки по- 
мош!ю токарнаго ставка къ другому соотв тственному. 

Задача эта пугала насъ сначала значительными трудно- 
стями, но потомъ привела насъ къ одному въ высшей сте- 
пени простому закону двойственности, изъ котораго, во пер- 
выхь, вытекаетъ теория токарнаго станка и, во вторыхъ, по- 


лучается средство описывать помош!ю этого снарада вс тз 
25 
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кривыя, которыя до сихъ поръ чертились обыкновенно по- 
средетвомъ подвижнаго остр1я. Этоть способъ образозаня 
кривыхъ основывается на сл$дующемъ начал$: 


Если плоская филура перемъщается в5 своей плоскости, 
то всякая точка ея описываеть кривую. Движежме фицры 
опредъляется нъкоторыми постоянными соотношещями ея 
сз неподвижными точками и лишями на плоскости. Совокуп- 
ность этихь точек и лин представляють вторую фиуру, 
которая остается неподвижною во время движещя первой 
филуры. 

Разсмотримз первую филуру вз одномз изь положенй и сдъ- 
лаем ее неподвижною; вторую же фищцру заставимь дви- 
заться такъ, чтобы сохранялись прежнщя условя в5 ея отно- 
сительном5 положени къ первой фиут. 

Тода неподвижное остцуе, помтщщенное в5 какой-нибудь 
точкь первой филуры, будеть чертить на подвижной плос- 
кости второй фиуры кривую линю, тождественную сз той 
(за исключенемь положеня), которую описывала бы взятая 
точка первой филуры, если бы эта фицра продолжала. дви- 
заться. 

Это и есть то единственное начало, которое связываетъ 
между собою два способа образованшя плоскихъ кривыхъ, 
посредствомъ подвижнаго и неподвижнаго острия. 


Чтобы показать приложен!е этого начала, раземотримъ 
черчене эллипса помощ!ю точки, предетавляющей вершину 
неизм$няемаго треугольника, дв$ другя вершины котораго 
движутея по двумъ неподвижнымъ прямымъ. 

Зд$сь подвижная фигура есть треугольникъ; двф же дан- 
ныя прямыя представляютъ фигуру неподвижную. На осно- 
ванни нашего начала мы должны перемфщать эти пря- 
мыя  такь, чтобы он постоянно проходили черезъ тЪ 
дв$ вершины треугольникя, которыя первоначально сколь- 
зили по нимъ. Отсюда выводимъ слздующую теорему: 


Если стороны подвижниию ла постоянной величины опи- 
фаются на двь неподвижныя точки, то неподвижное острие, 
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помльщенное в5 какой узюдно точкъ, будетзь чертить на дви- 
жущейся плоскости этою фтла эллипсь. 


И мы дЪйствительно замфчаемт, что механизмъ при то- 
карномъ станкЪ для выдфлки оваловь иметь цзлю со- 
общить плоскости такое движеше, при которомъ стороны 
угла, находящагося въ этой плоскости, постоянно проходили 
бы черезъь дв неподвижныя точки. Это, слЪдовательно, и 
есть геометрическое основан1е сказаннаго механизма, изо- 
бр$теннаго знаменитымъ живопиецемъ Леонардо-да-Винчи. 


Также просто объясняется изъ нашего начала механизмт, 
употребляемый въ токарномъ искуетвЪ для эпициклоиды. 
Мы приходимъ именно къ сл$дующей теоремЪ, на которой, 
по нашему мн$н1ю, и основывается этотъ механизмъ: 


Если кривая лимя катится в5 плоскости по дилой кри- 
в0й, то каждая точка первой описывает»ь эпициклоиду, ко- 
торую можно получить также друзимь способомъ, именно, 
заставляя катиться вторую кривую по первой; при этомь 
остуле, укрътленное в5 прежней точкъ первой кривой, будете 
чертить на подвижной плоскости туже самую эпициклоцоду, 
какё и прежде. 


Эллипсъ и эпициклоида, сколько мнф извФетно, суть един- 
ственныя кривыя, выдфлываемыя на токарномъ станк$ по- 
мощ 060б0 приспособленныхь механизмовъ. При помощи. 
изложеннаго выше способа черченмя кривыхъ можно полу- 


чить подобное же построеше безконечнаго множества дру- 
ГИХЪ ЛИНИЙ. 


Такъ напримфвъ, для конхоиды Никомеда приходимъ къ 
такому построентю: 


Представимь себъ улоль неизмъняемой величины, одна сто- 
которало постоянно проходить черезз неподвижную точку, дру- 
зая же скользит своим концом по данной прямой, проведен- 
ной через эту точку; неподвижное остуле, укрътленное вв 
какой-нибудь точкь послъдней прямой, будеть чертить на 
плоскости подвижнало ума контоиду Никомеда. 

25% 
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Если прямая, по которой движется конецъ одной ‘изъ 
сторонъ угла, не будеть проходить черезь неподвижную 
точку, черезь которую проводится другая сторона, то укр$п- 
ляя остре въ надлежащемъь м$етб, получимъ циссоиду 
Длоклеса; при другомъ положени острая получается лин1я 
Кетле (юсще & поеиа,); вообще же при этимъ будутъ полу- 
чатьсея кривыя, представляющия зеометрическое мъсто осно- 
ванй перпендикуляровз, опущенныхь изъ какой-нибуь точки 
на касательныя кб параболь. 

Этоть способъ ностроен1я мы прилагали ко многимъ дру- 
гимъ кривымъ, разсматриваемыхъ не только какъ послЪдо- 
вательноеть безконечнаго множества точекъ, но даже — какъ 
обвертка ихъ касательныхъ. Въ посл6днемъ случа кривая 
получается уже не посредствомъ острея, оставляющаго слЪдъ 
своего пути на подвижной плоскости, а посредствомъ ножа, 
обр$зающаго движущуюся плоскость по желаемой кривой. 


Подобные же пр!емы могуть прилагаться и къ фигурамъ 
трехь изм$рений. 

Такимь образомъ въ ученяхъь, служащихь основашемъ 
двоякаго способа механической выдфлки формъ, обнаружи- 
вается двойственность, которая также какъ и двойственность 
свойствъ пространства основывается на одной теорем. 


4. Второй прим$ръ двойственности мы заиметвуемъ изъ 
системы м!ра и изъ законовъ механики. 

Ве$ небесныя т$ла имфють двоякое движене, поступатель- 
но и вращательное около оси. Тоже двойственное движе- 
н1е мы находимъ въ элементарномъ перемфщен1и твердаго 
1$ла, т. е. во всякомъ безконечно—маломъ движени его. 

Такая совокупность двухъ движевшй есть обстоятельство, 
не представляющее ничего удивительнаго, особенно въ наше 
время, когда математическая теор1я объясняетъ его и сама 
открыла бы его, если бы оно не было уже извБетно, какъ 
результатъ астрономическихъ наблюденй. 

Но, если вращательное движене въ глазахъ наблюдателя 
есть такое же очевидное свойство небесныхъ тлф, какъ и 
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движене поступательное, и столько же присущее всему, что 
подлежитъ дфйств!ю силъ вселенной, то геометры изслЪдо- 
вали эти два рода движеня не съ одинаковымъ безпристра- 
стемъ. Они начали съ воззр$мя, что естественное и, эле- 
ментарное движенте тфла есть движене поступательное. Въ 
дух$ этой основяой идеи, начало которой восходитъ до вре- 
мени происхожден1я наукъ, Д’Аламберть говорить сл$дую- 
щее въ предварительныхъ зам чаняхъ къ ЛТтайе ае Оупа- 
тдие: «Въ движенш тфла мы ясно видимъ только то, что 
тЪло проходитъ извЪетное пространство и употребляеть на 
это извфстное время. СлЪдовательно это есть единетвен- 
ная идея, изъ которой должны быть выведены всЪ начала 
механики› и т. д. Можно думать, что такой способъ раз- 
сужденя быль сл$детвтемъ привычки разематривать какъ 
элементъь протяжен1я Точку, а не плоскость, которую на- 
противъ разсматривають всегда какъ собран!е опочекз. За- 
мфна деиженй силами, введенная Вариньономъ въ рац!ональ- 
ную механику и во многихъ другихъ отношеняхъ весьма 
удачная, существенно содЪйствовала по нашему мнфНю вы- 
работк$ учешй современной механики, основывающихся на 
первоначальномъ поняти о точкф, какъь объ элемент про- 
странства. 

Но развЪ нельзя также допустить, что два нераздфльныя 
движен1я тфлъ вселенной должны вести къ математическимъ 
‘теорлямъ, въ которыхъ оба они играли бы совершенно оди- 
наковыя роли? Въ такомъ случа$ принципъ, который сое- 
динялъ бы двЪ таюя теори и служилъ бы для перехода отъ 
одной изъ нихь къ другой, подобно теоремЪ, на которой 
мы основали геометрическую двойственность неподвижнаго 
пространства, и подобно той, которая намъ послужила для 
объединен!я двухъ пр1емовъ механическаго образован!я тёль, 
этотъ принципъ, говоримъ мы, могъ бы бросить ярый свЪтЪ 
на принципы философии природы. 

Нельзя даже придвид®ть, гдЪ остановились бы слёдетвя 
изъ такого принципа двойственности. Связавъ попарно 
всф явлення природы и управляюще ими математичесяе за- 
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коны, не восходилъ ли бы онъ до самыхъ причинъ явленш? 
И не можеть ли тогда отерыться, что закону тяготЗн1я ео- 
отвЪтетвуетъ другой законъ, играющй такую же роль какъ 
законъ Ньютона и служащй, подобно ему, къ объясненю 
небесныхъ явленй? Если же, напротивъ, оказалось бы, что 
законъ тяготЪн!я самъ себф соотвЗтетвуетъь въ об$ихъ тео- 
р1яхъ, какъ это бываетъ съ предложен1ями геометр1и отно- 
сительно двойственности простванственныхь формъ, то это 
было бы великимъ подтверждетемъ, что законъ Ньютона 
есть дфйствительно единственной выепий законъ вселенной. 

Мы не скрываемъ, что учене о центробЪжной силЪ мо- 
жетъ представить возражен1я противъ нашихъ идей, потому 
что эта сила’ обусловливаетъ на практикБ существенное раз- 
лич1е между поступательнымъь и вращательнымь движенемъ 
т$ль; но мы оставляемъ эту силу въ сторон, такъ какъ 
разсматриваемъ только безконечно—малыя движев!я. Сп$- 
шимъ подтвердить наши вышеизложенкыя идеи нзкоторыми 
соображен1ями о томъ, что по нашему мн%н1ю уже сдфлано 
и можеть быть продолжаемо въ вопрос$ о предполагаемомъ 
нами соотношени между теорлями поступательнаго и вра- 
щательнаго движенля. 

5. Эйлеръ первый показалъ, что, если т$ло укрфплено въ 
неподвижной точкЪ, то всякое безконечно-малое движене 
его есть вращеше около нзкоторой прямой, проходящей че- 
резъ эту неподвижную точку. 

Лагранжъ, въ первомъ издани  Месатдие апщуйдие 
(1788 г.), даль формулы, служащя для разложен1я такого 
вращательнаго движен1я на три друг1я, именно—нз враще- 
в1я около трехъ прямоугольныхъ осей, проведенныхъ черезъ 
неподвижную точку. Эти формулы обнаруживали замфчатель- 
ное сходство съ формулами, елужащими для разложен:я пря- 
молинейнаго движен1я точки на три другя прямолинейныя 
движеня. 

Впося$ дети Лагранжт, пополнилъ эту аналогию, показавъ 
во второмъ издаши Месатдие отфуйчие (1811 г.) геомет- 
рическое построеше трехъ вращенй, замфняющихъь собою 


\ 


ПРИМЪЧАНИЯ. 423 


данное. Построене это приводится къ откладыван!ю на осяхъ 
вращен!я ли пропорцлональныхъь вращательнымъь движе- 
намъ и къ такому же сложеню или разложеню этихъ ли- 
в1й, какъ въ случаЪ, если бы он представляли движен!я 
прамолинейння. | 

Какъь только стало извфетно, что всякое движен!е т$ла, 
укр$пленнаго въ неподрижной точкф, есть вращательное 
движен!е около прямой лини,—дознано было, что движене 
тБла вполнф свободнаго можеть быть въ каждый моменть 
разложено на два другя: на общее вефмъ точкамъ посту- 
пательное движене и на вращене около оси, проверенной 
черезъ одну изъ точекъ. Другими словами это значило, что 
при безконечно маломъ движени совершенно свободнаго 
тЪла можно черезъ каждую его точку провести прямую, ко- 
торая впродолжене этого движеня остается параллельна 
самой себЪ. 

Легко замЪтить, ‘что вс$ тая прямыя между собою также 
параллельны и что одна изз нихь перемющается по своему 
собственному направленю; это показываетъ, что движен!е 
тВла тождественно съ движен1емъ винта въ гайкЪ 3°?). 


Вотъ, кажется, все, что сд$лано въ теори вращательныхъ - 
движенй. Можеть показаться удивительнымъ, что посл 
изучен1я движен1я свободнаго твердаго т$ла, им$ющаго вра- 
щательное движен1е около одной оси, никто не остановился 
на случаЪ, когда ТЪло имфеть несколько вращательныхъ 
движенй около различныхъ осей, и на сложен!и такихъ вра- 
щений. 

Рф шене этого вопроса оказалось необходимымъ на пер- 
вых же шагахъ въ излагаемыхъ нами здфсь теорляхз. 
Мы вашли, чт“, если тъьло имъеть нъсколько враща- 
тельныхь движений около различныхь осей, размющенныхь 


39) Я уже изложиль эту теорему вы$етЪ съ другими, касающимися 
перемфщен1я свободнаго твердаго тфла въ пространств$. См. Ви[ейп 
иптегзе 4ез зсетсе:, +. ХТУ, р. 321, 1830 и Соттезропаатее 4е ®пе- 
4е1её, $. УП, р. 352. 
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каким5 бя то ни было образомё вё пространствъ, то эту 
систему вращенй вседа можно замънить, и притомь 90 
безконечности разнообразно, двумя вращетями около 06% 
различныхь осей. 


Одна изъ осей можеть быть взята въ безконечности; это 
показываетъ, что дЪйствительное движев!е т$ла, есть вращен!е 
около второй оси, которая перем5щается по своему собствен- 
ному направленю. Выводъ этотъ согласенъ съ т$мъ, кото- 
рый мы только что получили изъ разсмотр$ тя прямолиней- 
ныхъ лвижев!й точекъ тЪла. 


Сложене системы вращевн!й около нёсколькихъ осей очень 
просто и при этомъ сохраняется найденная Лагранжемъ 
аналог1я между сложен1емъ вращен!й около н$сколькихъ осей, 
проходящихъ` черезъ неподвижную точку, и сложен1емъ пря- 
молинейныхъ движен!1й точкн. На каждой оси откладываемъ 
лин1ю пропорцональную вращен!ю около этой оси и веЪ 
тая лини разсматриваемъ какь силы, приложенныя кь твер- 
дому тзлу. По сложен эти силы приведутея къ двумт, на- 
правлен1я которыхъ представятъ оси двухъ вращенй, за- 
мфняющихь собою данную систему вращев!й, по величинЪ 
же два вращен1я выразятея величинами составныхъ силъ. 


Предположимъ теперь, что вращен1я т$ла около различ- 
ныхь осей суть вращен!я плоскостей, проходящихъ черезъ 
эти оси, подобно тому, какъ прямолинейныя движения, со- 
общенныя ТЪлу, или силы, на него дЪйствующя, разематри- 
ваются, какъ приложенныя къ точкамъ тфла, находащимся на 
направлен!и этихъ движен!й или силъ. 


Каждая изъ плоскостей, во время дЪйствительнаго движе- 
н1я тфла, обращается сама около себя и вокругъ прамой, ва- 
ходящейся въ самой плоскости (эта прямая во время движе- 
в1я тЪла не выходитъ изъ первоначальнаго положен!1я плос- 
кости, но вращается въ ней около неподвижной точки). Врз- 
щательное движен!е плоскости около самой себя мы наэс- 
вемъ ея дюьйствительнымь вращенемь (то@Ноп еЙесНхе), ча- 
стное же вращен!е т$ла около оси, лежащей въ этой плос- 
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кости, — вращенемз сообщеннымь плоскости (тоаНоп тртитее); 
такимъ образомъ дьйствительное вращене плоскости сла- 
гается изъ сообщеннало ей вращения и изъ вращен!й, сообщен- 
ныхъ другимъ плоскостямъ т$ла. 

Условавшись въ этихъ обозначен1яхъ, получаемъ сл дующую 
теорему. 

Пусть твердое тльло находится подз вмянемз нъсколькихь 
одновременныхь вразщенй около различныхь осей; представимь 
себъ плоскости, проведенныя в тьмь черезь оси вращенй; 
каждая из этилхь плоскостей будеть имтъть свое дъйстви- 
тельное вращеняе. 


Если составимз произведенае изз дюйствительиио враще- 
мя каждой плоскости, изь сообщению ей вращеня и изь 
косинуса ула между осями этихь двуть вращенй, то сумма 
такить произведений будет» оставаться постоянна, каковы 
бы ни были плоскости, проведенныя через» оси вращенй. 


Это постоянное количество будеть равно сумм квадра- 
1106% сообщенныхь вращенй, сложенной сз суммою произведе- 
9 этить вращенй попарно, умноженныхь на косинусь ума, 
образуемалю осями этить вращенай. 


Если т$лу, имЗющему н%сколько вращенй, находящемуся 
въ покоф, сообщимъ безконечно малое перем$ щен!е ‚то плос- 
кости, проведенныя черезъ оси вращенй, получать дЪйстви- 
тельныя вращен!я, которыя мы назовемъ возможными (й- 
$иеЙез) вращен1ями. 

Услов1е равновЪс1я т$ла можно выразить посредствомъ 
уравнен1я, представляющаго начало возможных вращенй, 


соотв тственное началу возможныхь скоростей. Начало это 
‚выразится такъ: 


Представимь себъ твердое тмъло, различныя плоскости. ко- 
тороло импют5 вращеня около осёй, ЖОЖыжщенныть в5 этих 
‘плоскостяфо; сообщимь тЛьлу ‘Какое у10дно безконенно—малое 
пёремьщеше и составимь для каждой плоскости 7роизведене 
сообщеннало ей вращеншя на дъйствительное ся вращене и на 
косинусв ла, образуемало осями этихь двухз вращений; для 
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равновъся данной системы вращенй необходимо и доста- 
точно, чтобы сумма всъаз этихз произведений была равна 
нулю. 

Сказаннаго достаточно, чтобы понять, въ какомъ смысль 
въ рацональной механик$ могутъ быть созданы новыя те- 
ори посредетвомъ зам$ны въ существующихъ теорляхъ по 
отношен1ю къ движению т$ль—движенй прямолинейныхъ— 
вращательными, по отношен1ю же къ самимъ т$ламъ— 1710- 
чекз— плоскостями, какъ это дЪлается въ чистой геометрии 
и въ геометрии аналитической *!°). 


7. Не будемъ касаться вопроса, могутъ ли подобныя но- 
выя теор!и съ пользою прилагаться къ вопросамъ практи- 
ческой и физической астроном; противъ этого можно, кажет- 
ся, возражать а 074071, ибо весьма вЪфроятно, что употреби- 
тельные аналитичесве пр1емы, основываюциеся на Декарто- 
вомъ способъ координатъ, соотвЪтствуютъ екорЪе существую- 
щимъ, нежели новымт, теор1ямъ; го, мы думаемъ, нельзя 
отвергать по крайней мЪрЪ того, что введен1е этихъ новыхь 
ученй въ рацональную механику можетъ бросить новый 
свЪть на всю обширную ея область и на мноме частные 
вопросы, до сихъ поръ еще не вполнз изелЪдованные. Ука- 
жемъ, напримръ, на любопытную аналогю между силами 
и моментами ихъ относительно неподвижной точки, —анало- 
гю, такъ ясно выражающуюся въ теор!и паръ. Въ динамикв 
такое же соотвЪтстве встрЪчается снова между прямоли- 
нейными движен1ями и ихъ моментами относительно точки; 
точно также—въ двухъ назалахъ сохраневн1я движен1я центра 
тяжести и площадей; Бине обнаружимъ тоже самое въ иа- 
чалБ живыхъ силь; безь сомнфя соотвфтстые это идеть 


310) Эта теорйя врашалтельныхь движений необходимо должна войти 
ВЪ ту новую отрасль механики, которую Амперъ включиль въ свою 
классификацю челов$ческихь знан!Й подъ именемъ кинематики (наука 
о движен!), какъ науку, предшествующую стё.тик$ и обнимающую 
вмфстф съ нею все содержан!е элементарной механики (См. Е 53а зиг 
(4 риозорме 4ез зчетсез, раг Атрёге, ш_—8,01834). 
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ы 


еще дальше и его первоначальная, теперь еще неизв$стная, 
причина есть вопросъ, имфющиЙй глубоюмй интересъ. 

Упомянутая нами теор1я паръ кажется намъ ученемъ, впол- 
нЪ согласнымъ съ развиваемою нами мысмю о соотвЪ тети. 
Можно сказать, что это-—статика, излагаемая безпристра- 
стно по отношеню къ двумъ указываемымъ нами динами- 
ческимъ воззрфн1ямъ. ДЪйствительно, пары новсюду играють 
такую же роль, какъ и простыя силы; послЪдн!я кажутея 
назначенными для поступательнаго движен1я, какъ парыы-— 
для вращательнаго: т$ и друйя подчиняются одинаковымъ 
математическомъ законамъ сложеня и разложеня. Мы мо- 
жемъ поэтому смотрЪть на изящную теор1ю паръ, какъ на 
учене въ высшей степени удачное и считать его необхо- 
димымъ введенемъ въ полную теор1ю той двойственной 
динамики, о которой только что говорили. 

7. Посл того, какъ мн пришло на мысль разематри- 
вать вращательныя движеня подобно поступательнымъ и 
связать этотъ вопросъ съ двойственностью формъ простран- 
ства, я прочелъь превосходныя размышлен!я моего товарища 
по политехнической школ$ Огюста Конта по поводу теор 
паръ Пуансо, высказанныя въ четырехъ урокахь Аууса по- 
зитивной философу, въ которыхъ говорится о механик$. 
Мн$ чрезвычайно было лестно видЪть, что мои ‘идеи объ 
этомъ предмет$ подтверждаются мн$фн1ями этого глубокаго 
мыслителя какъь вообще о движенми тфлъ, такь и о польз» 
теор1и паръ въ вопросахъ, сюда относящихся. 

Закончу это ПримЗчан!е собственными словами Огюста 
Конта, такъ какъ они способны обратить вниман!е геомет- 
ровъ на новыя учен1я, которыя можно ввести въ Динамику. 

„Въ самомъ дфлЪ, каковы бы ни были основныя качества 
‹мысли Пуанео по отношеню къ статик$, нельзя по край- 
‹ней м$рЪ не признать, кажется, что эта мысль по суще- 
«ственному характеру своему назначена для усовершенство- 
‹ваня динамики, и по этому поводу я могу, кажется, утвер- 
‹ждать, что эта мысль до сихъ поръ еще не оказала сво- 
‹его наибол$е важнаго влмян1я. На нее надобно смотрЪть, 
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‹какъ на мысль, прямо способствующую къ усовершенство- 
«ваню въ весьма важномъ пункт самыхъ началъ общей 
‹механики; благодаря ей яонятие о вращательныхь движе- 
‹«яжь становится также естественно, также обыкновенно 
‹\ ПОЧТИ также просто, какз и понятие о движетяхь по-. 
«ступательныхь, потому что на пару можно смотрють как 
‹на такой же естественный элементь вращательнаю дви- 
«женя, какз сила—в5 движении поступательномь>. 

Когда Примфчан!е это было уже написано, явилось не- 
большое сочинене Пуансо Тйвоте поиуеЦе 4е в тоюйот 4ез 
сотр. Въ этомъ сочинения осуществляются наши идеи о 
возможности и пельз$ ввести въ динамику прямое разсмот- 
р%ме вращательныхъь движен!, по образцу движен!й посту- 
пательныхъ. Этотъ премъ авторъ прилагаеть къ дфлу съ 
зам$чательнымъ искуствомъ и разр шаетъ помощю его, пу- 
темь простаго разсужден1я, сложный и трудный вопросъ, 
поддававиийся до сихъ поръ только самому высшему ана- 
лизу, и даеть нзсколако прекраеныхь теоремъ, ускользав- 
шихъ отъ анализа и представляющихъ ясную картину вс$хъ 
обстоятельетвъ рращательнаго дважен1я тзлъ. 


Конецъ. 
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угольника, пересченнаго трансверсалью.— Стр. 28. 

ПРИМЪЧАНТЕ УП. 0 сочиневи Чевы подъ заглавемъ: 
Де [пе!з тесйз зе зтилсет зесапйбиз, зайса сопзгисНо.— 
Стр. 33. | | 

ПРИМЗЧАНТЕ УШ. Образован1е спиралей и квадратриксъ 
при помощи винтовой поверхности. Аналог1я этихъ 
кривыхъ съ тфми, которыя носятъ съ ними одинаковыя 
наименован1я въ Декартовой систем координатъ. — 
Стр. 37. 

ПРИМЪЧАНТЕ [Х. Объ ангармонической функции четырехь 
точекъ, или четырехь прямыхъ.— Стр. 44. 

ПРИМЪ$ЧАНЕ Х. Теор1я инволющ1и шести точекъ.— Стр. 53. 

ПРИМЪВЧАНЕ ХТ. О задачЪ вписать въ кругъ треугольникъ, 
стороны котораго должны проходить черезъ три дан- 
ныя точки.—Стр. 80. 
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ПРИМЪЧАНГЕ ХП. О теометри ИндЪйцевъ, Арабовъ, Рим- 
лянъ и западныхъ народовъ въ средне вЪка.—Стр. 82. 


Геометр1я ИндЪ8цевъ. 84.-О геометраи Брамегупты. 89.— 
О геометри Баскары Ачарля. 132.—0О геометрли Римллиъ. 
147.—0О томъ м1ст$ первой книги Геометр!и Боэщя, которое 
относится къ новой системЪ счислен1я. 160.—0О м$5ет$ Ге- 
ометри: Боэщя, относящемся къ правильному пятиугольнику 
втораго рода.—Происхожден1е и развите учен1я о звЪзд- 
чатыхъ многоугольникахъ. 183.—0О геометрли Арабовъ. 203.— 
Геометр1я у западныхъ народовъ въ средн1е кЪка. 227. 


ПРИМЪЧАНТЕ ХШ. О сочинении Сошса, Паскаля.—Стр. 295. 

ПРИМЪЧАНГЕ ХГУ. О сочинен1яхъ Дезарга; письмо Бо- 
грана и Ехатеп Кюрабелля.—Стр. 297. 

ПРИМЪЧАНГТЕ ХУ. Объ ангармоническомъ свойств точекъ 
коническаго сЁфченя. Доказательство самыхъ общихъ 
свойствъ этихъ кривыхъ.—Стр. 302. 

ПРИЧАНТЕ ХУТ. Объ ангармоническомъ свойств касатель- 
ныхъ коническаго сЗчен1я.—Стр. 314. 

ПРИМ ВЧАНГЕ ХУП. О Мавролик$ и Гуарини.—Стр. 319. 

ПРИМЪЧАНТЕ ХУШ. О тождеств$ гомологическихъь фи- 
гуръ съ т6ми, которыя получаются посредствомъ пер- 
спективы. Зам чане о перспектив Стевина.—Стр. 321. 

ПРИМЪЧАНТЕ ХХ. О Ньютоновомъ способ преобразова- 
ния однЪфхъ фигуръ въ друйя того же рода.— Стр. 328. 

ПРИМЪЧАНГЕ ХХ. Объ образованм кривыхъ 3-го порядка 
посредствомъ пяти расходящихея параболъ и посред- 
ствомъ пяти кривыхъ, имфющихь центръ.— Стр. 324. 

ПРИМЪЧАНТЕ ХХГ. Объ овалахъ Декарта и объ аплане- 
тическихъ лишяхъ.—Стр. 326. 

ПРИМЪЧАНТЕ ХХП. Обобщене двухъ общихъ теоремъ 
Стеварта.—Стр. 3381. 

ПРИМВЧАНТЕ ХХШ. О происхождении и развити начер- 
тательной геометри.—Стр. 333. | 

ПРИМ ЪЧАНТЕ ХХТУ. О заковЪ непрерывности и о начал$ 
случайныхъ соотношенй.— Стр. 337. | 

ПРИМЪЧАНТЕ ХХУ. Приложеше начала случайныхъ соот- 
ношенй къ опред$леню по величин$ и направленю 
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трехъ главныхь осе й эллипсоида по тремъ даннымъ с®- 
пряженнымъ д1аметрамъ его.—Стр. 340. 

ПРИМЪЗЧАНГЕ ХХУТ. О мнимомъ количеств въ теомет-, 
ри.—Стр. 354. 

ПРИМЪ$ЧАНЕ ХХУП. О происхожден!и теор1и взаимныхъ. 
поляръ и словъ полюсъ и поляра.—Стр. 357. . 
ПРИМЪЧАНТЕ ХХУШ. Обобщене теорли стереографиче- 
скихъ проэкцй.— Поверхности вторато порядка, касаю-. 

шляся четырехъ другихъ.—Ояр. 359. 

ПРИМЪВЧАНШ ХХХ. Доквватедьство ‚одной: теоремы; изь 
которой проистекает». вачало. двойственности. — Стр.:364. 

ПРИМЪЧАНТЕ ХХХ. © взаимныхъ кривыхъ и поверх- 
ностяхъь Мовжа: Обобщене этой теорш,— Стр. 366. 

ПРИМЪЧАНАЕ ХХХ. Новыя свойства поверхностей вто- 
раго порядка, соотвЪтетвующия свойствамъ фокусовъ 
коническихь сЪченй.— Стр. 376. 

ПРИ МЪЧАНГЕ ХХХИП. Теоремы о поверхностахъ втораго 
порядка; еоотв$тствующия теоремамъ Паскаля и Буан-. 
шона. въ коническихъ сЪченяхъ.— Стр. 403. 

ПРИМЗЧАН! ХХХШ. Соотношеше между шестью точ- 
ками кривой двоякой кривизны третьаго порадка. Раз- 
личныя задачи, въ которыхь ветрЪчается, эта кривая.— 
Стр. 408. | и 

ПРИМЗЧАНГЕ ХХХГ.. О двойственности въ математикЪ.— 
ПримЗры изъ токарнаго искусства и изъ началъ дина- 
мики.—Стр. 415. 


